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*f Réseaux de neurones sur les images
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Figure — Schéma de convolution et pooling sur image

Stevan Stanovic Décimation hiérarchique pour I'apprentissage sur graphes



*‘f Champs d'application des graphes
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qf Invariance au nombre de sommets et au nombre de voisins

g
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q'f Invariance et équivariance aux permutations

g
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(a) Invariance aux permutations (b) Equivariance aux permutations
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:.f‘ Contexte de la thése dans I'ANR
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Figure — Prédiction d’une tache sur I'entiéreté d’un graphe (Y. Ma et al. 2019).
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qf Convolution sur graphes

g
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Figure — lllustration du Message Passing Neural Networks (MPNN) (Gilmer et al. 2017).
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qf Convolution sur graphes

g

X (1+1) — O'(C(l)X(Z)W(Z))

o C() ¢ R™ ™ (support convolutionnel)
o X ¢ R™ /i (matrice des attributs des sommets)
o W ¢ Rfixfi+1 (matrice de poids apprise)
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;-f‘ Pooling sur graphes

L'opération de pooling sur graphes peut étre principalement décrite par la combinaison de trois
fonctions :

Sélection Réduction Connexion
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q»f Pooling sur graphes
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Figure — Schéma d’un pooling avec les fonctions SRC (Grattarola et al. 2024).
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q»f Pooling sur graphes

g
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Figure — Schéma d’un pooling avec les fonctions SRC (Grattarola et al. 2024).
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q»f Méthode au moins un

g

Fonction SEL Fonctions
RED & CON
Si1 Sz
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*f Méthode au moins un

g

Méthodes au moins un les plus connues :
e DiffPool (YING et al. 2018)
e MinCutPool (BIANCHI et al. 2020)
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qrf Méthode au moins un

g

Figure — Exemple d'un graphe réduit aprés I'application d’'une méthode au moins un.
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*f Méthode au plus un

g

Fonction SEL Fonctions
RED & CON
Si1 Sz
— —l
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*f Méthode au plus un

g

Méthodes au plus un les plus connues :
e Méthodes Top-k (GAO et al. 2019; CANGEA et al. 2018; KNYAZEV et al. 2019 ; LEE
et al. 2019; RANJAN et al. 2020; Z. ZHANG, Bu, ESTER, J. ZHANG, YAO et al. 2019
Z. ZHANG, Bu, ESTER, J. ZHANG, L1 et al. 2023 ; HUANG et al. 2019 Z. MA et al.
2020)
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*f Méthode exactement un

g

Fonction SEL Fonctions
RED & CON
Si1 Sz
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*f Méthode exactement un

g

Méthodes exactement un les plus connues :
e EdgePool (DieHL 2019; DIEHL et al. 2019 ; DHILLON et al. 2007)
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:‘f‘ Ratio de préservation

. i . (1+1)
Ratio de préservation : Casid
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*f Récapitulatif sur la convolution et le pooling sur graphes

g

Convolution :
e Schéma MPNN (GILMER et al. 2017)

o Filtre passe-bas = Redondances dans les attributs

Pooling :
@ Schéma SRC (GRATTAROLA et al. 2024)
@ Trois familles de méthodes de pooling

@ Méthodes exactement un présentent les meilleures propriétés
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*f Présentation des problémes des GNNs traités dans la thése

g

Néanmoins, ces réseaux souffrent de limitations importantes comme :

Over-smoothing Over-squashing
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Over-smoothing
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Figure — Evolution de la précision moyenne en fonction de la profondeur du réseau sur NCI109.
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*f Over-smoothing

Définition (Energie de Dirichlet)
Soient X la matrice des attributs des sommets et L la matrice laplacienne associée au support
convolutionnel C de la convolution sur graphes. L 'énergie de Dirichlet est donnée par :

E(X) = |g(l)|T7“ace(XTLX) g(l)| Zvlev Zv seN (v5) Ci [|Xi — X]”%

E(X)=0 E(X)>0
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*f Over-smoothing

g

Soit C un support convolutionnel symétrique (et diagonalisable), tel que :
o valeurs propres A, ..., A\, (avec \; dominante, c'est-a-dire |[A;| > |\;| pour tout j > 1),

@ vecteurs propres assocCiés V1, ..., Un.
Pour un signal f =>"", ¢jv; avec ¢; #0, on a:

Crf — 01/\’1“1)1 lorsque k — oo

» Aprés de nombreuses convolutions, seule la composante dominante (v;) subsiste.
. " - 1
» Si C symétrique normalisée alors : CKf — ¢;Dz1.
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q'f Over-smoothing

(a) Graphe initial (b) Aprés 1 convolution

Figure — Exemple d’over-smoothing avec une convolution symétrique normalisée arbitraire.




q'f Over-smoothing

(a) Apres 2 convolutions (b) Racine carrée des degrés

Figure — Exemple d’over-smoothing avec une convolution symétrique normalisée arbitraire.




*f Présentation des problémes des GNNs traités dans la thése

g

Néanmoins, ces réseaux souffrent de limitations importantes comme :

Over-smoothing Over-squashing
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‘f‘ Over-squashing

h‘

Figure — Exemple de sommets éloignés dans un graphe.
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*f Over-squashing

g

Figure — Exemple de sommets éloignés dans un graphe.
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*f Over-squashing

g

Figure — Exemple de sommets éloignés dans un graphe.
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*f Over-squashing

g

Figure — Exemple de sommets éloignés dans un graphe.
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qf Over-squashing

L'over-squashing correspond au fait qu’'un GNN ne transmet pas efficacement les informations
entre sommets distants.
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] < Récapitulatif sur I'état de I'art

b

~
. Mélange des Redondance des
Convolution ; . . .
informations informations
\
( Sur-connexion )
. . . Suppression de sommets
Poolmg Trois familles Ratio de préservation trop
\ élevé )
{ . 3
Problémes Over-smoothing & Etudes concentrées
GNNs over-squashing sur la convolution
. (0] J
@)

Quel est I'impact des
opérations de pooling sur
I’'over-smoothing et
I'over-squashing ?
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g ¥ Récapitulatif sur I'état de I'art
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qf Table des matiéres

g

© Impact du pooling sur I'over-smoothing et I'over-squashing
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*f Hypothéses

g

Over-smoothing :

Convergence vers
Redondance trop 9

Succession de Mélange des . une
. — ge =3 importante des P . .
convolutions informations . . représentation
informations

prédéterminée

Stevan Stanovic Décimation hiérarchique pour I'apprentissage sur graphes



qr‘f‘ Hypothéses

b

Over-smoothing :

Succession de > Mélange des
convolutions informations

> Suppression des E> Opération de

redondances pooling
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*f Hypothéses

g

Over-squashing :

Distance trop Besoin de Dilution des Impossible de
longue entre | beaucoupde P informationsa P transmettre des
sommets distants convolution transmettre informations
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*f‘ Hypothéses

h‘

Over-squashing :
Distance trop

longue entre =

sommets distants

beaucoup de

>

Réduire les
distances entre
sommets
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*f Fenétres de réduction et champs réceptifs

h' P \
Fenétre de réduction RW " (v) : I'ensemble des sommets contractés pour former v entre les
couches [ — 1 et

= RWO(v) = {v}

Couche I-1 Couche |

RW (u) RW'(v)
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q'f Fenétres de réduction et champs réceptifs

h“

Champs réceptif RF()(v) : I'ensemble des sommets contractés pour former v entre les
couches 0 et [

= RFW(v) = REUD(y) avec RFO) (u) = RW© (u)

we RW O (v)

Couche 0 Couche 1 Couche 2 Couche 3

%35
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*f Schéma de décimation

g

Definition (Schéma de décimation)

Nous supposons que toutes les fenétres de réduction étudiées satisfont les équations suivantes
pour tout sommet w € V) :

RWOw) = {w}ou
RWWO(w) = {w,vy,...,v} | Vie{l,...,n} dga-u (w,v;) =1

ot dgq est la distance au sein du graphe 0}
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*f Impact du pooling sur |'over-squashing

e

En utilisant notre schéma de décimation et en supposant une réduction constante ~ des
distances entre les sommets, on a le résultat suivant :

logg(W)ngW_i_l

ol m est le nombre de couches nécessaires pour |'intersection.

Par conséquent, une relation logarithmique est nécessaire pour que les attributs de deux
sommets s'intersectent :

m ~ log(dgw) (i, 7))
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q»f Impact du pooling exactement un sur |'over-smoothing

g

Graphe

D236
HE B B O O

Champs réceptifs

@ @

—>I

Pooling
exactement un
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*f Impact du pooling au plus un avec convolution sur |'over-smoothing

g

Graphe

_@O—2—B3—1—6
HEE OO

Champs réceptifs
2—3—8—0
© ®

Convolution

|

| v

ECc

Pooling au
plus un

0
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] « Récapitulatif des résultats théoriques

g

Contraintes / Résultats Pooling Pooling au plus un
exactement un avec convolution

Schéma de décimation v v

GNN sans convolution 4

GNN alternance convolution/pooling 4

Garantie une partition des sommets (4

Over-smoothing Insensible Réduit

Over-squashing Réduit Réduit
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qf Table des matiéres

g

@ Meéthodes proposées et ensembles indépendants maximaux
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*f Rappel de I'état de I'art

g

Considérer la structure initiale du graphe lors de la réduction
Préserver les informations des attributs

Réduire I'information redondante des convolutions

Ratio de préservation =~ 0.5
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] < Méthodes proposées

e

Famille de quatre méthodes exactement un basée sur les ensembles indépendants
maximaux (MIS) :

( ) a )
MIVSPool MIESPool
\ y \ )
4 ) 4 )
MIESCutPool MIDESPool
\ Yy \ y
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q»f Maximal Independent Set (MIS)

g

Ensemble de Premiére propriété Seconde propriété
sommets non respectée non respectée
indépendants
maximaux

Propriétés

1) Deux sommets survivants ne peuvent &tre adjacents/voisins :
V(v,v") € W2 (v,0') ¢ €D
2) Un sommet non-survivant posséde au moins un voisin survivant :
Vo e VO — YD) 3/ ¢ YD : (y, o)) € ED
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qrf Maximal Independent Set (MIS)

b
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*f Maximal Independent Set (MIS)

Vo Ay Uy <V

Figure — Appariement maximal (Maximal Matching)
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;.f‘ Algorithme de Meer (MEER 1989)
@ @ @ ()

Propriétés

1) Deux sommets survivants ne peuvent &tre adjacents/voisins :
V(v,v") € WH2 : (v,0') ¢ €O
2) Un sommet non-survivant posséde au moins un voisin survivant :
Vo e VO —pHD) 3o ¢ YD : (p, o)) € €D
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qf MIVSPool : Maximal Independent Vertex Set Pooling

h-‘

Famille de quatre méthodes exactement un basée sur les ensembles indépendants
maximaux (MIS) :

4 N a N
MIVSPool MIESPool
\ y \ J
( N 4 N
MIESCutPool MIDESPool
\ Yy \ Yy
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L o MIVSPool : Maximal Independent Vertex Set Pooling
g}
@ Calcul de I'importance des sommets
e Calcul du MIS avec I'algorithme de Meer (Meer 1989)

o Affectation des sommets non-survivants
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q'f MIVSPool : Maximal Independent Vertex Set Pooling

e
0|0
0|0
Fonctlon MIVS| — [0 0
Score @. D TG
0|0

Graphe - x(+1) \=' é'(l)T XM Graphe
Gg) Score s® Mast(l;)lce AGD) — T Am g G+
| !

Figure — Schéma récapitulatif de MIVSPool.
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*f Problématique du calcul d'un score sur les sommets

g

H H

Figure — Molécule avec double liaison.
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qf MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

h-‘

Famille de quatre méthodes exactement un basée sur les ensembles indépendants
maximaux (MIS) :

( N é Y
MIVSPool MIESPool
\ y \ Yy
4 N 4 N
MIESCutPool MIDESPool
\ Yy \ Yy
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*f MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

g

Maximal Independent Edge Set Pooling (MIESPool)
@ Appariement maximal

@ Fonction de similarité symétrique : exp(—||W® (z, — z,)]|)
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*f MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

g
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*f MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

g
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q"f MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

g
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q"f MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

g

Avant Apres
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qf MIESPool : Maximal Independent Edge Set Pooling

g

Maximal Independent Edge Set Pooling (MIESPool)
@ Ratio de préservation élevée X
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qf MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling
h-‘

Famille de quatre méthodes exactement un basée sur les ensembles indépendants
maximaux (MIS) :

[ N [ R
MIVSPool MIESPool
\ J \ J
4 N é )
MIESCutPool MIDESPool
\ J \ J
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*‘f‘ MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling

b

MIESPool MIDESPool

eUV
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*.f MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling

g
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*.f MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling

g
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q"f MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling

g
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*‘f MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling

g

Avant Apres

Lirrm ()6
o
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qf MIDESPool : Maximal Independent Directed Edge Set Pooling

g

Maximal Independent Directed Edge Set Pooling (MIDESPool)
@ Ratio de préservation ~ 0.5 v/
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*f Récapitulatif des méthodes proposées

g

Famille de quatre méthodes exactement un basée sur les ensembles indépendants
maximaux (MIS) :

o Considérer la structure initiale du graphe lors de la réduction
@ Préserver les informations des attributs
@ Réduire I'information redondante des convolutions

@ Ratio de préservation ~ 0.5
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qf Table des matiéres

g

e Résultats expérimentaux
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*f Etude expérimentale sur |'over-squashing

g

Résultats théoriques sur I'over-squashing
@ Nombre de couches nécessaire suit une relation logarithmique

@ Quelle quantité d'informations 7
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*f Etude expérimentale sur |'over-squashing

h' ‘
K sommets

Figure — Schéma des graphes utilisés pour I'expérience d’over-squashing.
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< Etude expérimentale sur I'over-squashing

wa
»

[oe]

o)}

Nombre de couches nécessaires

4
—— GCN + MIES —— MIES
GCN + MIDES —— MIDES
2 —— GCN + MIVS MIVS
—— GCN + MIESCut —— MIESCut
0 25 50 75 100 125 150 175 200

Diametre du graphe linéaire

Figure — Nombre de couches nécessaire pour combiner les attributs des sommets distants.
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*f Etude expérimentale sur |'over-squashing

g

0.5 GCN

0.4

0.3

|Vc7‘oss ’Ll

0.1

0.0

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Diamétre du graphe linéaire

Figure — Quantité moyenne d’attributs transmise lors de la combinaison.
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qf Etude expérimentale sur I'over-squashing

g

0.51 GCN —— GCN+MIESCut
GCN+MIDES —— GCN+MIES
—— GCN+MIVS
0.4
=03
w
w
Q
~
Q
0.2
0.1
0.0
0 25 50 75 100 125 150 175 200

Diameétre du graphe linéaire

Figure — Quantité moyenne d’attributs transmise lors de la combinaison.
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qf Etude expérimentale sur |'over-squashing

g

0.5 GCN MIVS
—— MIES —— MIESCut
04 —— MIDES
=03
w
w
Q
~
Q
A 0.2
0.1
0.0

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Diamétre du graphe linéaire

Figure — Quantité moyenne d’attributs transmise lors de la combinaison.
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*f Etude expérimentale sur I'over-smoothing

g

Résultats théoriques sur I'over-smoothing

@ Réduction de I'effet d'over-smoothing

_ Bl
= Etude de la variation de I'énergie de Dirichlet par rapport a |R|g|g |
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*f‘ Etude expérimentale sur I'over-smoothing

h.

—— GCN

| | |
w N = o

Energie de Dirichlet (log10)

|
IN

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Taille moyenne des champs réceptifs

Figure — Energie de Dirichlet calculée avec GCN et nos méthodes purement pooling sur la
composante principale de Cora.
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*f‘ Etude expérimentale sur I'over-smoothing

h.

1 GCN
MIES
0 MIDES
= MIVS
()]
3
—-1
(]
<
L
5-2
(]
©
2
o-3
(0]
[
i}
—4
0.0 02 04 06 0.8 10

Taille moyenne des champs réceptifs

Figure — Energie de Dirichlet calculée avec GCN et nos méthodes purement pooling sur la
composante principale de Cora.
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*f Etude expérimentale sur I'over-smoothing

g

0
21
(2]
S
g2
ey
)
8 _3
(]
©
@
o4 GCN
e GCN + MIES
_s GCN + MIDES
GCN + MIVS
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Ratio entre la taiile des k-hops et celle du graphé

Figure — Energie de Dirichlet calculée en alternant une convolution GCN et nos méthodes de
pooling sur la composante principale de Cora.

Stevan Stanovic Décimation hiérarchique pour I'apprentissage sur graphes



‘f‘ Etude expérimentale sur I'over-smoothing

e
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Figure — Comparaison sur la composante principale de Cora entre nos méthodes de pooling et
des méthodes de convolutions sur graphes concues pour réduire I'over-smoothing.
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*f‘ Etude expérimentale sur I'over-smoothing
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Figure — Comparaison sur la composante principale de Cora entre nos méthodes de pooling et
des méthodes de convolutions sur graphes concues pour réduire I'over-smoothing.
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*f Classification de graphes

g

@ Les étapes de convolution sont-elles complémentaires vis-a-vis des étapes de
pooling sur la tiche de classification de graphes?

o Est-ce que nos approches de pooling sont compétitives vis-a-vis de I'état de I'art ?

Stevan Stanovic Décimation hiérarchique pour I'apprentissage sur graphes



g

Résultats de nos méthodes de pooling sur la tache de classification

Nos Méthodes D&D NCI109 REDDIT- REDDIT- REDDIT-
BINARY 5K 12K
Baseline 76.29 +2.33| 73.37 £1.90| 87.07 £4.72 | 52.34 £2.97 | 47.45 £ 2.89
Lin+MIVSPool 74.11+2.69 | 70.13 £2.04 | 86.85 £5.17 | 53.12£1.39 | 45.96 £ 2.95
Lin+MIESPool 75.95+3.14 | 68.86 £2.78 | 87.38 = 4.33| 52.74 £1.56 | 45.79 £2.95
Lin4+MIESCutPool | 75.72 £2.77 | 68.95+1.92 | 83.62+6.83 | 53.42 + 1.11| 46.39 £ 3.37
Lin+MIDESPool 75.75 £ 1.89 | 66.59 £2.06 | 85.77 £5.21 | 52.64 £1.33 | 44.89 £+ 3.08

Table — Précisions moyennes de nos méthodes pour la tache de classification de graphes.
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Résultats de nos méthodes de pooling sur la tache de classification

Nos Méthodes D&D NCI109 REDDIT- REDDIT- REDDIT-
BINARY 5K 12K

Baseline 76.29 £2.33 | 73.37 £1.90 | 87.07 £4.72 | 52.34 £2.97 | 47.45 £ 2.89
Lin+MIVSPool 74.11+2.69 | 70.13 £2.04 | 86.85 £5.17 | 53.12£1.39 | 45.96 +2.95
Lin+MIESPool 75.95+3.14 | 68.86 £2.78 | 87.38 =4.33 | 52.74 £1.56 | 45.79 £ 2.95
Lin+MIESCutPool | 75.72 £2.77 | 68.95+1.92 | 83.62+6.83 | 53.42 4+ 1.11 | 46.39 £+ 3.37
Lin+MIDESPool 75.75£1.89 | 66.59 £2.06 | 85.77£5.21 | 52.64 £1.33 | 44.89 £ 3.08
GCN+MIVSPool 76.35+2.09 | 72.09 £1.27 | 88.73 +4.43| 52.17£1.90 | 46.50 + 3.04
GCN+MIESPool T7.17+£2.33 | 73.43 £2.27) 88.08 £4.55 | 54.40 £1.27| 47.33 + 3.37
GCN+MIESCutPool| 77.74 +2.85| 71.81 £2.19 | 86.47 £4.57 | 53.45+0.91 | 47.51 + 3.05
GCN+MIDESPool | 76.52 +2.21 | 71.49 £1.77 | 88.40 £4.74 | 53.62 + 1.35 | 46.51 4 3.40

Table — Précisions moyennes de nos méthodes pour la tache de classification de graphes.
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Comparaison avec |'état de I'art

Nos D&D NCI109 REDDIT- REDDIT- REDDIT-
Méthodes BINARY 5K 12K
Baseline 76.29 £2.33 | 73.37 £1.90 | 87.07 £4.72 | 52.34 £2.97 | 47.45£2.89
GCN+-gPool 75.61 £2.74 | 67.78 £1.61 | 84.37 £7.82 | 50.41 £1.44 | 44.00 £2.92
GCN+SagPool | 76.15+2.88 | 68.40 £1.59 | 85.63+6.26 | 50.84 +0.93 | 44.64 £+ 2.82
GCN+EdgePool | 72.59 +3.59 | 72.69 +2.47 | 87.25 +4.78 | 48.90 +2.12 | 43.25+2.45
Notre meilleure | 77.74 +2.85| 73.43 +2.27| 88.73 +4.43| 54.40 +1.27| 47.51 + 3.05
méthode (GCN+ (GCN+ (GCN+ (GCN+ (GCN+
MIESCut- | MIESPool) | MIVSPool) | MIESPool) | MIESCut-
Pool) Pool)

Table — Précisions moyennes de classification de diverses méthodes de pooling par rapport a
notre meilleure méthode.
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qf Table des matiéres

g

@ Conclusion
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*f Contributions et Perspectives
g
Contributions
@ Nouvelle taxonomie : exactement un, au moins un, au plus un

e Etude de I'impact du pooling sur |'over-squashing et I'over-smoothing

e Réduction de I'over-squashing
e Réduction de I'over-smoothing

@ Famille de méthodes exactement un basé sur les MIS

o MIVSPool
o MIESPool, MIESCutPool, MIDESPool

Perspectives
e Opération de réduction (RED) plus complexe
@ Développement de GNN a base de pooling
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Merci pour votre attention
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qf MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe
h-‘

Famille de quatre méthodes exactement un basée sur les ensembles indépendants
maximaux (MIS) :

[ R [ R
MIVSPool MIESPool
\ J \ J
r ) ( )
MIESCutPool MIDESPool
\ y \ y
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*f MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

g

Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe (MIESCutPool)
@ Début de I'algorithme comme MIESPool

@ Ratio de préservation ~ 0.5

o Les sommets isolés sont rattachés au regroupement les plus similaires
o Les arbres de longueur 3 sont divisés en deux regroupements
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*f MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

g
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*f MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

g
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*f MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

g
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q"f MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

g
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q"f‘ MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

b

Avant Apres

o @
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*f MIESCutPool : Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe

g

Maximal Independent Edge Set Pooling avec coupe (MIESCutPool)

@ Ratio de préservation ~ 0.5 v/
= 3 opérations nécessaires X

@ Peut couper des sommets similaires X
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*f Graphe et Line Graph

g
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q'f Redondance des convolutions sur les images

g
- ] : n ] _1

(a) Image d'entrée (b) Transformée (c) Masquage de (e) Reconstruction de
de I'image la Transformée la Transformée
masquée
R

[ > %
Rognage de (f) Reconstruction de la
Ia Transformée Transformée masquée

masquée et rognée
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q»f Détails du pooling sur image
L)

. _ age d’entrée Agrégation Pooling
Sous-échantillonnage T

-9 S 6 0 Maximum
——
6 | 8

0|4 |1]|s
Décimation Lo |
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qf Lien entre spectral et spatial

g

CHUF(A)UT
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qrf Création des arétes du graphe réduit
)

g
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Création des arétes du graphe réduit

N
A’/Lj - Zr,s ATSSTiSSj

Stevan Stanovic Décimation hiérarchique pour I'apprentissage sur graphes



q'f‘ Autre exemple pour la matrice S

A B
10
0 1
0 1
0 1
0100 T .
10 1 1 X' =8TX [0 1 Matrice S
—_—
0101 T 16
0110 A'=S"AS A
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*f Equivariance du pooling hiérarchique

g

STxX' = STPTPX = STX
STA'S" = STPTPAPTPS = STAS
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q'f Schéma Top-k

g

Application du Top-k et sélection des
sommets survivants

LT 0 e e 8 e g®

Calcul des scores par sommet Graphe réduit
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| f‘ Energie de Dirichlet
h-
Definition (Energie de Dirichlet)

Soient X la matrice des attributs des sommets et L la matrice laplacienne associée au support
convolutionnel C de la convolution sur graphes. L'énergie de Dirichlet est donnée par :

E(X) = Trace(XTLX) = 3, oy ZUJEN(’Ui) Ciil1Xs — X1
Sa forme normalisée est définie comme suit :

_ ) X
E(X) — T’r‘ace(XTLnormX) = ZUZ-EV ZUJEN('U@') Cz]H% B \/C]TJ”%

ol Lyorm correspond a la matrice laplacienne symétrique normalisée associée au support
convolutionnel C et d; est le degré du sommet i induit par la matrice C.
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*f [llustration de la Proposition 4.1.1

g

1.0 ]
1.75( @
1.501
0.8
o 1.251
S
0.6: = 1.001
§’o.75~
0.4 0.501
0.251
. ’ '
0.00%70 0.5 1.0 1.5 2.0

Valeurs propres

o

Signal initial

o
N

©
o

(a) (a) Graphe original (b) (b) Spectre du signal initial
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*f [llustration de la Proposition 4.1.1

g

1.0 175| o
1.501
0.8
v 1.251
e El
o_ﬁé = 1.001
= §’0.75~
0.4 0o J
3 0.50
0.251
0.2 ® o
® ose a |
0.00 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0 Valeurs propres
(a) (c) Signal limité en bande (b) (d) Spectre du signal limité en bande
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*f [llustration de la Proposition 4.1.1

g

1.0
17519
b © 1.251
0.6 2
= £ 1.00
© C
0.4 5 20.751
n =
0.501
0.2 0.25<
® @ @ asaa
0.00
0.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Valeurs propres
(a) (e) Signal limité en bande avec ensemble
d’unicité (b) (f) Spectre du signal limité en bande
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*f [llustration de la Proposition 4.1.1

g

1.0
17519
0.8 o 1.50-
2
0 © 1.251
0.6 2 i
S 2 1.00
¢
— 0.751
0.4 & g
k=) 0.501
n
0.2 0.25<
® @ @ asaa
0.00
0.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Valeurs propres
(a) (g) Signal reconstruit a partir de I'ensemble
d’unicité (b) (h) Spectral du signal reconstruit
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q»f Connexion entre les champs réceptifs & la couche 0

g

(1) (0)
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q»f Méthode au moins un (Over-smoothing)

g

Graphe

_O—2—B—1—0
HEEOQO

Champs réceptifs

Convolution

K
®© | .
[

Pooling au
plus un

v
[
[
Ef®)
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Méthode au moins un (Over-smoothing)

v

Graphe

1O—2—3—4—=G0

H B B O

Champs réceptifs

Pooling au
moins un

@ ®

©
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] L ¢ Méthode au moins un (Over-smoothing)

g

Contraintes / Résul- | Pooling Pooling au plus un | Pooling
tats exactement un avec convolution au moins un
Schéma de décimation v v v

GNN sans convolution v v

GNN alter conv/pool v

Partition des sommets v

Matrice d'adjacence dia- 4 v
gonale non nulle

Restriction fonc. activa® v v
Over-smoothing Insensible Réduit Réduit
Over-squashing réduit v v 4
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qf Systéme calcul MIVSPool

g

G0 — GNN(X(Z), A(l))
cO-w!)

I _ N
S( = Imax,; —_——
S A ITeTOl

D}
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Statistiques des jeux de données

Jeux de | Nombres Nombre] Nombre Nombre Degré Diamétre
données de de moyen de moyen moyen moyen
graphes| classes | sommets d’arétes
D&D 1178 2 284 4+ 272 716 4+ 694 4.98 +£0.59 19.90 £ 7.72
NCI109 4127 2 30+ 14 32£15 2.16 £0.12 | 13.12£5.31
REDDIT- 2000 2 430 4+ 554 498 4+ 623 2.34 +£0.31 9.72+3.13
BINARY
REDDIT- 4999 ) 509 + 453 595 + 567 2.25+0.20 | 11.96 £ 2.57
5K
REDDIT- | 11929 11 391 +£429 457 + 518 2.28+0.24 | 10.90 £ 3.06
12K
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q»f‘ Hyper-paramétres

vy

Hyper-paramétres Valeurs
Taux d’apprentissage 1073
Diminution des poids (régularisation Ls) 1077
Taille des mini-lots 512
Patience 100
Nombre de blocs K {1,2,3,4,5}
Dimension des couches intermédiaires {64,128}
Dropout {0.2,0.5}
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] L o Architecture générale

K blocks

" Block 1 Block K Multi-Layer Perceptron

[READOUT| [READOUT| (READOUT] [CONICAT.]
| |

| ¢
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Nombre moyen d'itérations de |'algorithme de Meer

Méthodes| Etapes D&D NCI109 REDDIT- REDDIT- REDDIT-
BINARY 5K 12K
1 4.114+0.80 | 3.00£0.79 | 289 £0.84 | 2.84 £0.60 | 2.64 +£0.78
2 287£0.68 | 233£0.64 | 2.56 £0.71 | 3.03+£0.99 | 2.36 £ 0.86
MIVS 3 2.30+0.64 | 1.734+0.56 | 2.11 +0.57 | 2.25£0.45 | 1.52£0.72
4 1.514+0.55 | 1.22+042 | 1.95+0.55 | 2.18 £0.40 | 1.30 +0.49
5 1.17+£0.37 | 1.03£0.18 | 1.76 £0.55 | 1.66 £ 0.53 | 1.34 £+ 0.48
1 3.81+£0.69 | 2224+0.61 | 2.71£0.83 | 2.94+0.86 | 2.94 £0.97
2 3.154+0.69 | 2.03+0.58 | 227+0.86 | 290£1.01 | 3.11 £0.97
MIES 3 294£0.68 | 1.67+0.59 | 2.294+0.84 | 3.02+0.95 | 2.72+£0.97
4 278£0.75 | 1.424+0.53 | 2.294+0.89 | 275+ 0.97 | 2.39+£0.97
5 2.844+0.83 | 1.17+£0.39 | 2.37+£1.05 | 2.39£0.91 | 2.38£0.97
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Nombre moyen d'itérations de |'algorithme de Meer

Méthodes| Etapes D&D NCI109 REDDIT- REDDIT- REDDIT-
BINARY 5K 12K
1 3.71£0.67 | 2.25+£0.61 | 2.63+0.88 | 3.08£0.89 | 3.01 £0.90
2 3.12+£0.67 | 2.02+0.67 | 2.54+0.97 | 3.10£1.09 | 2.71 £1.09
MIESCut 3 2.80+0.71 | 1.31+£0.50 | 2.50+£1.21 | 3.02£1.26 | 2.54 £ 1.11
4 249+0.79 | 1.06£0.22 | 236 +£1.22 | 2.75+£1.39 | 2.37+£1.20
5 202£081 | 1.01£0.07 | 1.844+0.94 | 1.97+1.00 | 1.83 £ 0.90
1 3.75£0.63 | 220£0.57 | 2.85£0.88 | 3.06 £0.80 | 3.21 £0.92
2 3.35+0.66 | 2.19+0.57 | 281 +0.92 | 3.01 £0.94 | 3.10£0.95
MIDES 3 2.78£0.71 | 1.57£0.56 | 2.47+0.91 | 271 +0.88 | 2.74 £ 0.96
4 219+£0.71 | 1.20£042 | 2.144+0.86 | 2.35+0.8 | 220£0.75
5 1.57+£0.64 | 1.17£0.38 | 1.75+0.72 | 1.96 = 0.65 | 1.64 £ 0.68
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q»f Evolution densité/degré/diametre D&D

g

Méthodes Etapes Diamétre Ratio des diamétres
moyen entre deux étapes
Initial 19.90 + 7.72 —
Pooling 1 10.22 + 3.97 1.95
Pooling 2 5.08 +2.03 2.01
MIVSPool Pooling 3 2.59 + 1.16 1.96
Pooling 4 0.86 +0.93 3.01
Pooling 5 0.41 +0.75 2.10
Initial 19.90 £ 7.72 —
Pooling 1 15.22 £5.83 1.31
Pooling 2 11.72 £ 4.56 1.30
MIESPool Pooling 3 8.35 + 3.20 1.40
Pooling 4 5.93 £+ 2.30 1.41
Pooling 5 4.37 +1.68 1.36
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q»f Evolution densité/degré/diametre D&D

g

Méthodes Etapes Diamétre Ratio des diamétres
moyen entre deux étapes
Initial 19.90 + 7.72 —
Pooling 1 13.43 £5.21 1.48
Pooling 2 8.84 + 3.50 1.52
MIESCutPool Pooling 3 5.23 + 2.19 1.69
Pooling 4 3.00 4+ 1.47 1.74
Pooling 5 1.61 +1.07 1.86
Initial 19.90 £ 7.72 —
Pooling 1 11.20 £ 4.37 1.78
Pooling 2 6.76 £ 2.55 1.66
MIDESPool Pooling 3 4.02 + 1.65 1.68
Pooling 4 2.444+1.19 1.65
Pooling 5 1.46 + 1.08 1.67
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q»f Evolution densité/degré/diamétre NCI109

g

Méthodes Etapes Diamétre Ratio des diamétres
moyen entre deux étapes
Initial 13.12 4+ 5.31 —
Pooling 1 6.77 + 2.89 1.94
Pooling 2 3.39+ 1.57 2.00
MIVSPool Pooling 3 1.54+1.01 2.20
Pooling 4 0.38 + 0.65 4.06
Pooling 5 0.07 £ 0.33 5.43
Initial 13.12 £5.31 —
Pooling 1 8.54 £+ 3.62 1.54
Pooling 2 5.60 £ 2.44 1.53
MIESPool Pooling 3 3.64 + 1.72 1.54
Pooling 4 2.32+1.32 1.57
Pooling 5 1.33 +£1.07 1.74
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q»f Evolution densité/degré/diamétre NCI109

g

Méthodes Etapes Diamétre Ratio des diamétres
moyen entre deux étapes
Initial 13.12 4+ 5.31 —
Pooling 1 6.51 +3.04 2.02
Pooling 2 329+ 1.77 1.98
MIESCutPool Pooling 3 1.09 + 1.00 3.02
Pooling 4 0.10+0.34 10.9
Pooling 5 0.00 + 0.03 —
Initial 13.12 £5.31 —
Pooling 1 6.45 + 2.82 2.03
Pooling 2 3.74 £ 1.88 1.72
MIDESPool Pooling 3 1.87+1.25 2.00
Pooling 4 0.64 + 0.85 2.92
Pooling 5 0.13+0.41 4.92
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Classification - Méthodes au plus un

Méthodes D&D NCI109 REDDIT- REDDIT- REDDIT-
BINARY 5K 12K
GCN+MIVST 74.79£2.68 | 71.75+1.62 | 88.15£3.99 | 53.05£1.44 | 46.94 £ 2.95
GCN+MIEST 74.77£2.51 | 59.32£3.69 | 64.63£11.50 | 32.81 £2.40 | 18.64+2.21
GCN+MIESCT | 75.28 £2.42 | 61.29 +3.36 | 59.75+12.01 | 41.05+2.38 | 24.50 + 3.81
GCN+MIDES™ | 78.56 + 3.48| 53.95+4.83 | 51.53 +6.17 | 33.90 + 3.01 | 20.46 + 1.29
Notre meilleure | 77.74 +2.85 | 73.43 £2.27| 88.73 £4.43| 54.40 +1.27| 47.51 + 3.05
méthode (GCN+ (GCN+ (GCN+ (GCN+ (GCN+
MIESCut- | MIESPool) | MIVSPool) | MIESPool) | MIESCut-
Pool) Pool)
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Energie de Dirichlet (log10)
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f GCN et méthodes purement pooling
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h‘*

Energie de Dirichlet (log10)
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