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Chapitre 1

Introduction

Dauns le cadre de mon intervention dans le module Vision du D.E.A. OSS (université de technolo-
gie de Troyes), j’utilise régulierement la figure 1.1 pour représenter ’ensemble des phénomenes phy-
siques et des traitements intervenant en traitement d’images!. Un agent représente ici un systeme
utilisant I'informatique. Il peut donc s’agir d’un ordinateur couplé a un bras robotisé ou d’un indi-
vidu utilisant des données informatiques. Cet agent doit exercer une influence sur le monde dans
lequel il intervient. Dans le cadre d’un controle industriel, cette influence se traduit typiquement par
un rejet de pieces défectueuses. Le monde dans lequel évolue 'agent est composé d’objets éclairés
par des sources lumineuses. La composition de la lumiere est modifiée lors de sa réflexion sur un
objet. Ce phénomene crée 'aspect coloré des objets, et la modification de la lumiere incidente par
chaque objet est représentée par une fonction de réflectance. La lumiere réfléchie impressionne les
capteurs d’une caméra ce qui crée une image numérique.
Le but du traitement d’image consiste alors a calculer des attributs sur les valeurs de I'image
de fagon a pouvoir regrouper des ensembles connexes de pixels. Un tel processus est appelé un
processus de segmentation et les regroupements obtenus des régions. Chaque objet de la scene est
usuellement décomposé en une union de plusieurs régions. Une étape d’analyse de 'image possédant
des informations a priori sur les objets de la scéne permet de regrouper les régions en objets. La
reconnaissance des objets de la scene permet d’obtenir un modeéle de celle-ci. Ce modele est alors
utilisé par 'agent pour agir sur le monde extérieur.
Une des originalité de ce mémoire tient sans doute au fait que I’ensemble des modeles et des
méthodes décrits dans celui-ci permet de couvrir ’ensemble des points défini précédemment. Si
nous nous référons a la figure 1.1, les différents themes que nous allons aborder couvrent en effet :
— les modeles de réflexion (Chapitre 2). Ces modeles permettent de décrire la modification d'un
rayon lumineux lors d’une réflexion sur un objet de la scene (Fig. 1.1, étapes (3) et (4)). Ces
modeles seront utilisés pour segmenter une image et caractériser certain objets de celle-ci
(étapes (6) a (8)). Cette caractérisation nous fournira un modele de la scéne dans un cadre
simplifié (étape (9));

— nous étudierons également les méthodes de quantification qui permettent de calculer des
attributs communs & plusieurs pixels de la scéne (Chapitre 3, étape (5)). Ces méthodes
ne constituent pas des méthodes de segmentation mais peuvent étre utilisés comme pré-

LCette figure a été initialement congue par Walter Kropatsch de 1'Université Technique de Vienne (Autriche)
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Monde informatique

Attributs

segmenter (6)

Régions

lidentiﬁer ()

calculer (5)

Image Numérique

produisent (4)

Fonctions de réflectances | ‘ Parties d’Objets ‘
ont (3) lasscmblcr (8)
Objets Objets
composé (2) grouper (9)
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T

controler
Agent . a0

F1c. 1.1 — Cycle des phénomenes et traitements intervenant en traitement d’images.

traitement par celles-ci. Nous étudierons également les méthodes d’inversion de table de
couleur qui suivent généralement les méthodes de quantification dans le cadre de ’affichage
d’image;;

— nous étudierons enfin les représentations hiérarchiques (Chapitre 4) qui permettent de struc-
turer ’ensemble des régions d’'une partition. Ces modeles peuvent étre utilisés dans le cadre
de la segmentation ou pour regrouper plusieurs régions issues d’une segmentation afin de
former des objets (étapes (6) a (8)).

Les différentes domaines abordés dans ce mémoire sont décrits plus précisément dans la section

suivante. Mon apport spécifique a chacun de ces domaines est décrit en section 1.2. Le plan de ce
mémoire est quand a lui décrit en section 1.3..

1.1 Domaines abordés

Les modeles de réflexion dépendent de parametres géométriques et de parametres optiques. Tou-
tefois, pour une source lumineuse et un objet composé d’un seul matériau, les modeles de réflexions
peuvent se concevoir comme des formules dépendant uniquement de parametres géométriques et
de constantes & déterminer. La détermination de ces constantes (section 2.5) sert un double ob-
jectif : ces constantes étant fonction des propriétés optiques du matériau, ’état de celui-ci peut
étre caractérisé par la valeur des constantes. De plus, la détermination de ces constantes permet
d’extraire les parametres géométriques afin de retrouver la forme 3D de 'objet.

La connaissance de ces parametres ainsi que celle des intensités permet alors de retrouver
laltitude de chacun des points de la scéne (section 2.6). Cette inversion du modele (retrouver
les parametres géométriques & partir des intensités) est effectuée soit a partir de techniques de
minimisations soit en accumulant un nombre suffisant de données pour chaque pixel.

J’ai également mené des recherches en quantification d’images couleur (section 3.2). Intuiti-
vement, une méthode de quantification prend en parametre une image couleur et un entier K
et fournit les K couleurs les plus représentatives de 'image. Ces méthodes ont des applications
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évidentes dans l'affichage d’images avec une nombre réduit de couleurs. Toutefois, définir les K
couleurs les plus représentatives d’une image est souvent équivalent & décomposer ’espace couleur
en une partition en K ensembles homogenes. L’homogénéité d’un ensemble de couleur est mesurée
par son erreur quadratique qui représente la somme des carrés des distances de chaque couleur
de 'ensemble a la couleur moyenne de celui-ci. L’homogénéité d’une partition en K ensembles
est alors mesurée par l'erreur de partition définie comme la somme des erreurs quadratiques des
ensembles formant la partition. De ce point de vue, les méthodes de quantification peuvent se
concevoir comme des méthodes de classification particulieres.

Etant donné K couleurs, I'affectation de chacune des couleurs de I'image a une de ces K couleurs
est effectuée par une étape appelée I'inversion de table de couleur (section 3.3). L’ensemble des
K couleurs initiales est appelé ’ensemble des couleurs représentatives et peut étre généré par une
méthode de quantification ou imposé par la table de couleurs par défaut de ’écran. J’ai également
étendu mes activités de recherche a cette derniere étape.

Toutefois, comme I’a souligné Alain Trémeau [187], une image ne peut étre ramenée & I’ensemble
de ses couleurs. Nous avons en effet a traiter des données 3 x 2D et 'arrangement spatial des cou-
leurs ne peut étre ignoré. J’ai donc travaillé en collaboration avec Walter Kropatsch de I’Université
technologique de Vienne sur le codage de partitions. Ma motivation initiale pour cette activité de
recherche était basée sur ce qui constitue pour moi une limitation des méthodes de segmentation
usuelles. Supposons en effet que 1’on ait obtenu une segmentation de 'image en regions homogenes
et que I'on dispose d’une connaissance a priori des objets a détecter. L’étape suivante de ’algo-
rithme de segmentation consistera a guider les fusions de régions de fagon & obtenir une région pour
chaque objet de la scéne. Toutefois, le niveau de détail de la partition finale reste souvent délicat
a définir. Par exemple, si 'on veut segmenter une série de livres posés a plat sur une table, veux
t’on obtenir le contour extérieur des livres ou désire t’on également une segmentation des titres
et illustrations présents sur la couverture. La réponse a une telle question dépend de ’application
mais est souvent ambigué. Idéalement, on souhaiterait avoir les deux niveaux de représentations.
Un tel codage est possible a I’aide des pyramides de graphes qui permettent de coder une hiérarchie
de partitions avec des relations pere-fils entre deux partitions. On peut ainsi coder avec un seul
formalisme les deux niveaux de détails d’une partition. Notons que les pyramides présentent de
nombreuses autres propriétés extrémement intéressantes en vision et en modélisation. Le codage
des niveaux de détails d’une partition permet en effet d’aider les algorithmes de segmentation. On
a donc un échange entre les criteres qui définissent les partitions et le modele qui permet de coder
celles-ci. Le codage des niveaux détails est également intéressant dans le cadre de la modélisation
en dehors de toute préoccupation de segmentation. Il est en effet assez fréquent de rencontrer des
applications ou ’on dispose d’une quantité extrémement importante de données et ou ’on voudrait
simplifier la modélisation afin d’appliquer certains traitements. Les modélisations de terrains et de
couches géologiques constituent des exemples de modélisation ou de tels besoins se font sentir.

Historiquement, les premieres pyramides ont été définies comme une pile d’images de taille
décroissante. De telles pyramides sont appelées des pyramides régulieres (section 4.2) et sont
construites en affectant un ensemble connexe de pixel d'une image a un pixel de I'image réduite de
niveau supérieur. Cette affectation entre les pixels de deux niveaux consécutifs définit une relation
pere-fils et ’'ensemble des fils d’un pixel dans I'image précédente est appelé sa fenétre de réduction.
Si 'on itere cette relation pere-fils en partant d’un pixel de la pyramide jusqu’au niveau de base,
I’ensemble des descendants du pixel dans le niveau de base est appelé son champ récepteur. Les
pyramides régulieres présentent de nombreux avantages dans le cadre du traitement d’image mais
ce sont révélées peu adaptées au codage de partitions. En effet, de telles pyramides ne peuvent



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

par exemple coder des régions allongées (section 4.2). De plus, les relations d’adjacences entre
les régions sont également difficiles & établir. Meer, Montanvert et Jolion [142, 146, 114] ont levé
ces limitations en définissant les pyramides comme des piles de graphes simples successivement
réduits (section 4.3). L’association avec I'image est réalisée en associant le graphe de base & une
grille discrete. Ce type de pyramides permet de coder correctement tout type de régions. Toutefois,
l'utilisation de graphes simples impose de n’avoir qu'une seule aréte entre deux sommets. On ne
peut donc coder les frontieres multiples entre les régions avec ce type de pyramides. De plus, 'on
est incapable de distinguer a partir du graphe une relation d’adjacence d’une relation d’inclusion
entre deux régions. Intuitivement, résoudre ce probleme impose d’autoriser les arétes multiples
entre sommets. Toutefois, il faut a ce moment la étre capable de distinguer des arétes codant une
information d’adjacence des arétes redondantes. Ces limitations des graphes simples ont été levées
par Walter Kropatsch qui stocke dans la pyramide un graphe codant ’adjacence des régions et
son dual représentant les contours (section 4.5). Aucune contrainte n’impose aux deux graphes
d’étre simples. Le stockage du graphe dual permet de distinguer les arétes redondantes des arétes
significatives.

1.2 Mes Contributions

1.2.1 Segmentation et reconstruction d’objets métalliques

Mes activités de recherche sur la segmentation et la reconstruction d’objets métalliques ont
été effectuées dans le cadre de ’encadrement de la theése de doctorat de Laurent Hussenet [109)].
Cette these, financée par une bourse CIFRE, s’est déroulée en collaboration avec I'entreprise Axon
Cable? qui usine de nombreuses pieces métalliques.

Les échanges avec cette entreprise ont été nombreux et enrichissants. Les visites que nous avons
effectuées sur le site de production nous ont permis de comprendre les contraintes techniques de
P’entreprise et les différents problemes de controle de qualité qui se posent a elle. La premiere appli-
cation que nous avons développée pour I’entreprise a porté sur la détection de défauts sur des cables
plats. La principale difficulté de cette application résidait dans le temps de traitement puisque le
cable devait défiler devant la caméra & plusieurs metres/secondes. Cette tache ne requérant pas
une expertise en traitement d’images suffisante pour étre intégrée a la these, la conception de
P’application a été effectuée dans le cadre d’un stage d’ITUT encadré par Laurent Hussenet sous
ma supervision. De son coté, 'entreprise a financé 'achat d’'une caméra CMOS permettant des
temps d’acquisition suffisamment courts pour ce type de traitement. L’application a été livrée a
I’entreprise et devrait prochainement faire I’objet de tests sur le site de production.

La these de doctorat de Laurent Hussenet a donc porté sur d’autres besoins de ’entreprise. Les
besoins initiaux dont celle-ci nous a fait part portaient sur le contréle de brasures. L’entreprise
utilise des brasures notamment pour fixer des cables électriques a des connecteurs informatiques
(Fig. 1.2). Dans ce cas, aspect volumique du dépot d’étain est un parameétre important dans
le controle de la qualité de la brasure. Par la suite, les différents contacts que nous avons eus
avec 'entreprise nous ont amenés a élargir notre champ d’étude afin de pouvoir controler ’aspect
volumique de nombreux objets métalliques également produits par I'entreprise.

Nous avons commencé par étudier les modeles de réflexion permettant de décrire l'intensité ou
la couleur d’un pixel en fonction de parametres géométriques et optiques tels que la normale du

2Site web : http ://www.axon-cable.fr
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(a) (b) (c)

F1a. 1.2 — Brasures sur un connecteur ((a) et (b)) ainsi qu'une vue agrandie de deux fits d’un
connecteur (c)

point de réflexion, les directions de la lumiére incidente et d’observation ainsi que la composition
spectrale de la source lumineuse et les propriétés optiques du matériau.

Nous avons ensuite utilisé ces modeles dans le cadre de la segmentation en matériaux en nous
basant sur des modeles spécifiquement congus pour des objets métalliques. En effet, la plupart des
méthodes de segmentation en matériaux utilisent les modeles de Shafer ou Healey (sections 2.2.5
et 2.4.1) qui ne fournissent qu’une description qualitative du phénomene de réflexion. Les couleurs
d’une image réelle s’écartant toujours légerement des valeurs prédites par le modele, il est souvent
délicat de faire la part entre le bruit d’acquisition et les limitations du modele. L’utilisation de
modeles physiques quantitatifs nous a permis de mieux controler les approximations faites par les
modeles usuels. Nous avons également utilisé des méthodes de classification supervisée afin de tenir
compte de la faible diversité des matériaux intervenant dans les images que nous avions a controler.

Notre contribution a ’estimation de parametres se place dans le cadre des techniques utilisant
plusieurs sources lumineuses (ou illuminants) et une caméra fixe. Les méthodes usuelles utilisent
entre 8 et 60 sources lumineuses pour estimer les constantes en chaque pixel. Ce type de méthode
réclame une procédure d’acquisition trop complexe et des temps de calculs trop élevés pour les
applications envisagées par la société Axon Cable. En supposant que I'image est préalablement
segmentée en matériaux, nous avons réduit le nombre d’illuminants nécessaires a l’estimation a 4.
L’idée de base de notre méthode est de remplacer un nombre important de données pour chaque
pixel par une mise en relation des données de plusieurs pixels.

Les constantes du modele de réflexion étant données, nous avons con¢u une méthode de re-
construction basée sur deux sources lumineuses qui permet de retrouver les normales en chaque
point de la surface avec uniquement une ambiguité sur le signe de I'une des composantes de la
normale. Cette faible indétermination du résultat nous permet d’éviter le recours a des techniques
de minimisation souvent cotiteuses.

1.2.2 Traitement d’images couleurs

Mes activités de recherches en traitement d’images couleur ont débuté durant ma these de
doctorat ou j’ai étudié les algorithmes de quantification et plus particulierement les algorithmes
de quantification basés sur une approche descendante. Ma principale contribution & ce domaine de
recherche a été une meilleure description de 1’évolution de 'erreur de partition lors du déplacement
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d’un plan destiné a découper un ensemble de couleurs en 2 sous ensembles. J’ai également effectué
en collaboration avec Alain Trémeau un état de ’art assez complet des méthodes de quantification
dans le cadre de la rédaction du chapitre d’un livre dédié au traitement d’images couleur [43]. Ceci
m’a permis de faire les constations suivantes :

— un nouveau courant qui optimise simultanément la sélection et le placement des couleurs
représentatives prend de plus en plus d’importance et constitue une approche tres promet-
teuse dans le cadre de ’affichage d’images. Toutefois, de telles méthodes, que nous appellerons
méthodes de quantification spatiales, ne peuvent plus étre interprétées comme des méthodes
de classification particulieres;

— les méthodes basées uniquement sur la sélection des couleurs représentatives peuvent étre
classifiées en trois grandes familles correspondant aux méthodes descendantes, ascendantes et
mixtes. Cette décomposition correspond aux méthodes de découpe, fusion et découpe-fusion
rencontrée en segmentation. Les méthodes ascendantes et descendantes ont été fortement
développées ces vingt dernieres années alors que curieusement les méthodes mixtes semblent
assez peu explorées.

La méthode de quantification mixte que j’ai développée permet pourtant d’obtenir, pour de faibles
valeurs du nombre K de couleurs représentatives, de meilleurs résultats que les méthodes descen-
dantes avec des temps de calculs généralement 10 fois inférieurs. De plus, I’étude des performances
de cette méthode montre que ’approche par quantification mixte possede encore un fort potentiel.
Enfin, je me suis également intéressé aux méthodes d’inversion de tables de couleurs. La prin-
cipale caractéristique de la méthode proposée est d’étre indépendante du nombre de couleurs
représentatives, ce qui la rend plus rapide que les méthodes usuelles dés que le nombre de couleurs
représentatives devient important (autour de 200).

1.2.3 Pyramides combinatoires

Le terme pyramide combinatoire est un raccourci pour pyramide de cartes combinatoires. Ce
sujet de recherche a débuté en 1998 par un échange de courrier éléctroniques entre Walter Kropatsch
et moi méme. Fortement impliqué dans la recherche sur les cartes combinatoires, je commencais
alors a m’intéresser aux modeles hiérarchiques. Inversement, Walter Kropatsch fortement impliqué
dans les modeles hiérarchiques a manifesté une certaine curiosité puis de 'intérét vis-a-vis des cartes
combinatoires. Cette convergence d’intérét a marqué la naissance des pyramides combinatoires.

Les cartes combinatoires et les cartes combinatoires généralisées permettent de coder les parti-
tions d’un espace de dimension n en objets orientables ou non orientables avec ou sans bords. Le
concept de carte a tout d’abord été introduit par Edmond [70] en 1960 puis étendu par plusieurs
auteurs [84, 44, 132]. Ce modele a été ensuite appliqué & I'informatique graphique et & la vision
par de nombreux auteurs [131, 26, 66, 15, 76, 21, 30, 24, 60, 64].

Grossierement, une carte combinatoire 2D peut étre comprise comme un graphe planaire dans
lequel on stocke explicitement ['ordre des arétes autour de chaque sommet. Afin de distinguer les
deux extrémités d’une aréte, on introduit le concept de brin. Une aréte est donc composée de deux
brins codant chacune de ses extrémités.

Dans le cadre des pyramides usuelles (pyramides régulieres, de graphes simples ou de graphes
duaux), les relations entre les niveaux de la pyramides sont exprimées en terme d’ensembles. Dans le
cadre d’une construction ascendante, un pixel ou un sommet de la pyramide possédera un ensemble
de fils au niveau précédent et un ensemble de descendants dans le niveau de base. Dans le cadre
des cartes combinatoires, un ordre est défini localement autour de chaque sommet. Les opérations
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de réduction permettant de construire les différents niveaux de la pyramides ont pour effet de
fusionner les relations d’ordres établies indépendamment pour chaque sommet. Les relations entre
les niveaux dans le cadre des pyramides combinatoires sont donc codées non pas avec des ensembles
mais avec des séquences de brins. Cette propriété en apparence anodine a des répercussions dont
nous tachons de mesurer les conséquences depuis maintenant 4 ans. En effet, une séquence est un
ensemble ordonné. Il possede donc une structure et des propriétés. Ces propriétés se sont avérées
extrémement riches ce qui nous a amenés a redéfinir non seulement le mode de construction d’une
pyramide mais également ’ensemble des concepts utilisés dans les représentations hiérarchiques.
Notre schéma de construction d’une pyramide combinatoire est toutefois identique & celui d’une
pyramide de graphes duaux. Les objets manipulés et leurs relations seront simplement différents
dans les deux cas.
Les propriétés spécifiques des pyramides combinatoires sont les suivantes :

1.2.3.a Codage implicite du dual

Dans le cadre des pyramides de graphes duaux, le graphe dual permet de caractériser les arétes
redondantes. Toutefois, il serait trop coliteux de calculer le dual de chacun des graphes définis dans
la pyramide. On stocke donc explicitement le graphe et son dual au niveau de base de la pyramide
et les deux structures sont mises a jour en paralléle durant la construction de celle-ci.

Dans le cadre des cartes combinatoires, la carte duale peut étre calculée sans surcotut et donc
codée implicitement. On a donc une seule structure de données a stocker et maintenir.

1.2.3.b Codage de l’orientation

Les opérations de réduction utilisées pour construire une pyramide combinatoire préservent
Porientation. Cette information n’est pas préservée ou codée explicitement dans les autres types de
pyramides. Intuitivement, si la pyramide code une partition, chaque sommet de la pyramide code
une région dans la carte de base. Le codage de I'orientation des arétes autour de chaque sommet
nous donne la séquence des régions rencontrées en tournant par exemple dans le sens positif autour
de la région associée & ce sommet. Une telle propriété peut, par exemple, étre utile dans le cadre
du suivi de contours.

Des résultats récents semblent suggérer, mais cela reste & démontrer, que le codage de ’orienta-
tion nous permet de définir la frontiere entre deux régions comme un chemin orienté. Ceci signifie
que :

1. Pensemble des pixels d’un chemin peut étre retrouvé simplement en suivant l'orientation du
chemin.

2. en tout point d’'un chemin entre deux régions, 'orientation nous permet d’identifier chacune
des deux régions de part et d’autre du chemin. Cette propriété est similaire a celle du bon-
homme d’Ampere que tout un chacun a du rencontrer au cours de ses études : un homme
marchant le long de chemin dans le sens de I'orientation aura toujours la méme région a main
droite.

1.2.3.c Codage implicite des relations pere-fils

Les pyramides usuelles stockent explicitement le lien parent-fils entre les différents niveaux de
la pyramide. Nous avons montré que dans le cadre des pyramides combinatoires I’ensemble de la
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pyramide peut étre retrouvé en codant pour chaque aréte :

— l'opération de réduction qui I’a supprimée;

— le niveau dans la pyramide ou cette opération a été effectuée.
On peut donc coder ’ensemble de la pyramide uniquement en rajoutant des attributs dans la carte
de base. Ce “pliage” de la pyramide sur un seul niveau peut sembler paradoxal pour un modele
hiérarchique o 'on désire coder plusieurs niveaux de résolution. Il présente toutefois 2 intéréts :

1. Le codage implicite des relations pere-fils permet une plus faible occupation de la mémoire
(ou du disque). Ceci peut s’avérer un avantage important dans certaines applications ol le
stockage mémoire d’une seule partition pose déja des problemes (par exemple dans le cas des
applications décrites dans la section 1.2.3.d).

2. ce type de codage implicite doit permettre un acces plus direct a la géométrie. Ainsi, pour
un brin survivant de niveau n, le codage implicite permet d’éviter d’itérer les relations pere-
fils du niveau n au niveau de base pour retrouver son champ récepteur. Celui-ci peut étre
retrouvé directement dans la carte de base a partir du codage implicite.

1.2.3.d Extension a des dimensions quelconques

Comme nous l’avons vu, les cartes combinatoires permettent de coder des partitions d’un es-
pace de dimension quelconque. Notre étude s’est jusqu’a présent limitée aux cartes 2D. Toutefois,
des travaux de Damiand et Lienhardt [60] semblent montrer que le schéma que nous avons suivi en
2D peut étre étendu en dimension quelconque. Les principales applications d’une telle extension
du formalisme des pyramides combinatoires concernent en priorité la 3D avec la segmentation
d’images volumiques. On peut également envisager des partitions d’images 4D dans le cadre d’ani-
mations d’images volumiques. L’extension a des dimensions supérieures n’est pas aussi aisée avec
les pyramides usuelles et constitue une spécificité des pyramides combinatoires.

1.3 Plan du mémoire

L’ensemble des activités de recherche dans lesquelles je me suis impliqué depuis ma these de
doctorat est représenté sur la figure 1.3. Comme l'on peut le voir, cette figure comporte trois
branches correspondant de droite a gauche :

— au traitement et I’affichage d’images couleur;

— a la segmentation et reconstruction d’objets métalliques;

— a la structuration de partitions par des modeles pyramidaux.

Ces trois parties refletent le plan de ce mémoire et sont respectivement traitées dans les cha-
pitres 3, 2 et 4. L’inversion entre les chapitres 2 et 3 a été dictée par la description des modeles
de réflexion dans le chapitre 2. Ces modeles décrivent la formation d’une image couleur et il était
logique de les présenter avant le traitement de telles images. Le chapitre 4 traite du codage de
hiérarchie de partitions et peut étre abordé indépendamment des deux premiers.
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F1c. 1.3 — L’ensemble des opérations appliquées d une image auzquelles je me suis intéressé.






Chapitre 2

Modeles d’acquisition d’images

2.1 Introduction

J’ai été amené a m’intéresser aux modeles décrivant l'intensité d’un pixel en fonction de la
géométrie d’une scéne dans le cadre de la thése de Laurent Hussenet [109]. La these réalisée en
partenariat avec lentreprise Axon Cable portait sur le controle industriel de brasures et plus
généralement d’objets manufacturés métalliques. L’entreprise nous a tout d’abord demandé de
concevoir des méthodes permettant le controle de brasures. Cette entreprise effectue en effet de
nombreuses brasures afin de souder des cables électriques sur des connecteurs (Fig. 2.1). Pour ce
type d’application, les principaux parametres a prendre en compte pour le diagnostic de la brasure
sont ’aspect colorimétrique de celle-ci qui peut traduire une surchauffe de 'apport (généralement
de ’étain) et laspect volumique de la brasure qui permet de mesurer si la quantité optimale
d’apport a été utilisée. Par la suite, ’entreprise Axon Cable nous a également demandé de prévoir
le controéle de pieces métalliques susceptibles de recevoir des chocs lors du processus de fabrication.
La partie de la piece soumise au choc présente alors un aspect concave qui peut étre caractérisé
par un contrdle volumique de la piece (Fig. 2.2).

Le controéle volumique d’une piece se déroule classiquement en deux phases :

1. La segmentation d’une image contenant 1’objet de facon a extraire celui-ci.

2. Une reconstruction 3D de l'objet a partir d’une ou plusieurs images afin de controéler la forme
de celui-ci.

Malgré ce cadre assez vaste, les taches a accomplir comportaient un certain nombre de spécificités
qui ont guidé nos directions de recherche :

1. Le nombre d’objets a controler peut étre assez vaste mais dans chaque cas les images com-
portent peu de matériaux différents et les objets a contréler sont composés d’un seul matériau
(Pétain pour les brasures).

2. Les objets a controler sont tous de type métallique.

3. Le diagnostic doit pouvoir s’effectuer dans un temps relativement court (de l'ordre de la
seconde) avec des moyens minimums.

La premiere spécificité nous a amenés a nous intéresser aux algorithmes de segmentation de
scénes en matériaux [111, 94, 95, 91]. En effet, les objets & extraire des images étant composés

15
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F1G. 2.1 — Un ensemble de brasures sur un connecteur avec trois facteurs de zoom.

d’un seul matériau, une segmentation de la scéne en matériaux doit nous fournir une région pour
chaque objet. De plus chaque image étant composée d’'un nombre restreint de matériaux, nous pou-
vons envisager d’utiliser un mécanisme d’apprentissage pour reconnaitre spécifiquement certains
matériaux. Enfin la segmentation d’une scéne en matériaux suppose une certaine caractérisation
des matériaux composant les objets de la scéne. Cette caractérisation peut étre utilisée comme pré-
diagnostic de I'objet avant sa reconstruction. Par exemple, une brasure trop chauffée présentera
une couleur légerement différente d’une brasure «normale». La segmentation en matériaux doit
pouvoir nous indiquer cette altération de la couleur du matériau.

La deuxieme spécificité nous a amenés a nous intéresser aux modeles physiques de réflexions
(section 2.2). En effet, la plupart des méthodes de reconstruction sont basées sur le modele Lam-
bertien (section 2.2.1). Ce modele est efficace pour les matériaux peu réfléchissants mais ne rend
que tres partiellement compte des phénomenes optiques qui se produisent lors de la réflexion d’un
rayon lumineux sur un objet métallique.

La reconstruction 3D d’un objet suppose au minimum une source lumineuse et une caméra.

N

La troisieme contrainte nous a amenés a partir de ce minimum et a complexifier le mécanisme

Fi1G. 2.2 — Exemple de piece métallique dont le diagnostic nécessite un contréle volumique. La
partie concave au centre de la piece est consécutive & un choc et constitue un défaut.
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d’acquisition uniquement lorsque les criteres de qualité que suppose le diagnostic ne pouvaient étre
atteints avec le mécanisme d’acquisition existant.

Notons enfin avant d’entrer dans le vif du sujet que les applications que nous verrons dans
les sections suivantes ont uniquement trait a la vision. Les modeles de réflexion ont toutefois des
applications évidentes en synthése d’images (voir par exemple [175, 158])

2.2 Les différents modeles de réflexion

Comme nous l'avons mentionné dans le chapitre 1, une image est la projection 2D d’une scene
3D. Chaque objet de cette scene réfléchi la lumiere incidente en modifiant sa couleur ou son
intensité. Cette modification de la lumiere incidente définie la couleur de chaque point d’un objet.
Les modeles de réflexions décrivent simultanément la couleur d’un objet et 1’évolution de cette
couleur lorsque 'on change I'un des parametres de 'acquisition. Il est relativement clair que de
nombreux matériaux réfléchissent la lumiere de fagons tres variées. Un pot de céramique et de
cuivre auront par exemple des propriétés optiques tres différentes. Ces différents types de réflexions
seront donc caractérisés par différents modeles décrivant différent types de matériaux. On distingue
notamment [172, 93, 108] :

1. Les matériaux conducteurs comme les métaux. Comme nous le verrons par la suite ces
matériaux atténuent rapidement I'onde incidente si bien que le phénomene de réflexion est
essentiellement un phénomene de surface.

2. Les matériaux peu conducteurs également appelés diélectriques tels que le verre. Ces matériaux
laissent au contraire pénétrer profondément I'onde incidente dans I'objet. La description de
la réflexion exige donc pour ces matériaux une modélisation des phénomenes optiques dans
le matériau.

3. Les matériaux optiquement homogenes. Ces matériaux ont un indice de réfraction constant a
Iintérieur du matériau. Pour ce type d’objet la réflexion de ’onde incidente peut étre décrite
uniquement a partir de la réflexion de ’onde sur la surface du matériau. Les métaux, le verre,
les cristaux sont des exemples communs de matériaux homogenes.

4. Les matériaux optiquement inhomogenes sont composés d’'un matériau qui inclue de nom-
breuses particules colorantes dont les propriétés optiques sont différentes de celles du support.
Dans ce cas, le calcul de 'onde réfléchie doit tenir compte de 'interaction de I'onde incidente
avec les particules de colorant. Les plastiques, le papier, les textiles et les peintures font partie
des matériaux optiquement inhomogenes.

Notez que les points 1 et 2 indiquent si le phénomeéne de réflexion est un phénomene de surface.
Les points 3 et 4 décomposent les matériaux en fonction des phénomenes optiques se produisant a
Pintérieur de ceux ci.

Un autre parametre important d’une surface est sa rugosité. Ainsi, des matériaux homogenes
et parfaitement lisses réfléchissent la lumiere dans une direction symétrique au rayon incident par
rapport a la normale. Ce phénomene est appelé une réflexion spéculaire. Inversement des matériaux
homogenes plus rugueux diffusent la lumiere autour de la réflexion spéculaire. L’ensemble des rayons
réfléchis est appelé le lobe spéculaire.

L’outil le plus adapté pour décrire le mécanisme de la réflexion est la théorie des ondes
électromagnétiques et les équations de Maxwell. Une onde électromagnétique est composée d’un

— -
champ électrostatique F et d’'un champ magnétique B-
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Le flux d’énergie par unité de surface (W.m~=2) d'une onde électromagnétique est défini par son

vecteur de Poynting :
- EADB 1 -
L
I €

ou u et e sont respectivement appelés la perméabilité magnétique et la permittivité électrique du
matériau dans lequel se propage I'onde. Le vecteur k est un vecteur unitaire indiquant la direction
de propagation de 'onde. Ce vecteur est normal au plan dans lequel évoluent les vecteurs E et B.

L%irradiance d’'une onde électromagnétique est définie comme la quantité d’énergie de 'onde
par unité de surface (W.m=2) :

dd;
- dA
olt d®; (W) représente le flux d’énergie et dA (m?) un élément de surface.

La radiance (W.m~2.sr~1) d’un élément de surface dans une direction (,,1),.) est définie comme
la quantité d’énergie émise par la surface par unité de surface et unité d’angle solide. La radiance
d’un patch de surface dA dans la direction (0,1, ) est donc définie par :

Ir

o,
~ dAcos(0,)dw,

ol dw, est 'angle solide sous lequel le patch de surface voit I'observateur et d2®, 1’énergie émise
dans le cone défini par dw,..

Horn [102] & montré que la radiance émise par un patch de surface était proportionnelle &
lirradiance a l’entrée des capteurs de la caméra. Plus précisément ces deux quantités sont liées

par :
7 (d\>
I = L — —

ou d, f et v sont des parametres de la caméra illustrés sur la figure 2.7. Dans la plupart des
applications nous pourrons supposer v = 0.

Finalement la réflectance (sr~!) d’un matériau est égale au rapport entre la radiance émise par
un patch de surface dans une direction et l'irradiance re¢u par ce méme patch de surface a partir
d’une autre direction

L
I
La réflectance est souvent également désignée par BRDF [158] (Bi directional Reflectance Distri-
bution Function). Du point de vue d’un utilisateur de la physique, la BRDF est sans doute la
quantité la plus utile puisqu’elle nous indique ce que renvoie une surface en fonction de ce quelle
recoit. Les différentes quantités mentionnées ci-dessus sont résumés dans la Table 2.1.

Une source lumineuse peut se concevoir comme la superposition d’un ensemble d’ondes mono-
chromatiques. Le spectre d’une source lumineuse est défini comme la fonction donnant la puissance
de 'onde en Watt (W) pour chaque longueur d’onde. Le spectre visible se situe approximativement
entre 400 et 700 nano metres (1nm = 10~?m). Les impressions de couleur en fonction des longueurs
d’ondes se répartissent approximativement comme suit :

— autour de 450 nm : impression de bleu;

— entre 500 et 570 nm : impression de vert;

— entre 570 et 600 nm : impression de jaune;
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Nom Symbole | Définition Unité
Flux d’énergie dd W
Irradiance Ir g—i W.m =2
] d°P —2 ap—1
Radiance L TA cos(0 Y W.m==.sr
Réflectance R % sr—1

TAB. 2.1 — Quantités utilisées en électro-magnétisme. Les symboles W, m et sr désignent respecti-
vement des Watts, metres et stéradians

— entre 600 et 700 nm : impression de rouge.

Nous verrons plus précisément dans la section 2.3 le lien existant entre le spectre d’'une onde
électromagnétique et la sensation colorée. Une classification des ondes électromagnétiques en fonc-
tion de leur longueur d’onde est donnée sur la figure 2.3.

v X UV visible infra rouge radio
— - / - L —
)
10— 13 10— 11 -9 103
bleu ert Jaune rouge
A(nm)

Fi1a. 2.3 — Classification des ondes électromagnétiques en fonction de leur longueur d’ondes.

L’électromagnétisme permet de décrire les propriétés optiques d’un matériau a l’aide des constantes

1, € et o décrivant respectivement la perméabilité magnétique, la permittivité électrique et la
conductivité du matériau (Table 2.2). Les propriétés optiques d’'un matériau peuvent également étre
résumées a ’aide d’une seule variable appelée l’indice complexe de réfraction et notée M =n—iKj
ou n et Ky sont deux réels. La constante n est appelée la part réfractive de M. Dans des matériaux
n’atténuant pas le signal (Ko = 0), la constante n est égale au rapport entre la vitesse de la lumiere
dans le vide et dans le matériau. La constante K est directement impliquée dans I'atténuation de
l’onde électromagnétique dans le matériau. En effet, 'irradiance d’une onde planaire de fréquence
w de direction x > 0 qui heurte le plan (Ozy) est égale a :

2wKyx
Ir(z) = Ir(0)e c

ou ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide.

Cette atténuation de ’énergie de I'onde incidente se fait au bénéfice de 'apparition d’un courant
appelé courant de surface. La profondeur x = m est appelée la profondeur de peau du matériau.
Les constantes n et Ky peuvent étre calculées en fonction de u,e et o en utilisant les lois de
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Nom Symbole Unité Valeur dans le vide
Perméabilité magnétique " NC—;Z 471077
Permittivité électrique € N gi“z (36710%)~1
Conductivité o (Qm)~t 0

TaB. 2.2 — Constantes électro-magnétiques

Maxwell [177] :

) = o511 (22)7]
2 i (2.1)
Koy = 5 -1/l (227

Nous pouvons immédiatement observer que n et Ky (et donc M) ne dépendent que de la longueur
d’onde de l'onde incidente. De plus, pour des matériaux conducteurs ¢ sera important et donc
K également. L’onde électromagnétique pénetre donc faiblement dans les matériaux conducteurs
pour lesquels le phénomene de la réflexion est essentiellement un phénomene lié a la surface du
matériau. Inversement, des matériaux peu conducteurs auront un K faible ce qui favorisera la
pénétration de 'onde dans le matériau. Ce phénomene devra donc étre pris en compte dans la
modélisation de la réflexion.

Un dernier parametre fondamental dans la description de la réflexion d’une onde électromagnétique
est le Coefficient de Fresnel [29] qui décrit la fraction de l'onde incidente réfléchie par la surface
d’un matériau. Dans le cas d’'un matériau isotropique et homogene, la réflexion d’'une onde non
polarisée heurtant une surface lisse avec un angle 0; produit un coefficient de Fresnel égal a :

F(ela )‘) = (RH (917 >‘) + RJ_(Gla )‘)) (22)

| =

ott Ry (0;,A) et Ry (0;,\) décrivent le coefficient de Fresnel dans le cas d'une onde polarisée respec-
tivement parallélement et perpendiculairement au plan d’incidence (plan contenant la normale &
la surface et le rayon incident).

Les termes R (0, \) et Ry (01, A) peuvent se déduire de la théorie des ondes électromagnétiques.
Toutefois la forme explicite de ces termes n’étant pas utile pour la suite de ce document nous nous
contenterons de noter que R (6, A) et R1(0;,\) peuvent s’exprimer sous forme d’une fraction de
termes dépendant de 0;, n(\) et Ko(A).

2.2.1 Le modéle Lambertien

Le modele Lambertien est le modele le plus utilisé pour décrire les phénomene de réflexion a
I'intérieur des diélectriques. Ce modele permet de relier 'irradiance incidente & un capteur a ’angle
6 formé par Ponde incidente et la normale & la surface (figure 2.2.1) & I'aide de I’équation suivante :

I=1Iys =Kaispcos(®) sifelo, g], 0 sinon (2.3)

ot Kg;75 est une constante dépendant du matériau.
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Notez que dans un tel modele la direction de I’observateur n’est pas prise en compte. Intuitive-
ment, un objet Lambertien sera donc un objet dont la couleur ne varie pas lorsque ’on se déplace.
Du bitume en milieu de journée fournit un bon exemple de surface Lambertienne.

Une explication qualitative de ce modele généralement acceptée est la suivante : 1’énergie inci-
dente & une surface pénetre dans celle-ci et est réfléchie aléatoirement a l'intérieur de I'objet par
de microscopiques in-homogénéités du matériau. Au cours de ces multiples réflexions une partie de
I’énergie incidente est ré-émise par la surface et ressort de ’objet suivant une direction aléatoire.
Les réflexions multiples dans le matériau ne subissant aucune contrainte particuliere, I’énergie est
ré-émise de fagon uniforme par la surface. L’intensité de I'énergie émise par un point est donc
indépendante de la direction d’observation et uniquement fonction de la quantité d’énergie in-
cidente tombant sur la surface. Cette quantité s’exprime comme un cosinus de l'angle entre la
normale a la surface et la direction de la source.

Fi1G. 2.4 — Réflexion Lambertienne : I’onde incidente se propage dans la direction définie par le
vecteur ki. Elle est réfléchie plusieurs fois a 'intérieur du matériau avant de ressortir de celui-ci
suivant une direction aléatoire.

Une explication plus quantitative du modele Lambertien peut étre donnée dans le cas d’'un
diélectrique inhomogene. Ce type de matériau a été étudié par Reichmann [165] qui & étendu un
modele initialement développé par Kubelka et Munk [125]. Reichmann modélise la répartition des
pigments de colorants dans le matériau a I’aide d’'un ensemble de couches superposées. L’interaction
entre chaque couche élémentaire et 'onde incidente est décrite par les fonctions a(X) et S(A) qui
décrivent respectivement la fraction de 'onde incidente absorbée et réfléchie par unité de longueur.

La théorie de Kubelka et Munk repose sur la résolution de plusieurs équations différentielles du
premier ordre dont la résolution fournit un coefficient de réflectance donné par :

B
a(A) + BN

Toutefois, le modele de Kubelka et Munk repose sur plusieurs hypotheéses non réalistes dans
le cadre d’applications réelles. Il suppose notamment que le matériau et l'air possedent le méme
indice de réfraction afin d’éviter d’avoir a considérer les réflections a la surface du matériau. Ceci
est visible dans la formule de R, qui ne dépend d’aucun parametre géométrique.

L’extension proposée par Reichmann permet de lever ces limitations et nous donne une expres-
sion de la réflectance plus générale :

2 —w(\) — 2y/T—w(h)
w(A)

Ry = avec w(\) =

C(0, )1 = ri(N) (Reo(N) — D(6))

Rp(0,)\) = (1 — Rs) 2(1 — r:(N)Roo (V) cos(0)

(2.4)
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ol Rg est la fraction de 'onde incidente réfléchie par la surface, (1 — Rg) est donc la fraction de
Ponde qui péneétre dans le matériau. Le terme 7;(\) représente la réflectance de surfaces internes
au matériau [152] tandis que les fonctions C(6, A) et D(#) viennent de la résolution des équations
du modele et sont données par :

_ w(X)cos(8)(2cos(0)+1)
c@,\) = A0 00) cos2(0)
cos(f)—
D(e) = 3 cos(0)+1

L’équation 2.4 semble beaucoup plus complexe que I’équation Lambertienne (équation 2.3).
Toutefois dans le cas de matériaux n’absorbant pas I’onde incidente (a(\) = 0) nous avons w(\) ~ 1
et le lecteur peut vérifier que I’équation 2.4 se réécrit Rp(0, A) = (1 — Rg). La partie de 'onde qui
n’est pas réfléchie par la surface est donc renvoyée uniformément indépendamment de la longueur
d’onde et de I'angle 6 formé par 'onde incidente et la normal a la surface. On retrouve donc bien
dans ce cas 'explication qualitative de la réflexion Lambertienne donnée au début de cette section.
Notez toutefois que pour avoir une irradiance a ’entrée du capteur fonction uniquement de cos(6)
nous devons supposer le terme (1 — Rg) approximativement constant. Cette hypothese n’est pas
valable dans le cas des matériaux conducteurs (voir par exemple la section 2.2.2). Notons de plus
que quelque soit le type du matériau celui-ci acquiert un comportement spéculaire pour un angle
d’incidence rasant (§ ~ 7). Dans ce cas le modele Lambertien n’est plus valable. Ce phénomene
explique par exemple, les éblouissements dues a la réverbération du soleil sur le bitume au coucher
du soleil.

2.2.2 Le modele de Beckmann-Spizzichino

Le modele de Beckmann-Spizzichino [8] est basé sur les lois de 1’électromagnétisme et sur une
modélisation des micro-aspérités de la surface.

Beckmann modélise les micro-aspérités d’une surface a ’aide d’une fonction aléatoire h des
variables x et y décrivant la surface. La forme de la surface est donc déterminée par la densité
de probabilité de la fonction h. Beckmann propose d’utiliser une distribution normale de moyenne
nulle et d’écart type oy. La distribution de h est alors égale a :

L
ph(h) - me Th

Toutefois, une telle modélisation ne permet pas un controéle efficace de la forme de la surface. En
effet, plusieurs tirages aléatoires de la fonction h avec le méme o}, peuvent présenter des aspects tres
différents. Intuitivement, la raison de cette limitation est que le parametre o controle I’altitude
moyenne des pics de la fonction h mais pas Iécart entre deux pics (figure 2.5).

Afin de pallier cette limitation, nous définissons un parametre C(7) qui représente la corrélation
entre les altitudes de deux points séparés par une distance 7. Beckmann propose de représenter
cette corrélation par la fonction :

C(r) = e_%

ot T est la distance de corrélation pour laquelle C(7) est égal & e~ 1.

Etant donnée notre modélisation de la surface par les parametres oy, et T', la position d’un patch
de surface vis & vis de la source lumineuse et de la caméra est représentée sur la figure 2.6(a). Le
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F1a. 2.5 — Deux surfaces aléatoires de valeur o, identiques avec une forte (a) et une faible (b)
distance de corrélation

repeére est choisi tel que I’axe z soit confondu avec la normale 7 et I'axe z est tel que le vecteur k:_1>
décrivant la direction de la source lumineuse soit dans le plan (Ozz) avec une projection positive sur
I’axe x. La puissance de la source lumineuse est décrite par la norme de son vecteur de Poynting

= 3/EZE3()\). Le vecteur k, décrit la direction de la caméra tandis que le vecteur 7 est
défini comme la bissectrice de fk_f et k_; Ce vecteur fait un angle a avec la normale a la surface

— —
(figure 2.6(b)). Notez que le vecteur k, n’est pas nécessairement dans le méme plan que 7 et k.
L’angle 1, représente son écart vis-a-vis de ce plan (figure 2.6(a)).

O Eo(N)

(a) Réflexion (b) angle «
F1G. 2.6 — Schéma de réflexion

Les parameétres oy, T et les variables illustrés sur la figure 2.6 étant définis, Nayar [148] en se
basant sur les travaux de Beckmann, a montré que l'irradiance & ’entrée d’un capteur dA;,, de la
caméra provoquée par un patch de surface d'un conducteur parfait de cotés X et Y (figure 2.7)
pouvait étre exprimée par :

e 9

1 [u 7 [d\> cos?(6;

2\ dAim cos(y) 5  7T2D2g "X g™ 2 12
? p0+ a:y47n .

cos2(6,) cos(0r) = m'm

(2.5)

Les parametres d, f et v dans I’équation 2.5 sont relatifs & la caméra et illustrés sur la figure 2.7.
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Notez que si la taille de la scene est négligeable par raport a la distance de celle-ci & la caméra
nous pouvons supposer vy =~ 0. Les termes g, po, vzy et D sont issus de la résolution de 'intégrale
d’Helmhotz et sont égaux a :

g = (2r%(cos(6;) + cos(@T))2
_ sin(weX) sin(v, Y)
Po vy X vy Y (2 6)
Upy = 4/V2+ l/g
D _ 14cos(0;) cos(0,)—sin(6;) sin(6,) cos(vp,)

cos(0;)(cos(0;)+cos(6,))

o ¥ = (v, vy,1,) (figure 2.6(b)).

3|

Eo(X)

lentille tableau de capteurs

|
|
|
|
|
- -
|
SdA'Mn(I» y)
|
|
|
|
|

F1c. 2.7 — Réflexion d’ une onde électromagnétique frappant un des capteurs de la caméra

Le parametre g est proportionnel au carré du rapport %* qui représente le rapport entre l’al-
titude moyenne de nos irrégularités et la longueur d’onde de la source incidente. Le facteur g
représente donc la rugosité de la surface et les cas ¢ << 1, g = 1 et g >> 1 représenteront
respectivement une surface lisse, modérément rugueuse et rugueuse.

Le terme pg est une fonction qui décroit tres rapidement des que v, X ou v, Y n’est pas proche
de 0. Les coordonnées v, et v, sont égales a O lorsque 7 est confondu avec 7. Dans ce cas, 1

est la bissectrice des vecteurs sources et destination fk_f et k:_; Ce type de réflexion est appelé une
réflexion spéculaire tandis que le terme décrivant ce type de réflexion est appelé un pic spéculaire.
Le terme comprenant le facteur p3 dans 1’équation 2.5 correspond donc & une fonction pic dont le
maximum est atteint pour une réflexion spéculaire.

Le terme comprenant une somme infinie dans ’équation 2.5 est appelé le lobe spéculaire. Ce
terme correspond a une fonction qui prend son maximum lorsque la direction d’observation cor-

respond a la direction spéculaire mais décroit plus lentement que le pic spéculaire. Notez tout
2 —
de méme le facteur e~ Vev T qui décroit rapidement lorsque k, ne correspond pas a la direction

spéculaire (7 = (0,0, 1)).
L’équation 2.5 se simplifie en fonction de la rugosité de la surface de la facon suivante :
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— pour une surface lisse (g << 1) :

1 [wE,(N)? _ Kps o  KisD?*g 2 12
Irspec(/\) = 5\/?7 COSs (91)6 9 COSQ(GT)pO + e Ty 4 ; (27)

— pour une surface rugueuse (g >> 1) :

)

1 Eo A 2 140207

Iapec(N) = K —\/E A7 e ™ 7 os(0:) D2, (2.8)
€

ls
2 242
2 A vioj

oll Kps etkys sont deux constantes.

Notez que pour g = 0, le lobe spéculaire est nul alors que le pic spéculaire est maximum. Au fur
et a mesure que la rugosité de la surface augmente, le pic spéculaire diminue jusqu’a disparaitre
tandis que le lobe spéculaire devient prépondérant.

Une description plus qualitative du pic et du lobe spéculaire sera donnée dans la section 2.2.4;
Nous pouvons toutefois des a présent indiquer les conditions de validité de I’équation 2.5 :

1. Les irrégularités de la surface sont supposées suivre une distribution uniforme de moyenne
nulle. Cette hypothese est raisonnable lorsque 1’on ne dispose d’aucune information & priori
sur le type des irrégularités. Notons également que Beckmann [8] a défini I'irradiance pour
de nombreux types d’irrégularités. Cette restriction peut donc étre levée si I'on dispose d’in-
formations plus précises sur la surface.

2. Le rayon de courbure des irrégularités doit étre supérieur en tout point de la surface a la lon-
gueur d’onde du rayon incident. Cette restriction est indispensable pour pouvoir développer
les équations physiques menant a 1’équation 2.5. Les valeurs mesurées peuvent donc s’écarter
de celles prédites par I’équation 2.5 si les irrégularités comportent des pics tres étroits.

3. Le matériau doit étre un conducteur parfait. Cette restriction est encore une fois dictée
par des considérations pratiques afin de pouvoir intégrer l'intégrale d’Helmotz donnant le
champ magnétique en un point P a partir du champ magnétique sur la surface. Supposer
que la matériau est un conducteur parfait revient a supposer que le coefficient de Fresnel
(équation 2.2) F est égal & +1 ou —1 selon la polarisation de l'onde. Le phénomene de
réflexion n’induit dans ce cas aucune atténuation de 'onde incidente. Beckmann propose
d’approximer l'irradiance d’un matériau de conductivité finie en approximant le coefficient
de Fresnel F' en chaque point de la surface par sa moyenne < F' > sur la surface. L’irradiance
est alors donnée par :

Iry(A) =< FF* > Ireo(N) (2.9)

ou les indices f et oo représentent lirradiance pour un matériau de conductivité finie et
infinie tandis que F™* représente le conjugué de F'. Cette solution revient a approximer une
somme de produits par un produit de sommes.

Contrairement aux deux restrictions précédentes qui peuvent étre ignorées dans la plupart
des applications pratiques, cette derniere restriction interdit a priori d’utiliser I’équation 2.5
pour des isolants ou des matériaux de faible conductivité. Nous pouvons toutefois considérer
que l'équation 2.5, sans nous donner une expression exacte de I'irradiance, nous fournit une
bonne description qualitative du phénomene de réflexion a la surface d’'un matériau. Cette
hypothese est confirmée par ’équation 2.9.
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4. Les ombrages et masquages ne sont pas pris en compte par le modele. On peut tenir compte
de cet effet en substituant S(x,y)h(z,y) & h(z,y) ou S(x,y) est une fonction de masquage
égale a 0 ou 1 selon que point est masqué ou pas. Il reste toutefois a définir dans ce cas un
modele pour la fonction S.

5. Les réflexions multiples ne sont également pas prises en compte. Encore une fois cette res-
triction est imposée pour obtenir une expression explicite de lirradiance.

6. Le champ électromagnétique incident est supposé plan et polarisé perpendiculairement. Ces
restrictions sont encore une fois imposées pour des raisons de simplicité. Beckmann a pro-
posé plusieurs approches pour traiter le cas d’ondes de polarisation quelconque. L’hypothese
d’onde plane est justifié lorsque la source lumineuse est a une distance importante de 1’objet.
Ceci sera vérifié lors de nos acquisitions.

2.2.3 Le modele de Torrance-Sparrow

Contrairement au modele de Beckmann-Spizzichino [8] (section 2.2.2), le modele de Torrance-
Sparrow est basé sur 'optique géométrique. Ce modele néglige donc l'aspect électromagnétique
de la lumiere. Cette approximation n’est valide que si les irrégularités de la surface sont bien
supérieures a la longueur d’onde de la source.

Le modele de surface utilisé par Torrance-Sparrow est basé sur une modélisation des irrégularités
par une série de micro-facettes. Chaque facette est décrite par I'angle [ entre sa normale et la
normale & la surface macroscopique (figure 2.8). Si nous supposons la surface isotropique, la distri-
bution des normales de facettes est rotationnellement symétrique par rapport & 7. La distribution
de [ peut alors étre modélisée par une fonction unidimensionnelle telle qu’une distribution normale
de moyenne nulle et d’écart-type o,. Sachant que 3 ne peut varier qu’entre 0 et 5, la fonction de
densité de probabilité de [ est égale a :

,r —1
— 72622 — 2 72622
pa(B) = ce ?9% avec ¢ = e 2°&dg
0

sl

v

Fia. 2.8 — Modele de surface de Torrance-Sparow
Ce modele de surface et les lois de 'optique géométrique permettent d’obtenir une expression
explicite de l'irradiance incidente a un capteur de la caméra générée par un patch de surface :
Lidwi e—%
cos(6,)

ol a, L; et dw; représentent respectivement I’angle entre la normale et le vecteur 7 (figure 2.6(b)),
la radiance de la source et 1’angle solide sous lequel le patch de surface voit la source. La constante

Irls = Kspec
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Kspec €st donnée par :

Rspec =

2 10!l .o
(%) COS4(/7)CG/fF (Oi,nzlG(eiaerﬂ/fr) (2.10)

ou F'(0.,n') représente le coefficient de Fresnel et G(6;, 0., 1,) un facteur de visibilité entre le patch
de surface et la source. Les angles 6;, 6, et 1, sont représentés sur la figure 2.6 (section 2.2.2).
L’angle @) représente angle entre le rayon incident et la normales aux micro-facettes suscep-
tibles d’éclairer le capteur. La variable n représente I'indice complexe de réfraction tandis que ay

représente la surface d’une micro-facette.
2

Le terme e 207 a approximativement la méme signification que le terme e~ Vay e dans le modele
de Beckmann-Spizzichino (section 2.2.2) et correspond & un lobe spéculaire. La modélisation de la
réflexion de Torrance-Sparrow en utilisant des micro-facettes et les lois de I'optique géométrique
conduisent donc & un modele ne présentant qu'un lobe spéculaire. Ce résultat est attendu dans la
mesure ou les lois de I'optique géométriques ne sont valides que pour des surfaces rugueuses. Or
le pic spéculaire de Beckmann-Spizzichino n’apparait que pour des surfaces lisses ou modérément
rugueuses (section 2.2.2).

Torrance et Sparrow ajoutent un terme Lambertien & leur équation de réflexion qui devient :

IS

Ir = Irdiff + Ir,
e a2 (2.11)
Ir = KgipsLidw; cos(0;) + Kspec con(,.3 € & pour ; € [0,5],0 sinon.

ol Kqifs représente le coefficient de réflexion diffuse (ou Lambertienne).

L’utilisation de I'optique géométrique conduit a des formules moins complexes que celles in-
duites par les lois de I'électromagnétique. Torrance et Sparrow sont donc conduits a faire moins
d’hypotheses simplificatrices que Beckmann et Spizzichino. Leur modele inclue notamment le co-
efficient de Fresnel et un coefficient de masquage. Ce modele est donc applicable a des objets non
conducteurs et permet de tenir compte du masquage entre différents éléments de la scene. Ce
modele a toutefois un certain nombre de limitations :

1. L’angle « est supposé avoir une distribution normale. Cette limitation est équivalente a la
supposition d’une distribution normale de la hauteur A dans le modele de Beckmann. Le
modele peut également étre facilement adapté a d’autres types de distributions.

2. La taille des micro-facettes doit étre beaucoup plus importante que la longueur d’onde
du rayon incident. Cette contrainte correspond a la définition du domaine de rugosité de
surface pour laquelle les lois de l'optique géométrique peuvent se substituer a celles de
I’électromagnétique.

3. La source lumineuse est supposée étre éloignée de la scene. Cette contrainte correspond a la
modélisation par ondes planaires plutoét que sphériques dans le modele de Beckmann.

2.2.4 Le modele de Nayar

Le modele de Nayar [148] peut se concevoir comme une synthése des modeéles de Beckmann-
Spizzichino et Torrance-Sparrow (sections 2.2.2 et 2.2.3). Plusieurs expériences menées par Nayar
montrent que le coefficient de Fresnel F' et le facteur d’atténuation G du modele de Torrance-
Sparrow (équation 2.10) restent approximativement constants en fonction de 6; et 6,.. Le coeffi-
cient Kgpec peut donc étre considéré comme constant. De plus si I'on se place dans un protocole
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expérimental ol la source est variable tandis que la direction d’observation reste constante, les
angles 60, et v, peuvent étre considérés comme constants. Sous ces conditions, l'irradiance du lobe

spéculaire peut s’exprimer par :

o2

Irj, = Kjge 272 (2.12)
ou Kjs est une constante dépendant du matériau et du protocole expérimental.

En revanche si ’'on considere des variations simultanées de la source lumineuse et de 1’observa-
teur nous ne pouvons négliger le terme 1/cos(6,.) dans le modele de Torrance-Sparrow (équation 2.10).
L’expression du lobe spéculaire devient alors :

Cls —=2 Cls

e 274 avec Kjg

I, = cos(6,) = cos(0,)

(2.13)

Notons que ’équation 2.13 devra étre utilisée si ’on considere simultanément plusieurs pixels
et donc plusieurs normales avec des angles 0;, 6, et 1, différents. L’équation 2.12 sera en revanche
utilisée lorsque 1'on considérera un méme pixel soumis a différents illuminants. Dans ce dernier cas
0; et « sont variables tandis que 0, et i, peuvent étre considérés comme des constantes.

Le pic spéculaire du modele de Beckmann-Spizzichino peut étre approximé par une fonction &
valant 1 dans la direction spéculaire et 0 partout ailleurs. L’intensité du pic spéculaire est alors
égale a :

Irps = Kps6(0; — 6,)6 (1)

ot K, est égale & la valeur du pic spéculaire (équation 2.5) dans la direction spéculaire.
Finalement, le lobe diffus correspondant a la réflexion Lambertienne peut étre ajouté au modele
de facon a avoir une intensité de pixel liée a la géométrie de la scene par :
—sif; € [0,%] :
QZ
Ir  =Kaifscos(8;) + Kje 273 + Kpsd(0; — 0,)0(¢r)  Observateur fixe (2.14)

2

Ir = Kgirscos(b;) + COCSJ(ZQST)672C;7§ + K,s0(6; — 6,)0(1p,) Observateur variable; (2.15)

-sif> 35, Ir=0.

Notez encore une fois que le cas d’un observateur variable (équation 2.15) peut s’appliquer soit :

1. a I’étude d’un pixel avec des positions successives de la caméra. Notons que si la source
lumineuse est supposé d’orientation constante le terme K cos(6;) est dans ce cas également
constant. Le cas de 1’observateur variable s’applique également

2. a I’étude de plusieurs pixels avec une seule caméra fixe. Dans cas aucun des angles 6;,0,., ¥,
et « ne peut étre considéré constant.

Nayar a de plus établi des ponts entre les deux modeles en remarquant que puisque « est I’angle
entre 7/ et la normale nous avons (équation 2.6) :

tan(a) = 22X (2.16)

Vy

Donc si nous posons tan(cwg) = %% les lobes spéculaires des modeles de Beckmann et Torrance
sont liés par :

2 2
vay T tan?(a)

e Wi, — ¢ tanZ(ag) . (2.17)




2.2. LES DIFFERENTS MODELES DE REFLEXION 29

En utilisant ’approximation tan(a)) = « nous obtenons :

(‘12

2 2 —
w3, T 2(@)2
e Wi —¢ Vo)

L’écart type o, du modele de Torrance peut donc étre relié aux parametres o, e T du modele de
Beckmann par :

Notez de plus que le modele de Beckmann définit le lobe spéculaire & partir de tan(«) plutdt que
«. Le modele de Torrance-Sparrow peut donc se comprendre comme une approximation du modele
de Beckmann avec tan(a) = a.

N
Ky
—
n
—
k1
s
4
(a) Source-Observateur (b) Un point du cercle
10 T T T T~ T T
16 T T T — T T lobe spéculaire —
Lk profil intensite — A sl lobe diffus --- 4

pic spéculaire - - -

|
N O N A D B

(c) Profil d’intensité (d) Contribution des lobes

F1a. 2.9 — Profil d’intensité le long d’une cercle (c¢) et contribution des différents lobes (d). Le
protocole expérimental est illustré sur les Figures (a) et (b)

La figure 2.9 illustre le modele de Nayar sur un cercle de rayon 1 éclairé par une source lumineuse
placée en 7 et observé en § (figure 2.9(a)). Le modele utilisé est I’équation 2.15. Un point du cercle
faisant un angle 6 avec I'horizontale vérifiera (figure 2.9(b)) :

0, = 60—
A
a = T;izg—”—G.
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La direction spéculaire (o = 0) se situe donc en 3 ~ 1.2

L’intensité le long du cercle en fonction de 'angle 6 est représentée sur la figure 2.9(c). La
contribution de chacune des composante est quand & elle illustrée sur la figure 2.9(d). Les constantes
choisies pour cette figure sont K,; = 10,C;s = 5,Kgrr = 1 et O'i = %. Le choix O'i = %
correspond a une surface lisse tandis que les valeurs de K et C;s et Kg;¢7 induisent une réflexion
spéculaire non négligeable.

2.2.5 Les modeles de Shafer et Healey

Le modele de Shafer [172] exprime la radiance d’un patch de surface comme la somme d’une
composante diffuse et d’une composante spéculaire’ :

Ir(AvoivoTag) = Irdiff(AveiveTag) + Irspec()\;eiaeT?g) (218)
= Mdiff (915 9r7 g)cdiff()\) + Mspec (917 97«, g)cspec(/\) (219)

ou g représente ’angle entre les vecteurs —k:—{ et k:_: (figure 2.6).

Ce modele est donc essentiellement qualitatif dans la mesure ou il ne précise pas la valeur des
fonctions ma;rf, Mspec €t Caiff, Cspec- 1l fait toutefois deux hypotheses extrémement fortes sur la
nature de la réflexion :

1. L’irradiance incidente & un capteur est supposée pouvoir étre décomposée en la somme de
deux termes I'un exprimant une réflexion diffuse et ’autre une réflexion spéculaire. Une telle
décomposition de l'irradiance en la somme de deux termes correspondant & deux phénomenes
physiques différents a été validé par Beckmann (section 2.2.2). Notons également que Torrance-
Sparrow (section 2.2.3) et Nayar (section 2.2.4) font les mémes hypotheses.

2. La seconde hypothese, sans doute plus discutable, est que l'irradiance de chacun des termes
de la somme peut étre décomposée en un produit de deux termes I'un dépendant uniquement
de facteurs géométriques (mgifr et Mgpec) Pautre dépendant uniquement de la longueur
d’onde A (caifs et Cspec). Une telle hypothese a été reprise par Nayar dans le cadre de
P'unification des modeles de Torrance-Sparrow et Beckmann-Spizzichino. Notons toutefois
que cette supposition n’a rien d’évident au vue de 1’équation de l'irradiance de Beckmann
(équation 2.5).

Un autre modele du a Healey [93] exprime approximativement la méme idée. Selon Healey, la

réflectance d’'un matériau peut étre approximée par la formule suivante :

R(/\ ) _ Mspec (g)Cspec()\) pour les métaux (2 20)
9) = Mspec(9)Cspec(A) + Maisr(9)Cairr(g)  pour les diélectriques inhomogenes '

ou g représente les facteurs géométriques tels que 6;, 6, et ..

On retrouve donc bien une décomposition en une réflectance spéculaire et Lambertienne avec
pour chacun des termes une sous décomposition en un produit d’un terme dépendant de la
géométrie et d'un terme ne dépendant que de la longueur d’onde. Toutefois, la composante Lamber-
tienne est supprimée pour les métaux. Cette suppression s’explique par le modele usuellement ac-
cepté pour expliquer la réflexion Lambertienne (section 2.2.1). En effet, celle-ci est issu de réflexions

IShafer préfere les termes de réflexion de 'interface et de I'intérieur du matériau aux termes de réflexion spéculaire
et Lambertienne ou diffuse. Nous garderons toutefois ces derniéres notations afin de rester consistants avec les
notations précédentes
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a 'intérieur du matériau. Les métaux possédant une forte conductivité ont un fort coefficient d’ab-
sorption Ky (équation 2.1), si bien que l'onde incidente péneétre peu dans le matériau et la réflexion
reste un phénomene de surface décrit par le terme spéculaire. Notons toutefois que les deux modeles
sont sensiblement équivalents; en effet rien n’empéche de poser mg; ¢ ou cqi7f a 0 dans le modele
de Shafer dans le cas d’une réflexion sur un métal.

2.2.6 Conclusion

Nous avons abordé dans cette section 3 modeles décrivant les différents types de réflexion
(sections 2.2.1, 2.2.2 et 2.2.3) et 2 modeles de synthese (sections 2.2.4 et 2.2.5). Le modele de
Lambert (section 2.2.1) permet de décrire les réflexions & l'intérieur d’un matériau. L’utilisation
de ce modele n’est pertinente que si une partie significative de ’onde incidente pénetre dans le
matériau avant de ressortir de celui-ci. Ce modele est donc plus adapté aux matériaux diélectriques
inhomogenes. Les modeles de Beckmann et Torrance (sections 2.2.2 et 2.2.3) décrivent quand & eux
la réflexion a la surface du matériau. Ces modeles sont donc adaptés au cas ou la plus grande partie
de l'onde est réfléchie par la surface (cas des matériaux conducteurs) ou dans le cas ot la partie de
londe qui pénetre dans le matériau n’est pas réfléchie vers la surface (cas des matériaux homogenes).
La principale différence entre les modeles de Beckmann et Torrance tient a ce que le modele de
Beckmann reste valide pour des matériaux lisses et rugueux alors que le modele de Torrance
ne peut s’appliquer pour des matériaux parfaitement lisses. La figure 2.10 illustre les différents
domaines d’applications de ces modeles. Notons toutefois que les matériaux ne sont généralement
ni parfaitement conducteurs ou isolants ni parfaitement homogenes. La décomposition illustrée par
cette figure reste donc schématique.

/matériau\

hs‘se rugueux homogene inhomogene

Beckmannj 1ijse rugueux

Torrance ‘
[ Beckmann] Beckmann
Torrance

FiG. 2.10 — Utilisation des différents modeles de réflexion en fonction du type de matériau

Les modele de Nayar (section 2.2.4) et Safer (section 2.2.5) décrivent respectivement la réflexion
d’un point de vue quantitatif et qualitatif. Ces modeles font une synthese des modeles précédemment
décris. Le modele de Nayar en particulier décrit le phénomene de réflexion comme une somme de
réflexions issues des modeles de Beckmann, Torrance et Lambert. Les coefficients affectés a chaque
modele de base dans le modele de Nayar dépendent du type de matériau. Les modeles de Shafer ou
Healey sont des modeles qualitatif et ne nécessitent donc pas de tels ajustements. Il faut toutefois
faire attention aux domaines de validités des modeles de base sur lesquels s’appuient ces modeles.
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Par exemple, I'utilisation de la composante Lambertienne pour des diélectriques n’est plus valide
pour des sources avec un angle d’incidence rasant (section 2.2.1).

2.3 Vision des couleurs

Les modeles de réflexion décrivent les modifications du spectre d’une source lumineuse induites
par le phénomene de réflexion. Il nous reste toutefois & définir les phénomenes physiologiques qui
associent une sensation colorée a un spectre. La partie optique de la couleur se limite a 1’oeil qui
comprend le cristallin et la rétine (figure 2.11). Le cristallin agit comme une lentille épaisse qui
concentre les rayons lumineux sur la rétine. L’image inversée ainsi obtenue n’est nette que dans la
partie centrale de la rétine appelée fovéa.

Rétine

\ Fovéa
|

Nerf optique

Christallin

Fi1a. 2.11 — Schéma simplifié de 1’oeil

Les récepteurs neuronaux tapissant la rétine sont de deux types :

— les batonnets pour la vision scotopique (& faible luminance i.e. en dessous de 10~ candela
(cd) par m?) sont achromatiques et se rencontrent principalement dans les zones périfovéales
et périphériques de la rétine;

— les cones utilisés en vision photopique (luminance élevée, au dessus de 10cd/m?) sont présents
principalement en région fovéale et parafovéale.

Les cones se répartissent en trois grandes familles L (long), M (medium) et S (short) corres-
pondant respectivement a leur sensibilité aux longues, moyennes et grandes longueurs d’ondes. On
peut donc considérer que les cones L sont sensibles au rouge alors que les cones M sont sensibles
au vert et les cones S au bleu (Fig. 2.3).

L’excitation d’un cone dépend de la puissance du spectre incident pour les longueurs d’ondes
auxquelles celui-ci est sensible. La sensation colorée ressentie lors de la perception d’une onde
lumineuse de spectre £(\) peut donc étre modélisée par un vecteur 3D c représentant la réponse
des cones L, M et S :

A’VTLG/I
& = / s(VEND,  i=1,2,3
A

min

o C = (c1,ca,c3)t tandis que la fonction s;(\) et Uintervalle [Apmin, Amaz| Teprésentent respecti-
vement la sensibilité du i® type de cone et l'intervalle en dehors duquel la sensibilité des cones est
nulle (typiquement [360nm, 830nm]). Le symbole C'* représente la transposée du vecteur C.

Si nous discrétisons Uintervalle [Amin, Amaz] en N valeurs, {1, ..., Ay} uniformément réparties
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SUr [Amin, Amaz), l'intégrale précédente peut se réécrire sous forme matricielle :
=S¢ (2.21)

ol Eest a présent un vecteur de N valeurs : (£(A1),...,&(An)) et S une matrice N X 3 représentant
la sensibilité des cones :

s1(A1)  s2(A1)  s3(A1)
S =[s1,83,83] = :
s1(An)  s2(An)  s3(An)

2.3.1 Définition des espaces couleur

L’équation 2.21 nous permet de définir une couleur a partir des fonctions de sensibilité des cones.
Toutefois, une représentation équivalente d’une couleur pourrait étre obtenue a partir de n’importe
quelle transformation du vecteur c par une matrice inversible. De plus, I'utilisation de la matrice
S est peu pratique puisque les fonctions de sensibilité des cones sont difficiles & mesurer. On utilise
donc une représentation des couleurs équivalente. On considere pour cela trois sources lumineuses
p1,ps et p3 colorimétriquement indépendante, c’est & dire telles que Stpi, Stps, Stps forment un
systeme libre de IR®. De telles sources sont appelées des primaires. Les vecteurs S*pi, Stps, Stps
formant une base de R? , une couleur C associée & un spectre f peut étre représentée par un vecteur

(5) tel que : .
C = 5% = a1(6)S'pi + aa(E)S'ps + az(€)S'p3

Cette transformation nous permet de passer d’une représentation déterminée par la sensibilité
des cones (codée par la matrice S) & une représentation déterminée par la sensation colorée induite
par les trois sources lumineuses p7,p3 et p3. Les composantes (a1(€), az(€), as(€)) du vecteur @(€)
sont mesurées & l'aide d’expériences d’appariement (Fig. 2.12). Un observateur «virtuel» appelé
I’Observateur standard regarde deux spots lumineux séparés par un angle . L’'un de ces spots
provient du spectre { tandis que l'autre est issue de la superposition des spectres pi,ps et p3.
L’observateur doit modifier I'intensité des sources lumineuses pi,ps et p3 jusqu’a ce que les deux
spots lumineux apparaissent visuellement identiques. Les coefficients réglant I'intensité de chacune
des source correspondent aux composantes (a1 (€), az(€), as(€)) du vecteur @(€).

Nous pouvons définir & partir de la base canonique (€i);eq1,..., v} de RY, les vecteurs @(é;)
associés a chaque spectre €;. On peut alors montrer [174] qu'une couleur peut étre représentée de
fagon équivalente par un triplé C" défini par :

Cr = A'¢

ou A est la matrice N x 3 telle que chaque ligne correspond & un vecteur d@(é€;).

La matrice A est appelée la matrice d’appariement et chaque colonne de A une fonction d’ap-
pariement.

Le triplé C" définit une couleur tandis que les parametres définissant ce triplé définissent ’espace
couleur. Celui-ci est donc défini par :

1. Les spectres des trois sources lumineuses p1, ps et p3;

2. Pangle « entre les deux spots.
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Y

az(f)
ay(f)

F1a. 2.12 — Expérience d’appariement de couleurs

Toute modification des spectres pi, p3 et p3 ou de 'angle o définit un autre espace couleur. Si
nous utilisons par exemple trois primaires (g1, g2, ¢3) différentes de (p1, p3, p3), nous obtenons une
matrice d’appariement B liée & la matrice A par [189] :

B'=TA" avecT = (A'Q)~!

ol @ est la N x 3 matrice [¢1, ¢3, ¢3]. Notez que la matrice T est une matrice 3 x 3 inversible.
Ainsi, étant donné un spectre £ et son expression C et Cy dans les espaces couleur respective-
ment définis par (p1,p3,p3) et (41, ¢2,d3), NOUS avons :

Cy = B'¢ =T A = TC.

La transformation d’un espace a un autre se fait donc a ’aide de la matrice 3 x 3, T" qui peut
s’'interpréter comme une matrice de changement de base.

Il existe de nombreux espaces couleurs souvent construits pour répondre & des besoins spécifiques.
Ceux-ci peuvent étre construits directement a partir de trois sources lumineuses et des expériences
d’appariement ou étre définis a partir d’une transformation d’un espace existant. Notez que ces
transformations ne sont pas obligatoirement linéaires.

A Texception de 'algorithme décrit dans la section 2.4.2; toutes les méthodes proposées dans ce
mémoire sont indépendantes des propriétés spécifiques des différents espaces couleurs. Nous nous
contenterons donc de citer brievement les principaux espaces couleurs définis par la Commission
Internationale de l’E’claimge(CIE). Notons toutefois que I'utilisation d’algorithmes fonctionnant
dans n’importe quel espace couleur ne permet pas de négliger I'influence de ces derniers. En effet,
le choix de ’espace couleur dans lequel va fonctionner I'algorithme influence le résultat. Le choix
d’un espace couleur est donc dans ce cas un des parametre implicite de 1'algorithme.

Les principaux espaces définis par la CIE sont [19, 174, 31] :

— les espaces CIE RGB 1931 et 1964 [116, 52]. Ces espaces sont définis & partir de trois primaires

rouge, verte et bleu. L’espace CIE RGB 1931 correspond a un angle a de 2 degrés tandis
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que 'espace CIE RGB 1964 est défini pour un angle o de 10 degré. Un des principaux
inconvénients de ces espaces est que certaines couleurs peuvent avoir une composante négative
et sont donc non représentables en synthése additive. Autrement dit, ces couleurs ne peuvent
pas étre visualisées a 'aide de la superposition des trois primaires ;

— l’espace CIE XYZ 1931 [134, 202, 72] permet de représenter toute couleur visible & 'aide de
coordonnées positives. La composante Y de cet espace code la luminance;

— les espaces CIE 1976 Luv et Lab [52, 202, 182] sont déduits de ’espace CIE XYZ a’aide d’une
transformation non linéaire. La distance euclidienne entre deux couleurs dans ces espaces
approxime la perception humaine [150] des distances entre couleur. On parle alors d’espace
uniforme ou pseudo uniforme.

2.4 Segmentation d’une image en matériaux

La segmentation d’une image en matériaux consiste a créer une partition de I'image en régions
telle que chaque région soit composée d’un seul matériau. La segmentation d’'une image est usuelle-
ment définie comme la partition de celle-ci en régions, chaque région codant une partie d’un objet
de la scene. Une définition formelle d’un algorithme de segmentation a été donnée par Horowitz et
Pavlidis [106, 105] en 1975.

Définition 1 Soit X le domaine de limage et f la fonction qui associe a chaque pizel une valeur
fz,y). Si nous définissons un prédicat P sur l’ensemble des parties de X, la segmentation de X
est définie comme une partition de X en n sous-ensembles {R1, ..., Ry} tels que :

LX =" R

2. Vie{l,...,n} R; est connexe.

3. Vie{l,...,n}P(R;) = vrai

4. Vi,je{l,...,n}? /| R; est adjacent a R; eti+#j= P(R;UR;)= faux

ot | | représente une union d’ensemble disjoints.

Le prédicat P est utilisé pour tester ’homogénéité des ensembles R;. Ces sous-ensembles constituent
les régions de I'image. Une segmentation de I'image est donc sa décomposition en un ensemble de
régions homogenes, le critére d’homogénéité P restant & déterminer. Zucker [206] a résumé les
conditions de la définition 1 comme suit : la premiere condition implique que tout pixel de 'image
appartienne a une région et une seule. Cela signifie que l'algorithme de segmentation ne doit
pas se terminer avant d’avoir traité tous les points. La seconde condition implique que chaque
région doit étre constituée d’un ensemble connexe de pixels. La connexité des régions est induite
par le voisinage défini sur I'image. La troisieme condition implique que chaque région doit étre
homogene. Enfin, la quatrieme condition est une condition de maximalité indiquant que la fusion
de deux régions voisines ne doit pas donner une région homogene. Il est important de remarquer
que le nombre n de régions formant la partition de I'image reste indéterminé. Il peut donc exister
plusieurs segmentations possibles pour un prédicat P donné.

Intuitivement un “bon” prédicat P doit nous fournir une région pour chaque objet de I'image.
Toutefois, la notion d’objet est généralement assez vague si bien que la problématique de la seg-
mentation est par essence mal définie. La segmentation en matériaux au moins prise comme pré-
traitement peut permettre une meilleure définition du probleme. La restriction de la problématique



36 CHAPITRE 2. MODELES D’ACQUISITION D’'IMAGES

de la segmentation a une segmentation en matériaux possede en effet deux avantages fondamen-
taux :

1. Tout d’abord le but a atteindre par I'algorithme peut étre décrit précisément.

2. De plus, notre décomposition de 'image en matériaux peut s’appuyer sur les modeles phy-
siques vus dans la section 2.2 pour interpréter les valeurs des pixels.

Ce dernier avantage a de nombreuses conséquences pratiques. En effet le prédicat P utilisé en
segmentation est souvent défini a ’aide des distances entre les couleurs de pixels. On peut par
exemple imposer qu'une région soit homogene si la couleur de chacun de ses pixels est a une
certaine distance de la couleur moyenne de la région. On peut également imposer que le gradient
moyen le long de chacune des frontieres de la partition dépasse un certain seuil. Toutefois, nous
avons vu dans la section 2.2 que deux pixels adjacents correspondant au méme matériau et au
méme objet peuvent avoir des intensités trés différentes (voir par exemple le profil d’intensité sur
la figure 2.9). Ces limitations du processus de segmentation sont essentiellement dues & I’absence
d’un modele nous permettant d’interpréter la distance entre deux pixels adjacents. La segmentation
en matériaux permet de ce baser sur des modeles physiques permettant d’interpréter les valeurs
des pixels et leur différences. Ce processus ne fournit pas une segmentation en objets mais peut
étre utilisée comme premiere étape d'un processus de segmentation plus complet fournissant un
ensemble de régions pas simplement homogenes mais composées d’un unique matériau que ’on peu
éventuellement identifier. Les processus de plus haut niveau sont dans ce cas grandement simplifiés.
Notons toutefois que la segmentation en matériau ne permet a elle seule de segmenter correctement
des images fortement texturées. Il faut pour ce type d’image combiner les informations issues des
modeles de réflexion avec des méthodes permettant de caractériser les textures.

La majorité des algorithmes de segmentation en matériaux sont basés sur les modeles de Sha-
fer [172] ou Healey [93] (section 2.2.5). Nous allons dans la section 2.4.1 établir les fondements de
ces méthodes avant de présenter notre contribution a ce domaine en section 2.4.2.

2.4.1 Méthodes de Segmentation basées sur les modeles de Shafer et
Healey

Le modele de Shafer [172](section 2.2.5) exprime l'irradiance sur un capteur de la caméra par
la somme d’une composante Lambertienne et d’une composante Spéculaire :

II‘(A, oi; 97“5 g) = Mdiff (917 97“7 g)Cdef(A) + Mspec (91; 97“7 g)cspec(A)-

Si nous considérons que les angles 6;, 0, et g sont fonctions de la position (z,y) du pixel cette
équation se réécrit :

Ir(\, z,y) = mdiff (z, y)Cdiff()\) + mspec(xv y)CSPeC()‘)- (2.22)

Notez que dans un tel modele les valeurs respectives de mg;fr et cqairs ainsi que celles de mgpe. €t
Cspec D€ peuvent étre déterminées qu’a un facteur multiplicatif prés. Shafer pose donc, sans perte
de généralité : 0 < mgirs(z,y) <1et 0 < mgpec(z,y) < 1.

Etant donné une caméra couleur, la couleur d’'un pixel € (z,y) se déduit de l'irradiance sur ses
capteurs par :

Amaz

Vie {1,2,3} Ci(x,y) :/ Ir(\, 2, y)s:(A)dA

Amin
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ou C;(z,y) représente la i€ composante de C(x,y) et (5i(N))ieq1,2,3) représentent la sensibilité

de la caméra aux 3 composantes chromatiques (usuellement le rouge, le vert et le bleu ). Les
deux longueurs d’ondes Ain €t Apar représentent les deux bornes de sensibilités de la caméra
( A1 = 360nm et A2 =~ 830nm). Ces bornes correspondent au spectre visible par I'oeil humain
(section 2.3).

Si nous reprenons I’équation 2.22 nous obtenons :

Amaz Amas
Vie{1,2,3} Ci(z,y) = mdiff(z,y)/)\ caiff(AN)si(A)d\ + mspec(z,y)/)\ Copec(N)si(A)dA.
Donc :
Clw,y) = mass 5 (@, y)Cair s + mopec(®,y)Copec (2.23)
avec
Amaz Amas
vie {1,238} (Cays) = /A cairsNsiNdx et (Copec) = /A Copee(N)ss(\)dA.

L’équation 2.23 nous montre donc que pour un matériau 'information couleur a priori tridimen-
sionnelle est en fait bidimensionnelle puisque ’ensemble des couleurs d’un matériau est contenu
dans le plan défini par C"dif £ éspec. Plus précisément, puisque nous supposons mg;rs €t Mgpec
bornés entre 0 et 1, ’ensemble des couleurs d’un matériau est contenu dans le parallélogramme
défini par les vecteurs Cu fr et éspec (figure 2.13). Notons que dans le cas d’un seul illuminant un
des coins du parallélogramme doit étre 'origine de l'espace (cas olt ma;ff = Mspec = 0).

o

spec

Mspec

G
maips T

Fia. 2.13 — Représentation d’une couleur dans le parallélograme de Shafer.

Le modele de Healey est basé sur une décomposition supplémentaire en métaux et diélectriques.
On obtient en en effet a partir de I’équation 2.20 :

é(l‘ ) _ mspec(xv y)éspec pour les métaux
Y Mspec (T, Y)Cspec + Maifr(x,y)Cairr  pour les diélectriques inhomogenes

Donc I’ensemble des couleurs d’un métal peut étre décrit par une droite. Alors qu’a priori ’ensemble
des couleurs d’un diélectriques inhomogene peut étre d’écrit par un parallélogramme.

Klinker [94] a affiné cette description en remarquant que dans le cas d’un diélectrique non
homogene les points tels que le vecteur éspec n’est pas négligeable correspondent a des zones de
I'image fortement illuminées. De tels points correspondent & des zones tres localisées dans I'image
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pour lesquelles on peut négliger les variations de la composante diffuse. Si nous nous référons au
modele de Nayar (section 2.2.4). Un telle approximation, revient & négliger les variations de la
composante Lambertienne lorsque le lobe spéculaire ou le pic spéculaire n’est pas négligeable.

—
Cspec

Msmax

Cliry
Mds Mdmax

Fia. 2.14 — Répartition des couleurs dans le parallélogramme de Shafer selon Klinker.

La répartition des couleurs dans le parallélogramme de Shafer n’est donc pas uniforme mais
suit une distribution similaire a celle représentée sur la figure 2.14. L’ensemble des couleurs d’un
diélectrique non homogene dans des régions non hautement éclairées peut donc étre décrit unique-
ment par le vecteur dﬁ ¢#. Dans le cas d’une zone de I'image hautement illuminée la composante
de ce vecteur sur C_"dz- #f reste constante (valeur mgs sur la figure 2.14) alors que les variations se
produisent sur le vecteur égpec. L’histogramme des couleurs d’un matériau a donc la forme d’un T’
renversé et légerement distordu. On peut également obtenir un histogramme en L si mgs est égal a
la valeur maximum mg,,q. sur ’'axe C_"di ¢#. Une étude de l'illumination d’un cylindre & amené Klin-
ker [94] & conclure que le seuil m4s ne pouvait se trouver que dans la seconde moitié de I'intervalle
des variations [0, Mgmaz]. Cette hypotheése confirmée par des expériences sur des images réelles
est appelée l’hypothese des 50% supérieurs. Nous appellerons respectivement les lignes définies par
Cdsz et mdSC’def + Cspec la ligne diffuse et la ligne spéculaire.

Cette modélisation de ’ensemble des couleurs d’un matériau nous permet d’interpréter I’en-
semble des couleurs du voisinage d’un point. En effet, étant donné un pixel de I'image et une
fenétre centrée sur celui-ci, I’ensemble des couleurs des pixels contenus dans cette fenétre peut
avoir une dimension 0, 1, 2 ou 3. On parlera donc de fenétre de dimension ¢ pour indiquer une
fenétre dans 'image telle que ’ensemble des couleurs des pixels contenus dans cette fenétre a dans
I’espace couleur choisi une dimension i. La dimension de cet ensemble de couleurs peut étre testée
en utilisant les valeurs propres de la matrice de covariance de ’ensemble de couleurs (section 3.2.2,
équation 3.2).

— dans le cas d’une fenétre de dimension 0, le point considéré ne peut se trouver que sur un

matériau avec une faible courbure ou sur une zone mal éclairée de ce méme matériau;

— dans le cas ou la fenétre a pour dimension 1, la couleur du pixel se trouve sur la ligne diffuse
ou sur la ligne spéculaire d’un matériau. La fenétre peut également inclure deux matériaux
de telle fagon que les couleurs de I'un deux sont situées sur la ligne diffuse alors que celles
de I'autre corresponde a un seul point de la ligne diffuse. Le fenétre intersecte alors une zone
plate ou peu éclairée du second matériau;

— si la fenétre a pour dimension 2 la fenétre est soit incluse dans un seul matériau avec les
lignes diffuse et spéculaire soit intersecte deux matériaux de telle fagon qu’une seule des deux
droites de chaque matériau est comprise dans la fenétre;
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— dans le cas de fenétre de dimension 3, le pixel peut se trouver :

— soit dans un seul matériau. La troisieme dimension est dans ce cas créée par le bruit
d’acquisition,

— soit a l'intersection de deux matériaux avec les deux droites diffuses et spéculaires pour
I’'un et une seule de ces droites pour l'autre,

— enfin la fenétre peut également avoir intersecté une frontiere entre au moins 3 matériaux.

Le cas ou le pixel est dans une fenétre de dimension 3 est évidemment celui pour lequel on a le
moins d’information. Il est toutefois remarquable de pouvoir faire de telles hypotheses a partir
d’une fenétre centrée sur un pixel.

Klinker [94] utilise cette classification pour décomposer 'image en matériaux. Schématiquement,
sa méthode de segmentation se déroule de la fagon suivante :

1.

décomposer 'image en fenétres et étiqueter chaque fenétre en fonction de la dimension de
I’ensemble couleur correspondant ;

fusionner les fenétres adjacentes de méme dimension si I’ensemble obtenu a la méme dimen-
sion ;
affiner la segmentation de toutes les régions de dimension 1 par une croissance de région lancée

au centre de la région. L’ensemble des couleurs de chaque région de dimension 1 correspond
alors & une ligne diffuse ou a une ligne spéculaire;

. fusionner des régions de dimension 1 entre elles si I’ensemble des couleurs obtenues a une

configuration en T' ou en L. Ces fusions sont contraintes par ’hypotheése des 50% supérieurs.
Les régions obtenues ont pour dimension 2 ;

lancer un algorithme de croissance de régions dans chaque région générée a 1’étape précédente.
Cet algorithme agrege a la région les pixels des régions de dimension 2 compatibles avec la
configuration des couleurs de la région initiale.

Notons que les pixels dont la fenétre associée a pour dimensions 0 et 3 ne sont pas directement
utilisés par 'algorithme. En effet I'information lie a ces pixels est difficilement exploitable et ces
pixels sont absorbés par les étapes de croissance de région dans des régions de dimension 1 ou 2.

La méthode présentée par Klinker utilise une approche ascendante. Healey [91] a présenté une
méthode comparable basée sur une approche descendante.

La méthode d’Healey néglige initialement la composante spéculaire des diélectriques inho-
mogenes. On a donc pour les métaux comme pour les diélectriques une équation de la forme :

Ir(\ z,y) = m(z,y)e(N)

oll m représente Mgpec pour les métaux et mg; sy pour les diélectriques (équation 2.20). De méme,
c représente Cgpe. pour les métaux et Cg;ry pour les diélectriques.

Etant données les fonctions de sensibilité (8i)icf1,2,3) de la caméra, le vecteur couleur C =
(C1,C4, C5) d’un pixel est donné par :

Vi e {1,2,3} C’i:/
A

m(z,y)e(N)s;(A)d\ = m(x,y)K; avec K; = /A o c(N)si(A)dA.

min

Amaz

min

Si nous notons par émat le vecteur (K1, K2, K3), la couleur é(m, y) d’un pixel est donc égale a :

— —

C(CB, y) = m(x7 y>cmat-
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L’ensemble des couleurs d’un matériau appartient donc a une droite de vecteur directeur Ch,q¢.
Si nous normalisons les coordonnées de chaque pixel par sa norme dans Lo (norme Euclidienne)
nous obtenons :

; M K; K;
Vie{1,23) — = Q(m’f) e
IC(z, )l V/mlz,y)? (KF + K3+ K3)  |IK]

Les coordonnées normalisées de la couleur d’un pixel sont donc indépendantes de la géométrie.
Notons qu’un résultat similaire aurait été obtenu en utilisant la norme L; (valeur absolue) plutdt
que la norme Ls. Toutefois, la norme Lo permet de définir une distance entre les droites qui ne
dépend que de 'angle formé par celles-ci. Inversement la norme L; conduit & la définition d’une
distance dépendant simultanément de ’angle entre les deux droites et de ’angle que forme une de
ces deux droites avec un des axes de coordonnée. La norme Lo est donc utilisée préférentiellement
a la norme L.

La segmentation d’une image se ramene donc a une reconnaissance de droites dans un espace
couleur ou a la reconnaissance d’un ensemble de distributions normales dans 1’espace normalisé par
Ls. C’est cette derniere option que choisi Healey. Un matériau m; est caractérisé par sa moyenne
ii; et sa matrice de covariance 3; (section 3.2.2, équation 3.2). La distribution des couleurs dans
le matériau est alors modélisée par la distribution normale N (ji;,¥;) définie par

p(é/mi) ! —3(C—ii)'s; " (C—fii)

=—— ¢
27/ 2w/ |54]

o~

N
La normalisation et effectué en considérant plutot la distribution N (fi;, ;) avec :

7. - P
;7; = —l_L,Z et Ez = 3
||Mi|\ HMH

Etant donnée la modélisation de chaque matériau, la classification d’une couleur C a un
matériau parmi N s’effectue en utilisant les fonctions suivantes basées sur la théorie de la décision
de Bayes [68] :

—

6:(8) = log(p(C /ms)) + log(pi)

N
ou C = ”g” et p; représente la probabilité qu'une couleur prise au hasard appartienne a m;.

Si nous supposons que tous les matériaux sont équitablement représentés, p; devient indépendant
de 7 et ’équation précédente peut se simplifier en :

6(C) = —(@ —Fys (@ - ) - Lrog(m. (2.24)

La couleur C est alors affectée au matériau i pour lequel 9i(C) est maximum.

Etant donnée cette méthode de classification, Healey commence par appliquer un opérateur
gradient sur les intensités de I'image. L’idée sous-jacente est de caractériser les zones correspondant
a un seul matériau comme des zones de faible gradient. Notons toutefois que cette supposition est
discutable. En effet, 'opérateur gradient va non seulement réagir a des changements de matériaux
mais également a de brusques changements de géométrie sur un objet composé d’un seul matériau.
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La présence de bruit dans 'image risque également de fournir de fortes valeurs de gradients pour
des zones composées d’un seul matériau. Inversement, un lissage de 'image afin d’atténuer le bruit
risque de diminuer la valeur du gradient sur des zones constituées de plusieurs matériaux.

A partir de 'image de gradient, Healey décompose I'image & 1’aide d’un quadtree [54] et initialise
une liste vide de matériaux. Tout noeud du quadtree couvrant une zone de 'image de faible gradient
est supposé composée d’un seul matériau. Healey calcule donc sa couleur moyenne normalisée :

7= |||M*|| avec =Y Clz,y)
K (z,y)ER

ou R représente la région couverte par le noeud du quadtree.

La moyenne _ﬂ) est alors comparée aux valeurs moyennes des N matériaux présents dans la liste
a laide de I’équation 2.24. Si la valeur maximum de g;(f1) est supérieure & un seuil T la région est
affectée a un des matériaux de la liste. Sinon Healey considere que la région est composée d’un
nouveau matériau et celui-ci est ajouté a la liste en utilisant les données de la région R.

La méthode de Healey segmente donc I'image en un ensemble de régions, tel que l’ensemble
des couleurs de chaque région décrit une droite dans ’espace de couleurs. Il convient ensuite de
fusionner les régions adjacentes composée d’un seul matériau telle que 'une des régions correspond
a la droite diffuse tandis que 'autre correspond a la droite spéculaire. Schématiquement, une fusion
est réalisée entre deux régions si :

1. Les couleurs des pixels de la région supposée correspondre a la ligne spéculaire ont des
composantes supérieures ou égales a celle de la région correspondant a la ligne diffuse.

2. Les droites des deux régions se coupent en un point vérifiant I’hypothese des 50% supérieurs
(Fig. 2.14).

La méthode de Healey repose donc sur une découpe récursive de I'image afin d’obtenir des
patchs de surface composés d’un seul matériau. Malgré 'approche différente de celle de Klinker,
ces deux méthodes sont basés sur les mémes idées de base :

1. Exprimer la réflectance d’un matériau comme un produit d’un terme dépendant de la géométrie
et d’un terme dépendant des longueurs d’ondes.

2. Utiliser cette modélisation pour décrire la structure de I’ensemble des couleurs d’un matériau.

Etant donnée une telle modélisation, I’algorithme de segmentation fusionne ou découpe des régions
en s’appuyant sur les modeles décrivant les matériaux. De nombreuses adaptations de ces algo-
rithmes ont été développées [93, 27, 96, 82, 173]. Toutefois, I'idée principale de ces algorithmes
repose généralement sur les deux points mentionnés précédemment et notre contribution a ce type
de méthode ne fait pas exception.

2.4.2 Notre contribution a la segmentation en matériaux

Notre contribution aux méthodes de segmentation en matériaux [110] est basée sur le modele
de Beckmann-Spizzichino (section 2.2.2). En effet, ce modele est plus particulierement congu pour
décrire la réflexion des métaux, principal objet de notre étude. Si nous reprenons l’expression de
lirradiance & entrée d’un capteur pour un métal parfait, nous avons (équations 2.7 et 2.8) :
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2 K 2 2 T_2 .
1 ﬁE‘}\# cos?(0;)e9 (COSZIEZ )pg + BlsDg o=z ) pour une surface lisse (g << 1)

€ cosb,
Iroo(za:%)‘) = (ﬁvﬁ)
2
| TE()? e\ R 0;)D? f 1
PAVACS Ca Pareer cos(6;) pour une surface rugueuse (g >> 1).
z

ot nous condensons dans la notation (x,y) 'ensemble des parametres géométriques du point (z, y).
Nous obtenons en négligeant g dans le cas d’une surface lisse :

2
i %E")E;\ ) cosQ(Gi)#p(z) P2 pour une surface lisse (g ~ 0)
— —v2 T2 "
Iroo (:Ea Y, )‘) - —

1 /EE.\N? Ky & z%h 0.) D2 f
2V e R cos(6;) pour une surface rugueuse (g >> 1).
(2.25)
Nous avons vu dans la section 2.2.2 que les équations de Beckmann pouvaient étre étendues a des
métaux non parfaits en multipliant 'irradiance par la moyenne du module du coefficient de Fresnel
< FF* > (0;,\) (équation 2.9). Toutefois, Healey & montré [93] que le coefficient de Fresnel pouvait
étre approximé dans le spectre visible par un produit de fonction < FF* > (0;, \) = F1(0;)Fa(N).
L’angle 6; étant une fonction de la position (z,y) du pixel nous avons :

Ir(\ z,y) = Fa(N) Fr(z, y)Ireo (2, y, A). (2.26)

1 A
Le seul terme dépendant de A dans Ir(\, z,y) est 5\/EE§ N fi\g ) (équation 2.25). On peut
€

donc exprimer 1’équation 2.26 de la facon suivante :

Ir(z,y, ) = G(z,y)p(N)p(N)

ol p(A) = 3/ZE3()) représente le flux d’énergie par unité de surface de I'onde incidente, p(\)
notre facteur d’atténuation de I’énergie réfléchie fonction de la longueur d’onde et G(x,y) notre
facteur d’atténuation géométrique. Notez que G(z,y) prend des valeurs différentes suivant le type
de la surface (g = 0 ou g >> 1). Nous nous retrouvons donc avec un systéme d’équations similaires
& ceux de Shafer et Healey (sections 2.2.5 et 2.4.1). Notre méthode de résolution sera toutefois
quelque peu différente en raison des contraintes spécifiques de notre application.

Si nous utilisons une caméra a réponse logarithme, le vecteur couleur = (C1,C4,C5) d’'un
pixel est déterminé par :

. Cl (ZL', y) = A + ’YEz (ZL', y) avec
Vi € {1,273} { El(x,y) — log(l + Enlow f)inmlix Si()\)II'(.’L‘7y, )\)d)\) (2.27)

ol
— (x,y) représente les coordonnées d’un pixel de I'image et C = (C1, Cq, C5) le vecteur couleur
du pixel dans l'espace RGB ;
— A et vy représentent respectivement le décalage («offset») et le gain de la caméra;
— Foir est irradiance minimum détectable ;
Ir(z,y, \) est irradiance incidente au capteur associée au pixel de coordonnées (z,y);
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— 51(A\), s2(N\) et s3(\) représentent respectivement la sensibilité spectrale de la caméra au

rouge, au vert et au bleu;

— Amin €t Amasz représentent les bornes d’intégration des capteurs de la caméra. Ces bornes

correspondent au spectre visible (section 2.3).
Notons que I’équation 2.27 nous a été fournie par le manuel du constructeur de la caméra.

Pour de fortes ou moyennes irradiances (et donc de fortes intensités de pixel), nous pouvons
approximer log(l + z) par log(z) dans I'équation 2.27. De méme, pour de faibles irradiances,
nous pouvons utiliser I'approximation log(1 + z) = x. Ces considérations permettent de simplifier
I'expression de E dans I’équation 2.27 en fonction de 'intensité :

noir min

Amaz
B = tog (G0 ) 1o ( / sm)w)p(x)w) (2.99)

Amaz
Brane(o) = G2 [ s0ep0nir (229)

min

pour tout ¢ dans {1,2,3}.

L’espace colorimétrique antagoniste Hy HyHs [20] est congu pour simuler le mécanisme d’op-
position des couleurs de la vision Humaine [19]. Cet espace se déduit de l'espace RGB par la
transformation :

3
H, % % % Ch A+ 300 Eiz,y)
H, |=( 1 -1 0 Cy | = 7(Erlz,y) — Exz,y)) . (2.30)
Hs —1 -1 Cs 7(Eg(gc,y)fw)

Notons qu’il existe de nombreux espaces antagonistes [74, 151, 171, 170]. Comme nous ver-
rons ultérieurement, tout espace antagoniste permettrait d’obtenir des résultats équivalents a ceux
obtenus dans ’espace HyHsHs. Le choix d’un I'espace antagoniste ne peut donc pas dans ce cas
s’appuyer sur une propriété spécifique a un de ces espaces puisque tous les espaces antagonistes
vérifieront la propriété recherchée. L’espace HyHoHs a été initialement congu [20] dans le cadre
de la quantification d’images (section 3.2). La propriété qui a déterminé notre choix est Vefficacité
du calcul de la transformation entre les espaces RGB et HiHsHs. Cette transformation travaille
en effet en coordonnée entieres et peut s’effectuer a ’aide d’additions, de décalages et d’une seule
division.

Si nous reprenons ’équation 2.28 et exprimons la couleur d’un pixel de forte ou moyenne
luminance dans l'espace HqHsHs, nous obtenons (équation 2.28) :

Amaz
[ semay
Hy(z,y) = ~log | —ogin
[ ey
Amin
Amas (2.31)
/ s3(\)B(\)p(\)dA
Hy(w,y) = 7log ——duu —
[ s [ sy

min Amin
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Nous obtenons de méme pour un pixel de faible luminance (équations 2.29 et 2.30) :

Amaa
(s1(2) = s2(A)p(A)p(A)dA
Hy(z,y) _ /A _ (2.32)

, Amax
Ha(z,y) L (500~ 500+ 200 ) b0

min

Notez que les équations 2.31 et 2.32 sont indépendantes de la géométrie de I'objet codé par
la fonction G(z,y). Donc dans le cas d’'une moyenne ou d’une forte luminance (équation 2.31),
I’ensemble des couleurs d’'un matériau doit se projeter en un seul point dans le plan Euclidien
Hs Hs. De méme, dans le cas d’une faible luminance I’ensemble des pixels d’un matériau décrit une
droite passant par 'origine dont la pente est définie par le rapport g—z

Notre algorithme de segmentation est basé sur la remarque précédente. Etant donné un ensemble
d’images pour lesquelles nous connaissons I’ensemble des matériaux devant intervenir :

1. Nous calculons la localisation du point de haute luminance dans le plan HoH3 a ’aide d’un
ensemble d’images tests composées d’'un seul matériau. Pour chaque image test, nous cal-
culons la moyenne des pixels de haute luminance. Les coordonnées finales du point sont
simplement définies comme la moyenne des coordonnées des points calculées sur les images
tests.

2. Pour les faibles luminances, la pente de la droite dans le plan Hy H3 est approximée en prenant
la moyenne du premier vecteur propre de la matrice de covariance de I’ensemble des pixels
de faible luminance sur chaque image test. La pente finale de la droite est approximée par la
moyenne des pentes obtenues sur les images tests.

Cette phase d’apprentissage nous permet de calculer ’ensemble des points de haute luminance
et les pentes de faible luminance pour chacun des matériaux devant apparaitre dans les images
a segmenter. La segmentation s’effectue a I'aide d’un seuil permettant de classifier les pixels de
hautes ou faible luminance. Les pixels de haute luminance sont affectés au matériau dont le point
de haute luminance dans I’espace Ho H3 est le plus proche tandis que les points de faible luminance
sont affectés au matériau dont la droite de faible luminance est la plus proche du point.

2.4.2.a Expériences

La figure 2.15 représente une segmentation d’une image de brasures par notre méthode. Cette
image est composée de 4 matériaux : I’étain pour la brasure, le cuivre pour le support, le plastique
entourant les cables et le papier composant le fond de 'image. Notre algorithme a été validé sur
20 images composées des méme matériaux.

Le vecteur directeur de la droite de faible luminance de chacun des matériaux est représenté
dans 'espace RGB sur la Table 2.3. La figure 2.15(c) représente un grossissement du rectangle
surimposé a la figure 2.15(a). Cette image est composée uniquement de deux matériaux (1’étain
et le cuivre). La projection des couleurs des pixels de la figure 2.15(c) dans le plan HyHj est
représentée sur la figure 2.15(d). On observe bien deux nuages de points distincts correspondant
aux deux matériaux.

On peut noter sur la figure 2.15(b) la présence de plusieurs pixels mal classifiés notamment sur
les cables (voir par exemples les cables 1 et 3 en partant de la droite) et les brasures. Ces erreurs
de classification se produisent pour les pixels de tres forte luminance et peuvent étre expliquées
par deux phénomenes :
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(a) Image originale (b) Image seg- (c) Gros- (d)  Projection
mentée sissement dans HoHs
de (a)

F1G. 2.15 — Segmentation d’une image de brasures. L’'image (c) représente un grossissement de
limage (a) sur une zone ne comportant que deux matériaux. L’image (d) représente la projection
de I'image (c) dans le plan HyHs.

Vx Vy Vz
Fond 1.00000 | 0.93693 | 0.90385
Etain 1.00000 | 0.96767 | 0.93836
Cuivre 0.96186 | 1.00000 | 0.91242
Cable plastique | 1.00000 | 0.90317 | 0.73708

TAB. 2.3 — Droites de faibles luminances dans I’espace RGB. Les vecteurs ont une norme égale a
1.
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1. ces pixels de tres haute luminance saturent les capteurs de la caméra ce qui produit un
décalage des couleurs;

2. ces pixels de haute luminance sont produits par le pic spéculaire qui renvoie le spectre incident
en le modifiant peu. Etant donné un illuminant blanc tous ces pixels apparaissent donc blancs
et sont par conséquent proches les uns des autres dans ’espace colorimétrique choisi et assez
peu classifiables par leur couleur.

Afin de remédier a ce type de probléeme, nous avons décidé de ne pas classifier les pixels dont
Iintensité dépasse un seuil fixé. Ces pixels non classifiés sont généralement assez dispersés dans
I'image. Nous les classifions donc dans une étape de correction en calculant pour chaque pixel
classifié un indice de confiance. L’indice que nous avons choisi est défini par :

—

di(C)

Conf(C) =1~ 4 &)+ 0@

€10,1]

ot d; (C) et dy(C) représentent les distances Euclidiennes de C' aux deux matériaux les plus proches.
Ces distances sont évaluées différemment selon Dintensité de C' (section 2.4.2).

Nous calculons ensuite pour chaque pixel non classifié, les matériaux présents dans son voisinage
8 connexe et I'indice moyen de confiance pour chaque matériau. Le pixel est classifié au matériau
de plus fort indice de confiance. Son indice de confiance est fixé a la valeur de confiance moyenne
de ce matériau dans le voisinage 8 connexe du pixel.

2.4.2.b Conclusions et perspectives

Notre méthode de segmentation est basée sur une expression de l'irradiance sur un capteur
sous forme d’un produit de deux termes, 'un dépendant uniquement de la géométrie de la scene,
lautre dépendant uniquement des longueurs d’ondes. En ce sens, notre méthode est similaire aux
méthodes basées sur les modeles de Shafer ou Healey [172, 93, 96, 91, 82, 92].

Toutefois, notre méthode s’appuie sur le modele de Beckmann (section 2.2.2) qui propose une
explication quantitative plutot que qualitative du phénomene de réflexion. Ceci nous permet de
mesurer plus précisément la liste des approximations nécessaires pour obtenir la séparation entre
la géométrie et les longueurs d’ondes. Outre les restrictions définissant le domaine de validité du
modele de Beckmann (section 2.2.2), la principale restriction faite par notre méthode est la dicho-
tomie des types de surface. En effet, nous ne nous intéressons qu’a des surfaces parfaitement lisses
(g = 0) ou rugueuses (g >> 1). Dans tous les cas intermédiaires, le second terme de I’équation 2.7
ne peut étre négligé et nous n’obtenons pas une expression de l'irradiance sous la forme d’un
produit de deux termes 'un dépendant de la géométrie et 'autre des longueurs d’ondes.

Ce type de restriction ne peut étre mis en évidence qu’en utilisant un modele quantitatif.
L’utilisation de modeles qualitatifs par Shafer et Healey peut expliquer une utilisation parfois un
peu abusive du bruit d’acquisition pour expliquer les déviations des données par rapport au modele.
Les limitations intrinseques du modele interviennent également dans la déviation des points par
rapport aux valeurs prévues.

Notons également que les influx nerveux transmis au cerveau ont une intensité proportionnelle
au log de l'irradiance de ’onde électromagnétique frappant les cones (récepteurs responsable de la
vision des couleurs). De plus, ces signaux qui codent initialement des intensités rouge, verte et bleu
sont transformés dans un espace d’opposition de couleurs proche de 'espace Hy HyH3 (figure 2.16).
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Cette caractéristique de la vision humaine pourrait donc s’expliquer comme un phénomene adap-
tatif 1ié a la structure de la lumiere réfléchie par les matériaux.

——— Tz} 5 B%}—Nzﬂ—»

Rouge-vertx Ho

- G
oI ey e

Jaune-bleu ~ H3

T B
i

Transmission du signal acquis,

Noir -Blancx Hy

Réponse spectrale Réponse neuronale

des pigments multiplexage neuronal des réponses

F1a. 2.16 — Un modéle simplifié des pré-traitements de la vision Humaine

2.5 Estimation de parametres

Les méthodes d’estimation de parametres consistent a déterminer les différentes constantes d’un
modele de réflexion. Ces parametres peuvent étre utilisés pour caractériser une surface ou pour
reconstruire celle-ci. En effet, si nous utilisons des modeles de réflexion physique les parametres
d’un modele peuvent étre reliés a des données physique du matériau telles que la rugosité ou le
coefficient de Fresnel. L’extraction de ces parametres peut donc servir comme premier diagnostic
d’un objet. De plus, la connaissance de ces parametres est indispensable a ’extraction des normales
de la surface & partir de l'intensité (section 2.6).

2.5.1 Estimation des parametres dans le modele Lambertien

Historiquement le modele Lambertien (section 2.2.1) est un des premiers a avoir été utilisé en
Vision [101]. Les premiers algorithmes d’estimation de parametres [104, 155, 156, 28, 157, 103, 205)
ont donc été congus pour ce modele. Le probleme peut se formuler ainsi :

Etant donné un repére (Ozyz) tel que z pointe vers la caméra, la direction % de la source
lumineuse est donnée par : k = (cos(7) sin(7y), sin(7) sin(y), cos(y)) olt 7 correspond & l’angle entre
la projection de ? dans le plan (Oxy) et le vecteur 7. Cet angle est appelé I'azimut de I'illuminant.

=
L’angle v correspond a 'angle entre k et 'axe z. L’angle 5 — « étant appelé I’élévation de k .

Le vecteur 7 normal & la surface z(z, y) peut de méme étre exprimé en fonction de son azimut
a et de langle (3 entre 71 et 'axe z : i = (cos(«) sin(f), sin(a) sin(f3), cos(B)). L’intensité d’un pixel
—
dans le modele Lambertien (section 2.2.1) est liée & k et 7 par :

I(a,f) = Kaismax(0,7.%)

= Kaisr max(0, cos(a — 7) sin(8) sin(y) + cos(8) cos(7y)) (2.33)
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Fi1c. 2.17 — Le angles v et 7 du vecteur k.

ot Kg;r5 est la constante du modele Lambertien.

L’estimation des parametres dans le cadre du modele Lambertien revient donc a déterminer
Kaifs, 7 et 7. Cette estimation est usuellement effectuée a I'aide des calculs statistiques sur les
intensités ou leurs dérivées. L’idée sous-jacente est que I'on ne peut extraire les parametres en
chaque point si 'on ne connait pas la valeur des angles « et 3. En revanche nous pouvons faire
des hypotheses raisonnables sur la distribution de « et § et calculer des moyennes ou des variances
pour obtenir des équations incluant ~, 7 et K4;rr mais indépendantes de la position des normales.

Un bon exemple d’un tel procédé nous est fournit par Zheng et Chelappa [205]. Ceux-ci estiment
que I’angle o de la normale 7 n’est soumis & aucune contrainte. En conséquence, il est libre de
varier entre 0 et 27 et sa densité de probabilité est égale a :

L’azimut § de la normale d’un objet est libre de varier entre 0 et 7, toutefois seuls seront
visibles les points dont la normale pointe sur la caméra. Nous ne travaillerons donc que sur des
valeurs de 3 comprises entre 0 et 3. Il nous faut donc estimer la densité de points projetés sur
I'image dont I'azimut est égal & 3 € [0, 7]. Une telle distribution dépend bien entendu du type de
surface considérée. Toutefois, Zheng et Chelappa estiment la densité de probabilité de § a partir
de la longueur de la projection de la normale sur le plan image : cos(5). L’idée sous-jacente étant
que des points possédant un grande projection sont plus visibles par la caméra que des points de
faible projection. Ces points seront donc plus nombreux a étre projetés et auront une fréquence
plus importante. La densité de probabilité de § est donc fixée a :

f3 = cos(f).

Les angles a et 3 étanta priori indépendants, la densité de probabilité codant 'orientation de
la normale est donnée par :

fas = % cos().

L’image peut donc étre considérée comme un tirage de variables aléatoires «, 8 produisant une
intensité I(«, 8) (équation 2.33). La moyenne des intensités est donc donnée par :

I = 027r fog I(O"T/rg)fa,ﬁ(oé, B)dadf
Kairs J"OQW Jo? (cos(ar — 7) sin(3) sin(7) + cos(B) cos(7)) fa,p(c, B)dadp.
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Puisque nous sommons sur « et 3, le terme :

/O 7 /05 (cos(a — 7) sin(B) sin(y) + cos(B) cos(Y)) fa,5(c, B)dads

ne dépend a priori que de v et 7. De plus, on peut facilement vérifier que :

27
/ cos(aw — T)da = 0.
0

L’influence de 7 disparait donc de l'intégrale et I peut se définir comme :

I =Kaifrg1(7)

ou g1 ne dépend que de 7.
De méme, on peut montrer que :

_ 2 z I 2
I2 = Kaifs°g2(7) avec ga(7) :/O /0 ( I((jfﬁf)) fa,p(a, B)dadp.

L’angle v peut donc étre déterminé en résolvant I’équation :

93(7):7“(]1(7) = ! :
g2(77) 2

Etant donné ~ les équations donnant T et I2 en fonction de Kg; tf et v nous fournissent deux
estimations de Kg;7f. Ces deux estimations sont combinées par une simple moyenne donnant :

Kaify = m <791(7) +y ﬁgz(V)) .

Une méthode similaire a été également proposée antérieurement par Lee et Rosenfeld [104] en
se basant sur une modélisation de chaque patch de surface par une sphere. Ceci leur permet de
modéliser la distribution des angles av et 3 décrivant 7 par :

1
fag = o sin(203).

L’estimation de v et Kg;sf est ensuite réalisée par une méthode similaire a celle développée
ultérieurement par Zheng et Chellapa.

Zheng et Chellapa proposent dans le méme article [205] une méthode similaire & celle de Pent-
land [155] qui permet d’estimer 'azimut 7 de l'illuminant & aide de moyennes et de variances des
dérivées directionelles de 'image.

Zheng et Chellapa proposent également une alternative élégante a cette derniere méthode basée
sur les contours de 'objet a estimer. En effet, la normale aux points du contour d’un objet a un
angle § proche de 3 que I'on peut supposer constant. De plus I’angle « de la normale peut étre
approximé pour ces pixels par la normale au contour de ’objet dans 'image. Le principal probleme
dans I'estimation des parametres est I’absence d’information sur la normale. En étudiant des pixels
pour lesquels on peut avoir une bonne estimation de celle-ci Zheng et Chellapa tournent de fagon
élégante cette difficulté.
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2.5.2 Estimation des parametres avec une connaissance a priori des nor-
males

Le calcul des parametres pour le modele Lambertien est relativement aisé dans le mesure ou ce
modele est défini par une seule constante Kg;5 et un seul parametre géométrique 6 codant I’angle
entre 7 et la direction de l'illuminant k. Le probleme est toutefois plus complexe si ’on utilise des
modeles plus complets tels que le modele de Nayar (section 2.2.4).

TIkeuchi [111] propose une méthode d’estimation des parametres & partir d’une image des inten-
sités et d’'une image des normales obtenues & partir de mesures laser. Ikeuchi utilise une version
simplifiée du modele de Nayar, qui n’inclut pas le pic spéculaire. L’intensité d’un pixel I(x,y) est
donc donnée par (équation 2.15) :

G eew _—
s TR si6€00,21,0 .
o502 7)) si [ 2] sinon

I(x,y) = Kaig s cos(i(z,y)) +
La composante Lambertienne de ce modele peut également se définir par :
Liam (z,y) = Kaipy max (0, cos(6;(x,y))) = Kaifr max (0, 7i(x, y)E) = max(0, 7i(z, y)ff)

ol k est le vecteur de Iilluminant de norme 1 dirigé vers la source (figure 2.17) et K =Ku ¥ fE. Le
vecteur k correspond donc & —k; sur la figure 2.6(a).

Connaissant les normales Ikeuchi obtient une premiere estimation de Kg;yry et k en minimisant
sur ’ensemble de 'image :

Z L(z,y) = (Kena(z,y) + Kyny(z,y) + Ken(z, y))]2

ou K = (K, Ky, K.).

Cette premiere estimation n’est évidemment pas précise en raison des zones spéculaires de
I'image. Elle permet toutefois de déterminer les pixels se situant dans des zones non spéculaires a
I’aide d’un seuil th. Ikeuchi considere qu’un pixel satisfaisant le test :

a une intensité raisonnablement bien approximée par la composante Lambertienne. Il applique
donc & nouveau le processus de minimisation sur les pixels ainsi sélectionnés afin d’obtenir une
meilleure estimation du vecteur K. Ce processus est itéré jusqu’a convergence. Etant donné le
vecteur K , Kaigyr et k se déduisent par :

{Ifdiff = Il
"
%]

o~

=

Etant donnée la constante Kg; 7t et le vecteur I;:, on peut supprimer la composante Lambertienne
en créant 'image : .
d(z,y) = I(z,y) — Kairs max(0, k.ii(z,y)) Vz,y

ce qui nous donne une image de la composante spéculaire.
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Notons que les vecteurs E, k_,: et 77 étant connus, nous pouvouns calculer 'angle «(x, y) entre 7@ et
la bissectrice 7 de k, et k (figure 2.6(b)). On peut donc sélectionner les pixels tels que a(z,y) =~ 0

pour lesquels :
C _ ol C
d(z,y) = S RS 7 RPN L B
cos(f,(x,y)) cos(0,(x,y))
Connaissant k_; et 7(x, y), nous pouvons calculer 6, (z,y) et avoir donc une premiere estimation de
Cis. Le parametre o, est alors estimé a partir de C;s en minimisant sur 'image d la quantité :

o*(z,y)]”

5= [lgt(e.) + Iog(cos(or (e, )~ log(Cue) + {52 (2.34)

T,y a

La valeur de C;s peut étre affinée a partir de I’estimation de o, en minimisant :
2 2
o]} _ 2@y

d - 203 . 2.35
O (23)

x,Y

Cette meilleure estimation de C;s nous permet d’obtenir par 1’équation 2.34 une meilleure esti-
mation de o, qui nous donne a son tour une meilleure estimation de Cjs. Les deux processus de
minimisation sont itérés jusqu’a convergence.

Notons que la méthode proposée par Ikeuchi repose sur une connaissance a priori des normales
de la surface. Or bien souvent l’estimation des parametres n’est qu'une étape intermédiaire pour
retrouver les normales. Le probleme est donc ici légerement biaisé. De plus, des expériences menées
en collaboration avec le laboratoire PRIP a Vienne nous ont montré que la technologie laser
préconisée par Ikeuchi pour retrouver les normales fonctionne tres mal sur des objets métalliques.
En effet, 'aspect spéculaire de telles surfaces ne permet pas un retour d’une quantité suffisante
d’énergie sur le capteur pour obtenir des informations fiables.

2.5.3 Estimation de parametres a partir de plusieurs acquisitions

Si nous nous référons au modele de Nayar, I'intensité d’un pixel est donnée par I’équation :

Cls

I=Kg 0;
aif g €08(0:) + cos(0;)

_ a2 ™
e 275 +Kpsd(0; — 0,)0(¢y) si 6; € [0, 5], 0 sinon
L’intensité de chaque pixel est donc déterminée par 8 parametres (Kg;f s, Cis, Kps, 0a, 05, 05, c, 10r)
et il est évident que sans hypotheses simplificatrices 'obtention simultanée des normales et des
parametres de la surface ne peut se faire avec une seule acquisition. L’obtention simultanée de
plusieurs acquisitions pour chaque pixel peut schématiquement s’obtenir de trois manieres :

1. Déplacer la source lumineuse,
2. Déplacer la caméra,
3. Déplacer 'objet.

Les techniques utilisant plusieurs sources lumineuses sont connues sous le nom de Reconstruc-
tion par plusieurs illuminants (“Shape from photometric sampling”) [180, 179, 181, 118]. Les
techniques basées sur plusieurs caméras ou sur le déplacement d’une caméra sont appelées des
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techniques de Reconstruction par Stéréovision [144, 143, 185, 140], dans le cas de deux vues ou
de Reconstruction par déplacement de caméra (“Shape from motion”) [73, 88] pour une séquence
continue d’images. Les techniques consistant a déplacer ’objet sont assez variées et comprennent
notamment les techniques de Reconstruction & partir de la silhouette [186].

Les méthodes de reconstruction a partir d’'un déplacement de ’objet ou d’un déplacement de
la caméra ne passent généralement pas par une estimation des parametres d’'un modele physique.
Aussi nous ne nous intéresserons dans la suite de cette section qu’aux techniques de Reconstruction
par plusieurs illuminants et par photo-géomeétrie.

Les techniques utilisant plusieurs illuminants sont basées sur la prise de plusieurs acquisitions
d’un méme pixel en déplacent l'illuminant. Le montage généralement utilisé dans ce type de tech-
niques est décrit dans la figure 2.18. La position de la source est décrite par les deux angles 6; et
1; tandis que la caméra reste fixe dans 'alignement de l'axe Z.
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F1a. 2.18 — Montage expérimental généralement utilisé pour prendre plusieurs acquisitions

L’objectif de ce type de méthode est donc de prendre plusieurs acquisitions et de reconstruire la
surface a partir de celles ci. Deux questions émergent immédiatement dans ce type de méthodes :

1. Existe t’il un nombre minimal d’acquisitions permettant de déterminer de maniere unique
I’ensemble des parametres?

2. Etant donné un certain nombre d’acquisitions, quel est le meilleur placement des sources
lumineuses permettant d’effectuer ’estimation ?

La réponse a la premiére question a été apportée par Tagare [180] qui a montré, en utilisant
un modele de réflexion qui inclut les modeles Lambertien et celui de Nayar que la fonction de
réflectance pouvait étre inversée si chaque point est éclairé par au moins 3 sources lumineuses de
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méme angle 6 et avec des angles ¢; vérifiant :

Y1 =0et ™ >y =—¢3 > 0.

Tagare montre également que nous pouvons assurer que chaque point de la surface est éclairé par
au moins 3 sources lumineuses en prenant 6 sources.

Ce résultat ne concerne toutefois que l’existence d’une solution. Il peut en effet exister des
configurations de sources lumineuses telles que le systéme d’équations induit par I'inversion de la
fonction de réflectance soit mal conditionné. Dans ce cas on est incapable de trouver la solution
méme si celle-ci est théoriquement unique.

Cette mésaventure est arrivée & Tagare [179] un an plus tard lorsqu’il a voulu effectuer effecti-
vement 'inversion en utilisant 8 sources lumineuses de méme angle 8 et d’angles 1) uniformément
répartis sur [0, 27[. L’angle # étant constant, 'intensité d’un pixel n’est plus fonction que de 'angle
1 (figure 2.18). Sa méthode basée sur une décomposition en série de Fourier de I(1)) conduit & une
matrice mal conditionnée avec des vecteurs colonnes extrémement proches. La méthode est donc
extrémement sensible au bruit et non utilisable sans une contrainte de régularisation.

Ce probleme a été repris par Kay [118] qui a analysé exhaustivement les facteurs pouvant
conduire & un probleme mal conditionné. Le modele de réflexion utilisé par Kay est basé sur le
modele de Nayar (équation 2.14) :

2

_a? o2
I; = Kgify max (0,cos(6;)) + Kise 203 4 Kpse 2072

2
ot le terme e~ 3072 correspond & la double fonction de Dirac de Nayar. On a donc ¢’ << o,.

Le probleme peut se formaliser ainsi, la fonction de réflectance f(z;, 3) est paramétrée par un
vecteur de variables z; et un vecteur de parametres 3. Le vecteur z; peut correspondre a 6;,1; ou
a tout vecteur déduit de 0;,1;. Le vecteur 3 est fonction de tous les parametres de notre modele
de réflexion et ne dépend pas de 6;,1;. Il dépend en revanche de Kairr, Kis, Kps, 0a, 07, 05 €t 1y,.
Etant données n acquisitions, le probleme se ramene donc a trouver le vecteur 4 qui minimise :

Z fzi,8)%.

Kay utilise pour cela la méthode de Gauss-Newton qui utilise des approximations linéaires pour
améliorer itérativement (3 a partir d’une estimation initiale. Etant donnée une estimation initiale
des parametres 3°, la valeur de f(z;,3) est approximée en utilisant la formule de Taylor :

F(z8) = f(z0,8%) +Z — B3 (i 8°) (2.36)

ol m est le nombre de parametres.
Le but de la méthode est de trouver les parametres décrivant au mieux les intensités observées
donc de minimiser la norme du résidu

r(zi,0) = I = f(z,0)

ou I = (I1,...,1,) est le vecteur des n observations et f(z,08) = (f(21,0),-.., f(zn,0)) est le
vecteur des n prédictions en fonction des parametres (.
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Nous obtenons par 1’équation 2.36 :
T(Zivﬂ) =1- f(Z,/B) = I*f(Z,ﬂ()) - V05 = TO - V05

ot V0 est la matrice n x m de coefficients v; ; = g—g(zi,ﬁo) et § et le m x 1 vecteur (3 — 3%).
j

La minimisation de 7(2;,3) est donc équivalente & la minimisation de la norme de r° — V4.
Kay propose une résolution de ce systeme a ’aide d’une décomposition en valeurs singulieres qui
consiste & exprimer V° sous la forme d’un produit de 3 matrices :

VO =UDA

ou U et A sont des matrices orthogonales (U'U = A'A = Id) de tailles respectives n x m et m x m
et D une matrice diagonale de taille m x m de valeurs positives sur la diagonale. Le vecteur &
s’obtient alors par

§=A'D U,

Le principal intérét de cette décomposition est qu’elle permet de tester si le systeme est bien
conditionné. En effet, si (d;);e1,....m} représente les valeurs de la diagonale de D, le rapport :

o — max;=i,...m dj
min;—1,...m d;

mesure le mauvais conditionnement de la matrice V9. Des expériences menées par Belsley [9)]
suggerent qu’'une valeur de x supérieure a 30 peuvent poser des problemes de résolution.

La détermination de conditions optimales d’éclairement peut donc se formuler ainsi. Etant
donné un ensemble de parametres possibles P et un ensemble de conditions d’acquisitions A
déterminer I’élément A € A qui maximise le nombre de cas ou K < 30 sur toutes les scénes
possibles avec tous les parametres 0 € P. Le probleme formulé ainsi est encore trop général
pour étre résolu, toutefois Kay considere un sous ensemble finis .4¢ mais représentatif de condi-
tions d’acquisition. Il suppose notamment que pour chaque angle 6; nous disposons de g; illumi-
nants régulierement répartis sur | — m, 7. Une acquisition A € Ay est donc définie par un en-
semble de couples {(01,q1), ... (0n,q,)}. Kay définit également un sous ensemble fini et également
représentatif Py de ’ensemble des parametres et fixe pour chaque condition d’acquisition, la nor-
male a la surface de telle fagon qu’elle induise un maximum de difficultés dans la résolution du
systeme. Kay définit alors la fonction :

Lo Ap — Ry 1 sik<30
A 7fpffw(ﬂl;2)dﬂ avec ¥, 4) = { 0 sir>30.
Pf

La fonction I' compte donc la proportion de parametres pour lesquels le systeme est bien condi-
tionné. Les conditions d’acquisitions optimum sont donc celles qui maximisent I'. Intuitivement, les
meilleures conditions d’acquisitions sont obtenues avec un nombre maximum d’illuminants. Afin
d’éviter une “explosion” du nombre d’illuminants Kay maximise la fonction :

Pooy(B) = —— 3 T(4)

VR S
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ou N (k) C Ay est le nombre de conditions d’acquisition comportant k illuminants.

Cette derniere formule permet d’obtenir une mesure des performances moyennes du systeme
pour des acquisitions comportant k illuminants.

Kay constate que I'y,y reste approximativement constant au dela de 55 illuminants. Il décide
donc d’utiliser 55 illuminants et effectue une évaluation exhaustive de I' sur les domaines fi-
nis N'(55) et Py. Ceci lui permet de déterminer la meilleure condition d’acquisition définie par
{(15°,3),(20°,13),(25°,9), (30°,30)}. Ce qui nous fait au total 55 positions d’illuminants avec 4
valeurs différentes de 6;. De tels chiffres sont tres éloignés des 3 illuminants initialement suggérés
par Tagare [180].

Notons que la maximisation de I' minimise la proportion de pixels pour lesquels la matrice
V0 est mal conditionnée sans toutefois exclure de tels cas. Il faut par exemple un total de 240
illuminants & Kay pour obtenir une valeur maximum de I' de l'ordre de 74%. Ce nombre sera
certainement plus faible pour 55 illuminants. Kay évalue donc les conditions qui peuvent conduire
a un mauvais conditionnement du systeme et modifie la méthode de résolution lorsque cela est
possible. Les principaux cas pouvant se produire lors de I'extraction des parametres sont :

1. un nombre insuffisant de données. La normale au point est telle que la plupart des inten-
sités sont proches de 0. Dans ce cas le probleme est insoluble sans changer les conditions
d’acquisition ;

2. les donnés sont extrémement similaires. Ce cas ce produit si 8, =~ 0, dans ce cas l'inten-
sité devient approximativement indépendante de 1’angle v; de l'illuminant. Ce qui dans le
cas de notre acquisition idéale nous ramene a uniquement 4 valeurs d’intensités différentes
correspondant aux 4 valeurs de 6; ;

3. les constantes K;; et K,s du modele sont approximativement nulles. Ceci va nous donner un
modele sur-paramétrisé puisque les valeurs de o, et ¢’ n’ont dans ce cas aucune influence
sur les intensités. Il faut donc utiliser un modele uniquement Lambertien ;

4. si la surface est rugueuse, le terme codant le pic spéculaire est négligeable (section 2.2.2).
2

On peut donc poser K5 = 0. De plus, le parametre o, est important et e 2734 peut étre
2
(]

202"

conduirait & une sur paramétrisation du probleme;

approximé par 1 — Cette approximation fait disparaitre un parametre qui sans cela

5. le pixel est essentiellement spéculaire. On a donc dans ce cas Kg;7f ~ 0. Le modele le plus

adéquat est donc un modele comportant le lobe spéculaire et le pic spéculaire;

6. le pixel ne comporte qu'un lobe spéculaire. On restreint dans ce cas le modele en posant

Kairr = Kps = 03

7. le modele est complet et tous les parametres significatifs.

Notons que dans les cas 1 et 2 nous ne pouvons rien faire si ce n’est constater 'insuffisance
de données. En revanche dans les cas 3 & 7 le mauvais conditionnement de la matrice V° peut
étre résolu en utilisant le modele approprié. Kay utilise une méthode définie par Gallat [83] pour
comparer les modeles et sélectionner celui qui correspond le mieux aux observations.

Notons que la méthode de Kay est extrémement cotuteuse puisqu’elle exige d’appliquer pour
chaque pixel :

1. la résolution de plusieurs systémes pour déterminer le meilleur modele ;

2. une résolution compleéte pour le modele sélectionné.
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A titre d’exemple, la méthode de Kay exige 7 heures de temps de calculs sur une image de
115 x 150 pixels avec un PC 486 a 33M z. L’utilisation d’une machine plus évoluée et d’optimi-
sations conseillées par Kay pourraient sans doute ramener ces temps de calculs en dessous de 1
heure. On reste toutefois bien au-dessus de temps proche de la seconde exigés dans le cadre d’un
controle industriel. Malgré ces temps de calculs prohibitifs cette méthode est toutefois une des
méthodes les plus completes d’estimation des parametres par déplacement d’illuminants qu’il m’ai
été donné d’étudier. De plus nous avons repris certaines des idées de Kay en les adaptant a notre
problématique. Nous avons notamment repris I'idée qu’un modele complet comme celui de Nayar
pouvait ne pas étre adéquat pour décrire I’ensemble des pixels d’une image. Nous avons également
repris la notion de résolution par pelage utilisée par Kay [118] et Tagare [179]. Intuitivement, Iidée
est de déterminer un des parametres de ’équation indépendamment des autres. Ce parametre, une
fois obtenu permet d’obtenir un second parametre puis un troisieme jusqu’a ’obtention de l'en-
semble des parametres. Dans le cas des méthodes de Kay et Tagare le premier parametre recherché
est I’angle 1, entre la projection de la normale sur le plan Oxy et 'axe x.

2.5.4 Notre contribution a I’estimation de parametres

L’application que nous avons développée se place dans le cadre d’un controéle industriel de pieces
manufacturées métalliques. L’aspect métallique des pieces a controler nous interdit d’utiliser le
modele Lambertien qui ne rend pas compte de l'aspect spéculaire de telles surfaces. Nous avons
donc opté pour le modele de Nayar (section 2.2.4) qui permet de décrire le phénomene de réflexion
sur de telles surfaces. Nous avons toutefois négligé le pic spéculaire dans un premier temps. Le
modele est donc défini pour un observateur variable par (équation 2.15) :

Cls
cos(6,)

2
_a® T

I =XKagisscos(0;) + e 2% si6; €0, 5], 0 sinon.

Les méthodes d’estimation des parameétres basées sur des modeles physiques (section 2.5.3) utilisent
généralement un nombre important d’illuminants et ne font aucune supposition sur les valeurs des
constantes du modele. Du fait de leur généralité ces méthodes réclament souvent un protocole
expérimental assez complexe (déplacer I'illuminant avec deux axes de liberté), un temps d’acquisi-
tion assez long du fait du nombre important d’images & acquérir (une pour chaque illuminant) et
des temps calculs souvent trop longs pour une application industrielle.

Notre estimation des parametres devra donc faire un certain nombre d’hypotheéses afin de
simplifier le probléme et obtenir une méthode d’acquisition plus simple et des temps de calculs
proches de la seconde (voir section 2.1).

Afin de réaliser ces objectifs nous allons supposer que :

1. les conditions d’acquisition (direction de l'illuminant et de 'observateur) sont parfaitements

connues par le protocole d’acquisition et ne font donc pas partie des parameétres a estimer ;

2. Iimage est décomposée en matériaux. Une telle décomposition peut s’obtenir & partir d’al-

gorithmes de segmentation en matériaux (section 2.4);

3. dans chaque région le matériau est supposé optiquement uniforme. Ceci signifie que les valeurs

de Kg;rf,Cis et 0, sont supposées constantes dans chaque région ;

4. le maximum d’intensité se produit pour le pic spéculaire. Une telle supposition est raisonnable

dans le cas de matériaux métalliques pour lesquels le lobe spéculaire prédomine la composante
Lambertienne ;
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5. les matériaux sont supposés non rugueux (ziz % 1).
[e3

Le principal obstacle a ’estimation des constantes d’un modele tel que celui de Nayar est que
Iintensité de chaque pixel est une combinaison des composantes Lambertienne et Spéculaires. Les
méthodes basées sur de multiples acquisitions résolvent généralement ce probléme en prenant un
nombre important d’acquisitions. L’approche que nous avons privilégiée est basée sur les hypotheses
précédentes et consiste a se placer dans des zones de 'image ou l'on peut faire des hypotheses
raisonnables sur les composantes Lambertienne et spéculaire.

2.5.4.a Estimation de Kg;;y

L’estimation de la constante Kg;fy du modele Lambertien est effectuée en se placant dans une
zone de I'image ol nous pouvons légitimement supposer 'influence du lobe spéculaire négligeable.
La localisation de ces zones est basée sur les hypotheses 4 et 5 définissant le cadre de notre méthode :

1. Les maxima d’intensités dans I'image sont supposés correspondre aux maxima du lobe spéculaire,
2. Le lobe spéculaire décroit rapidement autour de chaque maxima.
Nous pouvons donc légitimement supposer que les zones ou le lobe spéculaire est non négligeable
se situent autour des zones de fortes intensités. Inversement, les zones de faibles intensités corres-

pondent a des zones essentiellement Lambertiennes. Etant donnée une image I; on aura donc dans
ces zones :

11(j) = Kaig  max (0, cos(6:(7)))

ou j représente I'indice du pixel.
Nous fixons un seuil 7 et sélectionnons I’ensemble des pixels tels que :

0 < I1(j) = Kairs max (0,cos(0;(5))) <n

La sélection d’un ensemble de pixels tels que I1(j) > 0 nous permet de garantir qu’en chacun des
points sélectionnés 0; (j) < . De plus 7 étant supposé proche de 0, la contrainte I1(j) < 7 impose
a l'angle 0} d’étre proche de I sans l'atteindre.

Les contraintes précédentes sur I'angle 0;(j) peuvent étre explicitées en posant 0} (j) = & — ¢,
avec €; > 0. On obtient alors :

. . . ™ .
I (j) = Kgifr max(0, Cos(Hi1 (1)) = Kaisy 005(91-1(3)) = Ky;sy cos (5 — ej) = Kyisrsin(e;) (2.37)

pour tout pixel sélectionné.
Si{1,...,n} désigne I'ensemble des indices de pixels sélectionnés on obtient :

il
Kairs

Aucune autre contrainte n’étant imposée a €;, nous supposons que €; a une distribution uniforme

sur |0, arcsin(Kd"_ff )[. Sa fonction de densité de probabilité est donc définie par :
13

. U
avec k = arcsin .
<Kdiff )

Vie{l,...,n} 0<sin(e;) < 1 e € }O,arcsin(
Kairs

fe : ]ka[

—
€ —

[0,1]

1
k
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Nous utilisons alors une méthode similaire & celle de Zheng [205] (section 2.5.1) et estimons I'in-
tensité moyenne de notre échantillon par :

k

k 1
I € d:Kz —sin d:I
| R ferde = Kugy [ Lsin(e)de =T

ou I; représente la valeur moyenne de I; sur notre échantillon de n valeurs.
Nous avons donc :

k k
1 tan(s —
Kdiff/ E sin(e)de = %H(Q) = Il,
0

ce qui nous donne :

La fonction % étant strictement croissante pour x > 0, il existe une seule valeur ky vérifiant
Pégalité ci-dessus. On en déduit alors Kg;¢r par Kgifr = m

Nous verrons dans les sections suivantes que 1'utilisation de plusieurs illuminants est nécessaire
pour 'estimation des constantes C;s et 0,. On peut donc profiter de ces illuminants pour obtenir
plusieurs estimations de Kg;7¢. Un fagon simple d’utiliser ces différents illuminants est d’appliquer
la méthode précédente pour chaque acquisition est de combiner les différentes estimations. Toutefois
la combinaison de plusieurs estimations implique de pouvoir affecter un poids ou un coefficient de
confiance a chaque estimation.

La principale hypotheése que nous avons faite pour calculer Kg;¢5 est la supposition que € suit
une loi uniforme. Or nous avons pour chacun des pixels sélectionnés :

I (j) = Kaify sin(e;)

avec €; proche de 0.

On a donc I1 = Kgrre; et si €; suit une loi uniforme I; doit suivre la méme loi. Notre
supposition que € suit une loi uniforme peut donc étre testée en vérifiant que les n échantillons de
I, suivent une loi uniforme sur |0, n[. Si nous subdivisons 'intervalle ]0,n[ en p sous intervalles et
calculons le nombre f°*(7) d’échantillons parmi n qui appartiennent au O intervalle de 10, n[

nous devrions avoir : n

Vie{l,...,p} f°°(i) =

3|

On peut montrer [48] que la variable :
(2.38)

suit la loi du x2 avec p — 1 degrés de libertés ce qui permet de faire des tests statistiques indiquant
avec quelle marge d’erreur nous pouvons supposer que I; suit une loi uniforme. Plus exactement, on
suppose que I; suit une loi uniforme avec un seuil de signification « si x < Xi,p—l' Toutefois, dans
le cadre d’une combinaisons de plusieurs estimations nous sommes plus intéressés par un indicateur
continu que par une réponse booléenne. Cet opérateur continu nous est fourni par 'inverse de la
variable x.
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Etant données g acquisitions nous calculons donc ¢ estimations de Kg;rr @ Kaif fl, oo Kaipp?
et appliquons pour chaque estimation ’équation 2.38 qui nous fournit ¢ indicateurs de confiance
X1, Xy ' L'estimation finale de Kg;ss est donnée par :

S xi Kaig s

Kaifs = 7
i=1 g

J’ai également montré avec Laurent Hussenet [109] que Ky, pouvait étre directement obtenu
en utilisant conjointement les informations de 2 acquisitions. Etant données deux acquisitions Iy
et I, telles que 'angle entre les deux illuminants est égal & § nous sélectionnons n échantillons tels
que :

15(j) = cos(B) 11 (5)
sin(3)

Cette sélection peut donc se voir comme un filtre supplémentaire a la sélection précédente dans
lequel on impose la condition :/ > 0. Le coefficient Kg;¢¢ s’obtient alors par :

Vie{l,...,n} {8 z ?(‘SJ))<77 avec I(j) =

Kaiff = —F~

ot1 I est la moyenne de I(j) sur nos n échantillons.
Le coeflicient de confiance d’une telle estimation est toutefois plus délicat a estimer pour ce
type de méthode.

2.5.4.b Estimation de Cj; et o,

Comme nous l'avons vu (section 2.5.4.a), 'estimation de Kg; s peut se faire & partir d’une seule
acquisition ou de plusieurs acquisitions indépendantes. Toutefois, I’estimation de C;s et o, va nous
amener a utiliser simultanément des images de plusieurs acquisitions. Il nous faut donc préciser
notre protocole d’acquisition et le repere dans lequel on se place.

Le protocole d’acquisition est constitué de n sources lumineuses coplanaires (figure 2.19).
Chaque source lumineuse est défini par un vecteur k; faisant un angle ; avec la verticale. La
caméra est dans ’axe vertical défini par 'axe Z.

Le repeére est choisi de telle facon que I'axe Z coincide avec le vecteur d’observation k:_; L’axe X
est dans le plan de la caméra et des sources lumineuses et est choisi de telle fagon que les vecteurs
k?; alent une projection positive sur axe X (figure 2.19).

Nous avons donc dans ce repere :

B 0 . sin(7y;)
k.= 0 | etVie{l,...,n} k; = 0
1 cos(7;)

Le vecteur normal 77 s’exprime quand & lui en fonction de son angle 6 avec 'axe Z et de son
angle ¢ avec le plan (Ozz) :
sin(f) cos(v)
sin(0) sin(v))

cos(0)

St
Il
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Z
71
Y2
R 3
Ky
K
ks

X

F1a. 2.19 — Notre protocole d’acquisition

L’intensité d’un pixel dans le modele de Nayar est donnée par :

2
Cls Sy
—F€

I(77) = Ky , 202
(1) = Kaiys cos(0;) + os(0)

Pour une position d’illuminant -;, 'intensité est donc déterminée par les trois angles (6;, 6, cv).
Or un angle vy; étant fixé les angles 6;, 6, et a ne sont fonctions que de la position de la normale
définie par les angles 6 et 1. Afin d’éliminer les variables liées dans la formule de Nayar nous
avons exprimé 'intensité d’un pixel directement en fonction de 6 et ¥ et montré [109] que sous

. . 2 A\ . ’ 7 . .
I'approximation cos(a) =~ 1 — -, le modele de Nayar pouvait se réécrire de la fagon suivante :

_ (- v
L0,0) = —Cts iz (1 Bepectt6.3)

K 7 As ec lvav 7
Aspec(laeao) + dif f /4 ( ’Y)

avec [ = siHQ(%) €10,1] et

Agpec : R? - R
(1,0,7) — lcos(0+~)+ (1 —1)cos(f —)

ou 0 représente ’angle entre la normale et 'axe Z.

Notons que des valeurs de [ égales & 0 ou 1 correspondent au cas ol 7 est dans le plan (Ozx)
alors que | = % correspond au cas ou 71 est orthogonal & ce plan.

Outre la disparition de variables liées, cette nouvelle formulation permet d’avoir une formule
simple et unifiée pour ’ensemble des positions d’illuminants.

L’estimation des parametres Cs et 0, de la composante spéculaire nécessite de se placer dans
une zone de l'image ou cette composante n’est pas négligeable. Nous utilisons donc 'hypothese 4

et sélectionnons n points d’intensité maximale dans I'image de notre premiere acquisition.
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On a donc pour chacun de ces points :

Vie{l,...,q} } I

()= O (- Aapeetti0 )
Vie{l,...,n} I TN ee(1,0;,0)

€ & +KdiffAspec(liaeia’yj)
ou g représente le nombre d’acquisitions.

Ces points ont du fait de notre hypothese des normales proches de la direction spéculaire pour
I'image 1. On a donc [; = 0 et 0; =~ %-. Afin de déterminer K;, et o, nous posons deux hypotheses
simplificatrices :

1. nous supposons que I’écart entre les intensité mesurées et I'intensité maximale de la direction
spéculaire est essentiellement due a la variable 6; et posons !, l; 0 Ceci revient a négliger le
déplacement de la normale par rapport au plan contenant k1 et kT ;

2. I’écart entre les intensités mesurées et I'intensité maximum est principalement du a la com-
7’ . . 7’ . 7 1
posante spéculaire pour les point sélectionnés. Nous posons donc 6; = % pour la composante
Lambertienne.

Sous ces hypotheses, I'intensité d’un pixel ¢ dans I'image j est donnée par :

; Cis ~ 2 (1-Aspec(li b4
Lo = xoliewe (= Bereclloo ) o Ko pAupecls, 02,75)
—_1_(p,=20)? 1
v ST g cos(G ).

Si nous supposons Kg;ry connu, nous avons 3 inconnues pour chaque pixel d’'indice ¢ (Cys, 6; et
0q). Il nous faut donc a priori 3 acquisitions (¢ = 3) qui nous donnent le systéme suivant pour
chaque pixel :

L = Cwilfe_;; + Kaify cos(el)
w3t T
L= ke T b K cos( ) (2.39)
L = mgﬁe—#(e_% o Kaigros(y +70)
olt € = 0; — 4 et Iy, I, I3 représentent respectivement les intensités du pixel sélectionné dans les

images 1, 2 et 3.

Ce systeme de 3 équations a 3 inconnues ce résout simplement en appliquant 'opérateur log
sur les deux membres de chaque équation afin d’obtenir un systéme plus facile & manipuler.

La résolution de ce systéme nous permet d’obtenir une estimation de C;s et o, pour chacun
des pixels sélectionnés. Sachant que les hypotheéses que nous avons faites pour résoudre ce systeme
seront d’autant plus valables que l'intensité dans I'image 1 est importante, un moyen simple de
combiner ces résultats est de pondérer les estimations obtenues pour chaque pixel d’indice ¢ par
I (7). On obtient donc :

1 .
L()Cl' et g =

Cis = =7~ =r 7
>im1 (i) =1 > i1 (@) i—1

ot Cj" et 0!, représentent les estimations de Cys et o, pour le pixel i.
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Les estimations de C;s et o, définies par I’équation précédente peuvent étre affinées en minimi-
sant la distance entre les intensités mesurées et les valeurs prédites par le modele. L’intensité d’un
pixel dont la normale est définie par les parametres [ et 0 est égale a :

o, = (1-Aupeclt0,2))

2
I = Ij(l,e,clsaaa) = me o
spec

+ KdiffAspec(la ea’yj)'

En utilisant la sélection définie précédemment, nous avons une premiere approximation o et
Cs° de o4 et Cis. Nous savons de plus que pour chaque pixel d’indice 7, (l5,0;) = (0, 5 4+ ¢;) on
€ = 0; — 72—1 est une des inconnues de ’équation 2.39. Les 4 inconnues o, Cis, [; et 6; peuvent
donc étre estimées en minimisant la fonction H définie sur notre sélection avec 4 acquisitions et

des valeur initiales de nos inconnues égales & (0, 2 + €;, 1%, 00)

H((li)icq1,...nys 9i)ieqr,...ny> Ksi,00) = ZZ (L;(6) — L (13, 0:, K1, 00))”

j=1i=1

La minimisation de la fonction H permet d’atténuer I'importance des hypotheses faites pour
obtenir une estimation initiale. Nous avons minimisé H a ’aide de la méthode du gradient conjugué
qui permet facilement d’introduire des notions telles que “trouver I'optimum local le plus proche
de la solution initiale”. Toutefois, la résolution du systeme défini par ’équation 2.39 a fourni lors
de nos expérimentations des valeurs tres proches des valeurs théoriques si bien que I’amélioration
induite par l'optimisation de la fonction H est souvent faible.

2.5.4.c Discussion

L’estimation du parametre Kg; ¢y est sans doute le point faible de notre méthode d’estimation.
En effet la méthode proposée est basée sur la sélection d’un ensemble de pixels dont 'intensité
est inférieure a un seuil 7. Dans le cas d’images bruitées et pour des valeurs trop faibles de 7 le
bruit dans I'image peut considérablement géner I'estimation. Nous envisageons pour remédier a
ce probléeme d’effectuer I'acquisition de plusieurs images pour un méme illuminant et de prendre
comme intensité 'intensité moyenne obtenues sur toutes les acquisitions. Cette méthode est simi-
laire & celle utilisé par Kay [118] (section 2.5.3) et peut permettre une forte diminution du bruit si
celui-ci est additif. On peut également envisager d’utiliser ’écart-type o; des intensités calculé sur
les différentes acquisitions d’un pixel i et rejeter de la sélection les pixels tels que o; > % ou p est
un parametre a estimer.

Il serait également tentant d’estimer comme pour Kg;ff, les parametres C;; et o, a 'aide de
moyennes calculées sur une seule image. Une telle méthode nous permettrait de réduire le nombre
d’illuminants. Toutefois la densité de probabilité la plus adaptée pour la variable 6 serait une
Gaussienne de moyenne %-. La densité de probabilité de I pourrait étre obtenue en tenant compte
del = siHQ(%) et en supposant que angle ¢ entre le vecteur 7 et le plan (Ozy) a une distribution
normale de moyenne nulle. Il resterait également a déterminer les écarts types des distributions de
1) et A. Nous n’avons toutefois pas encore eu le temps de nous pencher sur ce probleme.
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2.6 Reconstruction 3D a partir des modeles de réflexion

La reconstruction de surfaces occupe sans aucun doute une part tres importante de la littérature
et certaines grandes conférences de Vision telle que ICPR y consacrent des sessions entieres. Tou-
tefois, les premieres méthodes de reconstruction étaient basées sur le modele Lambertien. Ces
méthodes donnent des résultats intéressants sur des images de synthese mais échouent généralement
lors de la reconstruction d’objets réels. L’introduction de modeles physiques dans les méthodes de
reconstruction est assez récente puisqu’elle date approximativement des années 90. Nous allons
donc rappeler les fondements des méthodes de reconstruction a partir du modele Lambertien avant
d’examiner les différentes méthodes basées sur des modeles physiques et présenter notre contribu-
tion a cette problématique.

2.6.1 Reconstruction Lambertienne
La reconstruction Lambertienne est basée sur une inversion de 1’équation
I(7) = Kgifg cos(9)

ou 0 représente ’angle entre la normale 77 et la source.
Cette équation est souvent normalisée afin de supprimer Kg; rs (section 2.5.1). On obtient alors :

R(7) = cos(6)

ou R(7) = KI;ZZf est supposé connu.

Etant donné un repere Oxyz ou x et y correspondent aux coordonnées de 'image et z a I'altitude
d’un point sur la surface, la normale 77 peut également s’exprimer & I'aide des dérivées partielles
de z par rapport a z et y. On a en effet :

—-bp
n=| —q avecp:%etq:%.
1

L’angle 6 & lui seul ne permet pas de déterminer 7. Géométriquement la connaissance de I’angle
# fournit un ensemble de solutions correspondant & un cone centré sur le vecteur source et d’angle
0. La détermination des normales a partir d’une seule source impose donc d’ajouter des contraintes
supplémentaires [204]. Ces contraintes sont souvent exprimées sous forme d’une énergie & minimiser
si bien que la détermination des normales revient & minimiser un terme de la forme :

// (i/\i&'(z,y)> dzdy

ou &;(x,y) et \; représentent respectivement I’énergie liée a la contrainte ¢ au point (z,y) et la
pondération de cette contrainte. L’indice p code le nombre de contraintes.
Les contraintes usuellement utilisées dans ce type de méthode sont :
Contrainte d’intensité : Il s’agit simplement de contraindre le modele a correspondre aux va-
leurs observées. On minimise pour cela I’expression :

[ [y - 1ot y)Pasay
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ou I°%% et I™°¢ correspondent respectivement aux intensités mesurées et aux intensités
prédites par le modele.

Contrainte de gradient : Contraint les gradients de I'image et les gradients obtenus & partir du
modele a correspondre :

// (Tad®(2,y) = ol ™ 2,))* + (74 I (@,y) = 7y I (@, y))?) dady

ot 7. 1% (z,y), 7y I (2, y), Vo I (2, y), Vy [ (2, y) représentent respectivement les dérivées
des intensités mesurées et modélisées suivant les directions x et y.

Contrainte de Courbure : Cette contrainte impose a la surface des variations douces de la
normale. Cette information a priori sur la surface stabilise la convergence vers une solution
unique :

//(pi +pl +4; + q;)dxdy

oll Pz, Py, 4z > ¢y Teprésentent respectivement les dérivées de p et g par rapport a = et y.

Cette contrainte peut étre relachée en contraignant uniquement les variations d’altitudes

. . . . 7 2 2
suivant les directions z et y (donc sans considérer 22 et 22 )
dxdy Jyox

//(pi + ¢, )dxdy.

Contrainte de différentiabilité : Cette contrainte impose a la surface d’étre au moins de classe

. 2 2 . ~ . . .
C? en respectant la contrainte a‘igy = a’zgz. Ceci peut étre obtenu en minimisant :

//(py — 2)*dxdy.

Cette contrainte est également appelée la contrainte d’intégration. En effet, étant donné deux
points A et B et un chemin I reliant ces deux points dans I'image ’altitude de B peut étre
déduite de celle de A en utilisant I'intégration :

Z(B) = Z(A) + / pdx + qdy.

Toutefois si la contrainte de différentiabilité n’est pas vérifiée ’altitude du point B dépendra
du chemin I'" utilisé pour relier les deux points. La surface est dite dans ce cas non intégrable
puisque 'on ne peut la retrouver de maniere unique a partir de ses dérivées codées par p et

q.

Contrainte sur la norme du gradient : Cette contrainte impose au gradient d’avoir une norme

a 1. On minimise pour cela :
[ [ty = s
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Par exemple, la méthode de Brooks et Horn [28] minimise le terme :

/ / (1" () — T, )2 + 0 (0 + @2) + 0 (12, y) |2 — 1)) dedy

ol o et ay sont les poids associés aux contraintes de courbure et de norme du gradient.
Worthington et Hancock [197] utilisent une contrainte un peu plus sophistiquée :

/ / (I () — T, )2 + Mar, ) (52 + @2)) dedy

ot A(z,y) est une fonction du point (z,y). L’idée étant de relacher la contrainte de faible cour-
bure lorsque les itérations de 'algorithme de minimisation tendent & montrer qu’il y a une forte
probabilité pour qu’il existe une forte courbure au point (x,y).

La détermination des normales a partir d’'un seul illuminant est un probleme mal posé que
Pon résout généralement a ’aide de procédures de minimisation. Notons que la pondération a
apporter aux différentes contraintes est souvent assez difficile a établir a priori tout en restant un
des parametres fondamentaux de la méthode. On se retrouve ici avec un probleme similaire a celui
des contours actifs [117] ol la pondération entre la force du gradient, les contraintes de tensions
et les contraintes de courbures sont souvent difficiles a établir a priori mais influencent de fagon
déterminante le résultat final.

Si nous utilisons deux acquisitions, nous avons en chaque point un couple d’équations :

Ii(z,y) = Kaigscos(0r)
[Q(x,y) = KdiffCOS(GQ)

ou 0, et 65 représentent respectivement I’angle entre la normale et les sources 1 et 2.

L’ensemble des solutions de ce couple d’équations peut géométriquement s’interpréter comme
Iintersection des deux cones centrés sur chacune des directions d’illuminants et d’angles respectifs
61 et 6. On a donc a priori deux solutions en chaque point [121]. Ceci est assez clair si 'on étudie
le probleme simplifié o I'une des sources est alignée avec ’axe z et I'autre est située dans le plan
(Ozx). Si nous utilisons un repere ol 'axe z est orienté de la source vers le point l'on a :

51 = (0,0,—1)
55 = (a,0,8) aveca®+ 32 =1
ﬁ = (p7 Qail)

= e s . .
ol s et sy représentent les vecteurs directeurs des deux sources lumineuses.
On obtient dans ce cas :

_ $1.71 _ 1
NIi(z,y) = 17l = Jprtgril
]\[12(.1,7 y) _ s ap—p

”ﬁ” ‘/p2+q2+1

L(zy) o La(zw)

ou NI et NI eprésentent les intensités normalisées .
u NI (z,y) o(z, y) représenten intensités normali wilr Koirs
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Les solutions de ce systeme d’équation sont :

pay) = 2 (9+ Nlen)
awy) = elwy)y/ Ny 2 -1
VA=,Y)

= €(may)m

avec e(x,y) € {+1,—1} et
Az, y) = [1 — NI?(z,y) — ng(x,y)] — < 81|83 > [< s1|$2 > —2NI4(z,y) NI (z,y)]

ol < $1|$3 > représente le produit scalaire de §7 et $3.

On peut montrer [121] que si la surface est supposée C*, la valeur de la fonction e(z,y) reste
constante sur tout domaine tel que A(z,y) # 0. Ce résultat peut intuitivement s’interpréter comme
une interdiction faite a une des composante de la normale de changer brutalement de signe sur une
surface C*.

Notons que si nous supposons la surface de classe C?, Pambiguité sur ¢ peut souvent étre levée
sur les domaines A(z,y) # 0 par la contrainte :

0%z a 9%z @
oxdy ay dydx — Oz’

Finalement, Horn [102] a montré que dans le cas de trois sources lumineuses la normale pouvait
étre déterminée de fagon unique. Intuitivement la troisieme source lumineuse nous permet de lever
I’ambiguité sur le signe.

2.6.2 Reconstructions basées sur des modeles physiques

Une majorité de méthodes basées sur les modeles physiques utilisent plusieurs acquisitions et
une caméra fixe (section 2.5.3). Dans ce cadre, la normale est considérée comme un parametre au
méme titre de C;s et Kgifrr et est déterminée a I’aide d’'un nombre important d’acquisitions.

2.6.2.a Reconstruction par minimisation

Lee [128] utilise une technique inspirée des méthodes de minimisation appliquées aux modeles
Lambertiens (section 2.6.1). Le modele physique utilisé par Lee [128] correspond & celui de Torrance-
Sparrow (section 2.2.3) avec une composante Lambertienne et un lobe spéculaire. Lee simplifie le
probleme de D’estimation des normales en utilisant un pavage triangulaire de 'image. Ce pavage
triangulaire de I'image correspond a une triangularisation de la surface et permet d’exprimer en
fonction des coordonnées des sommets de chaque triangle :

1. la normale a la surface;

2. les parametres du modele physique (figure 2.6) :
— l'angle 6; entre la normale et la direction de la source k_;,
— l'angle 6, entre la normale et la direction d’observation k:r,
— l'angle « entre la normale et la bissectrice v de k;. et k.
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Sachant que les coordonnées X et Y des sommets du triangle sont déterminées par les coordonnées
de leur projection sur I'image, le probléme ce ramene a la détermination de l'altitude Z des sommets
du triangle.

Etant données .J acquisitions de la scéne avec J illuminants différents, Lee minimise 1’expression
suivante en fonction de 'altitude des sommets des triangles :

N, J Ny J .
e=33¢&=3"> " -R])?

k=1j=1 k=1j=1

ou N; représente le nombre de triangles et [ ,zObS et Ri représentent respectivement l’intensité
mesurée et prédite par le modele sur le triangle k£ dans I'image j.

De plus, une linéarisation de la fonction de réflexion basée sur une décomposition de Taylor a
Pordre 1 permet a Lee d’exprimer ’énergie du systeme sous la forme :

1
&= iztAz —bz4c
ol z est le vecteur d’altitudes des triangles et A une matrice symétrique.
Le probleme de minimisation se ramene donc & la résolution du systéme Az = b. Notons

toutefois que le modele de Torrance Sparrow comporte une exponentielle qui est mal approximée
par la formule de Taylor a l'ordre 1.

2.6.2.b Reconstruction par rotation d’objet

Une méthode originale a également été présentée par Lu et Little [138]. Cette méthode est basée
sur une rotation de I’objet suivant un axe Y qui constitue donc un axe de symmétrie de 'objet. La
caméra et la source lumineuse restent fixes et positionnées sur 'axe Z (figure 2.20).

Ay

plateau tournant

~ 0

éh caméra

4 source
| |/
Z

F1G. 2.20 — Le systéme d’acquisition de Lu et Little [138]
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La caméra et la source lumineuse étant co-linéaires les angles 6, 0, et a entre la normale 77 et
respectivement le vecteur source k_;-, le vecteur d’observation k_; et la bissectrice de k?; et k_,: sont
confondus. Tous les modeles de réflexions basés sur des surfaces isotropiques sont fonctions de ces
3 parametres ou d’un sous ensemble de ceux-ci. La fonction de réflectance R(6;,0,,«) peut donc
dans ce cas s’écrire simplement comme une fonction R() de I’angle # entre la normale et I'axe Z
(qui porte les vecteurs k_; et k:_;)

La méthode de Lu et Little consiste a déterminer la fonction de réflectance d’un objet en
recherchant les points d’intensité maximum dans I'image originale imageg. Lu et Little assument
que ces points correspondent & des zones spéculaires de 'image pour lesquels on a § = 0. Apres
une rotation de l'objet de 7, ces points deviennent des points de contour dans I'image imagez

avec § = 3. Le lieu décrit par un point lors d’une rotation de 0 & § est un segment horizontal

du fait de la rotation autour de ’axe Y. Lu peut donc grace a la roQtation de T'objet mesurer sa
réflectance pour des angles allant de 0 a 5. Lu suppose de plus que la fonction R(6) est monotone
ce qui lui permet de calculer la fonction inverse R~!(I) donnant I’angle 6 entre la normale d’un
point et I'axe Z en fonction de son intensité.

Etant donné I'image initiale de 'objet imagey et une image image, du méme objet apres une
rotation de «, les angles 0y et 6, codant 'angle entre la normale d’un point et I’axe Z dans 1’état
initial et apres une rotation de « sont liés par :

cos(fy) = cos(bp) (cos(a) — pg sin(a))

ou g = (—po, —qo, 1) représente les coordonnées de la normale avant la rotation. Etant données les
intensités I, et Iy de ce point dans image, et imageg, on obtient par la fonction R~! les cosinus
des angles 0 et 0, : cos(fg) = cos(R™1(Ip)) et cos(f,) = cos(R™1(I,)). La coordonnée pg s’obtient
ensuite facilement a partir de I’équation précédente :

1 1 cos(64)

- tan(a)  sin(a) cos(6p)

Po

Etant donné Po, la coordonnée gy se déduit immédiatement par :

1 1
cos(th) = ———==q == f*pQ*l.
P+ +1 cos(R=1(Ip)) ™°

La méthode de Lu et Little [138] permet de reconstruire une image sans préciser la fonction
de réflectance tout en faisant des hypotheses sur celle-ci compatibles avec les modeles physiques
existants. Toutefois, cette méthode réclame un nombre important d’acquisitions de facon a pouvoir
interpoler R(6) et ne peut s’appliquer que sur des objets possédant un axe de symétrie.

2.6.3 Notre contribution a la reconstruction

Comme nous 'avons mentionné dans la section 2.1, notre méthode de reconstruction doit étre
applicable dans une cadre industriel dans lequel :

1. Les temps de calculs doivent étre aussi courts que possible,

2. Le protocole d’acquisition doit rester simple.
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La premiere contrainte nous a conduit a rejeter les méthodes utilisant des procédures de mi-
nimisations itératives. La seconde contrainte nous a conduit a essayer de minimiser le nombre
d’illuminants. Nous allons montrer dans la suite de cette section que les normales & la surface
peuvent étre retrouvées a l'aide de seulement deux illuminants si nous supposons la surface a
reconstruire optiquement homogene (Hypothese 3, section 2.5.4). L’algorithme de reconstruction
travaillera donc sur deux images prises du méme point avec deux illuminants placés différemment.

Notre méthode de reconstruction est basée, tout comme notre méthode d’estimation des pa-
rametres (section 2.5.4) sur le modele de Nayar (section 2.2.4) :

Cls _?
e

I =Ky 91 203
aif g €08(0:) + cos(6,)

ou 6;, 0, et o représentent ’angle entre la normale et respectivement le vecteur source k_;, le vecteur
d’observation k:_; et la bissectrice ¥ de k?; et k_;

Un des inconvénients de la formule de Nayar vient de 'utilisation simultanée de termes en co-
sinus (cos(6y),cos(6;)) et de I'angle a. Certain auteurs [179, 118] tournent d’ailleurs cette difficulté
en approximant cos(a) par 1 — 1a? si bien que o peut étre remplacé par 2(1 —cos(a)). Nous avons
utilisé cette approximation dans le cadre de I’estimation des parametres (section 2.5.4). Toutefois,
nous avons décidé de résoudre cette difficulté dans le cadre de la reconstruction en remplagant «
par tan(c). On obtient donc :

Cls _ tan?(a)

I =Ky : 2% 2.4
dif f cos(0) + os(0) (2.40)

Notons que si nous nous référons au modele de Beckmann [8, 149] (section 2.2.2) le lobe spéculaire
est défini par (équations 2.16 et 2.17) :

2 12 v
- "““»2’ - _ tan2(a) tan(a) = %
e *:%h = e~ T202  avec ) 202%
o = .
T2

On peut donc renverser le raisonnement en considérant que le modele de Torrance-Sparrow est
une approximation du modele de Beckmann ol ’on approxime tan(«) par a. Notre modification
du modele de Nayar nous rapproche donc du modele de Beckmann qui reste valide sur une plus
grande variété de surfaces. Cette substitution devrait nous fournir davantage de précision plutot
qu’une approximation supplémentaire.

Notons toutefois que ’équation 2.40 n’est pas définie pour o = 3. De plus, le modele du lobe
spéculaire n’est certainement plus valide pour de telles valeurs de a. Il nous faudra donc chercher
pour chaque image une condition suffisante pour que tan(«) soit inférieur & une constante w donnée.
Plus précisément nous allons chercher dans nos deux acquisitions les constantes ; i € {1, 2} telles
que :

I >Q; = tan(ai) <w.

Nous pouvons effectuer la classification suivante en fonction des constantes €2; :
1. si I; > Q;, lintensité sera définie par le modele de Nayar modifié :

Cls _tan?(ay)
—e

I; = 274 Kai 0:);
cos(6,) + Kaig s cos(6:)
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2. si I < €, lintensité du lobe spéculaire est jugée négligeable et 'intensité est uniquement
décrite par la composante Lambertienne :

Ii = Kdiff COS(GZ').

La reconstruction de la surface a partir des normales impose de connaitre une variation en z a
partir d’une variation en x ou y. Nous ne pouvons donc plus comme dans les sections précédentes
considérer 7 comme un vecteur normé. Nous simplifions toutefois le systéme en supposant que
le vecteur 7 & une coordonnée positive sur l'axe z (Il regarde donc la caméra). On peut donc
normaliser ce vecteur en fixant la composante z a 1. On obtient alors :

Uy
Uy

1

St
I

Les variables u; et u, sont donc liées aux variations sur la surface par :

uz:f%etuy:%.

Les conditions expérimentales que nous avons fixées dans la section 2.5.4 (figure 2.19) imposaient
que les vecteurs k_;, k1 et ko soient coplanaires avec k1 dans le secteur angulaire défini par k:_; et ka.
Ceci nous donnait un ensemble d’équations paramétrées par les constantes (71, 72) ol 7; représente
I’angle entre k:_; et k_; Nous allons préciser d’avantage les conditions expérimentales en imposant
~v1 = 0. La premiere source et la direction d’observation sont donc confondues.

Etudions & présent 'expression de l'intensité dans les deux images. Afin d’indiquer dans quelle
image nous calculons les angles, nous indexons les variables 6;,60, et a par l'indice de 'image
correspondante. Ainsi les angles 6},6! et a' correspondent aux angles 6;,0, et o mesurés dans

I'image 1. Notons que la direction d’observation k, restant fixe, nous avons oL = 02.

2.6.3.a Intensités dans I’image 1

L’image 1 est illuminée par une source dont la direction est parallele a la direction d’observation.
On a donc dans ce cas :

0 - -
L. E o+ E .
1:kr: 0 il/_i:%:kl.
1 [[k1 + Kol

Le vecteur 17 étant confondu avec ki les angles aq, 0} et 6% sont égaux. Si nous notons ces angles
par 61 nous avons :
sin?(a') 1 —cos?(al) 1 1

t 20,1y — — =—1 _— == —1 — -
an™(a) cos?(al) cos?(al) + cos?(al) + cos?(61)

On a donc en reprenant ’équation 2.40 :

_ tan2(09)

z Kairs Kairs
I = Cig/1+tan2(01)e 2052  + = + Spec(tan (0
! : (61) \/1+tan2(91) \/1+tan2(91) pec(tan(6))
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22
avec Spec(z) = CjsV/1 + 22e 274
J’ai montré avec Laurent Hussenet [109] que la fonction Spec est strictement décroissante dans
IR+ . Ainsi, si tan(61) est strictement supérieur & une constante w, on a :

2

f(tan(61)) < flw)=Civ1+ wQe_;gii
Kaifs < Kairs

\/ 1+tan?(61) Vi1tw?

et pour tan(@l) > w nous avons :

Cy _tan?(8)) 1 w2
[ = i 202 K i 01) < ——— 2 1 Cs 278 K i .
1 cos(@l)e + Kaifg cos(6r) N ((w +1)Cise + Kairs

On fixe donc : )
1 _w?

O = —— [(W?+1)Clse % + Ky )

1 w2+1(( )Ci diff

Ainsi, si I; > Q, tan(a!) < w et :

Cis ;(1_4)
I = 202 cos2(67) Kai 04).
! cos(91)e V7 Kaigg cos(f)

L’intensité est décrite dans ce cas comme une fonction continue d’une seule variable. De plus :

dl sin(6;) 1 ) o (1_ L )) \
—=———""" || = - ez Tman) LK, _
0, cos*(01) [\ o2 cos*(61) | Cise + Kgiff cos™(601)

Si nous nous référons & Kay [118], - varie entre 1 et 20. L’expression (a% - 6052(91)) est donc
positive et I est une fonction décroissante de ;. L’angle 6; peut donc étre retrouvé par une simple
dichotomie.

De méme, si I < 7, nous avons plus simplement :

I
Kaifs

I =Kgifgcos(01) = cos(f1) =

Nous pouvons donc dans les deux cas retrouver cos(f). La valeur 6; étant angle entre les
vecteurs kq et 71, on a :

cos(fy) = ky il = ——o. (2.41)

2.6.3.b Intensités dans I’image 2

L’image 2 est prise avec un illuminant faisant un angle vo avec 'axe Z (figure 2.19). On a donc :

0 sin(7yz) - sin(%)
- - ko + ki 2
k,,n = 0 y kQ = 0 l/_é = % =

1 cos(yz) k2 + Er | cos(22)
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Nous obtenons donc :
sin(22 )ug +cos(22)

2 _ - o
cos(a®) = W e
z T Uy
cos(0?) = kot = sin(ys)us +cos(yz)

A /ui—i—ui—i—l

L’angle 02 reste inchangé puisque la direction d’observation k_; reste fixe entre les deux acquisitions.
On a donc 62 = 6;.
De plus, si nous utilisons I’équation 2.41, on a :

cos(az) =
cos(fy) =

= (sin(L)uy + cos(L)) cos(6:)

= (sin(y2)us + cos(v2)) cos(6y). (2.42)

ST

3.
ko.

La constante Q5 telle que Iz > 2z = tan(a?) < w peut se calculer [109] par un procédé analogue
a celui effectué pour I'image 1. On obtient :

Cq -2 cos(%) >
Qo =—"—¢ 24 + Ky 2——2° _ cos(6 .
27 cos(0n) wi ( Vw? +1 (6:)

Notez que le seuil 25 dépend de 'angle 6; déterminé dans I'image 1. Décomposons a présent les
cas en fonction de la valeur de I>. Nous avons en utilisant I’équation 2.42 :

1. si Iy > Qo

c %(1—%)
L= ogyes® <727 + Kaips cos(02)
1 1
= bt o0 (s o)) Ky (sin(72)ug + cos(y2)) cos(6y).

L’intensité I n’est alors plus fonction que d’une seule variable u,. Notons de plus que :

dl,  sin(%

1 (-1 .
duy m(}“ew( 537) 4+ Kag g cos(01) sinre)
T

Puisque 01 € [0, 5] et ao est supposé petit, nous avons % > 0. L’intensité Iy est donc une

=
fonction croissante de u,. Nous pouvons donc extraire u, de I’équation par dichotomie. La
coordonnée u, se déduit de u, par I’équation 2.41 :

1
2_ _ - .2

—1; 2.4
uy C082 (91 ) x ’ ( 3)

2. si I < 9, nous avons :

I
Kairy

I, = Kaifp cos(f2) = cos(f2) = = (sin(y2)uy + cos(y2)) cos(61)

1 ( I ( ))
Uy = — — cos .
sin(y2) \ Kairs cos(61) V2

La valeur de u, se déduit comme précédemment par I’équation 2.43.
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Notons que nous retrouvons dans 1’équation 2.43 la méme indétermination du signe de u, que
dans le cas Lambertien (section 2.6.1). Nous résolvons cette difficulté en supposant la surface de
classe C?. Cette supposition impose 1’égalité :

_ duy

8%z 78’[141 _ 9%z _
oxdy ay T 9ydxr T oxr

Si nous posons :

luy(z.9)] = \/amEy —ud -1

e(z,y) {-1,1}.

L’approximation des dérivées par des différences finies nous fournit en chaque point le systeme
d’équation :

Uy(l‘,y) = e(x,y)\uy(:n,yﬂ avec {

m

0
%(I,y) = % = um(zay) - ’U,z(l',y - 1) ~ G(Iay”uy(xvy” - E(I - 1’y)|u’y(z - 1ay)|

Nous avons donc pour chaque point (z,y), 4 possibilités selon les valeurs de €(x,y) et e(z — 1,y).
Nous appliquons une méthode directe en calculant pour chaque pixel les 4 possibilités et en retenant
celle qui minimise la différence entre les deux membres de I’équation. Notez que nous ne traitons
pas le cas oli la valeur e(z — 1, y) calculée au pixel (z,y) est différente de celle calculée en (z—1,y).
Toutefois, malgré sa simplicité, cette méthode nous a donné de bons résultats sur nos images tests.
Ces bons résultats nous ont conduit a préférer cette méthode & une méthode d’optimisation globale
plus couteuse.

La méthode précédente nous fournit en chaque point la normale définie par le vecteur 7i(x,y) =
(—uz(x,y), —uy(x,y),1). La reconstruction de laltitude Z(z,y) de chaque point s’effectue en uti-
lisant un point d’altitude fixé arbitrairement et en utilisant une approximation de u, et u, par les
différences finies :

%g(z,y) =—u, = Z(x,y)—Zx—1,y) = Z(x-1y) =~ Z(z,y)+ uy
Ty(z,y):—uy% (Ivy)iz(mvyfl) = Z(I,yfl)%Z(l’7y)+Uy

Donc connaissant Z(x,y) on en déduit Z(z — 1,y) et Z(xz,y — 1). Les altitudes Z(x + 1,y) et
Z(x,y + 1) se déduisent suivant le méme principe.

Notre algorithme de reconstruction est basé sur ce principe et est construit comme un algorithme
de croissance de régions qui propage l'information d’altitude en utilisant 1'image des normales.
Notez que cet algorithme ne vérifie pas si la surface obtenue est C2, donc si 66z26Zy = aé;;z' Cette
méthode privilégie la rapidité au détriment de la robustesse, ce qui est ’objectif recherché. Notons
toutefois que la qualité des images obtenues par croissance de régions nous a paru suffisante pour
détecter les défauts de fabrications des pieces que nous devions contréler. De plus, cette méthode

peut servir d’initialisation a une méthode minimisant le terme :

€= (% +u) + (P +u,)

ol 92 o 9Z sont calculés par différences finies.
or oy
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(a) 0°

FIG. 2.21 — Une image d'un buste de mozart prise avec illuminant de face (a) et illuminant & 20°.
La reconstruction est affichée sur la Figure 2.22.

La figure 2.21 représente deux images de synthese illuminées en utilisant le modele de Nayar
défini par I'équation 2.15 avec une source lumineuse au dessus de 1'objet 41 = 0° (figure 2.21(a))
et faisant un angle de v, = 20" par rapport & la verticale (figure 2.21(b)). La reconstruction 3D de
I'image est représentée sur la figure 2.22. Notons que notre algorithme de reconstruction a utilisé
un modele légerement différent de celui utilisé pour générer les images puisque le modele utilisé
pour la reconstruction utilise tan(«) plutdt que «. Notre algorithme de reconstruction résiste donc
bien & de légeres perturbations du modele.

2.6.3.c Discussions

Les méthodes de reconstruction sont avec les méthodes d’estimation de parametres des outils
parfaitement adaptés au controle de la forme, de la rugosité et des propriétés électriques d’objets
3D. Ces propriétés déterminent les propriétés photométriques des objets. La méthode que nous
avons développée en partenariat avec I'entreprise Axon Cable est spécifiquement congue pour des
objets métalliques et permet d’obtenir la forme 3D d’un objet ainsi que ces parametres en des
temps suffisamment courts avec un protocole d’acquisition simple. Nous comptons développer notre
partenariat avec Axon Céble et étudier avec eux différentes adaptations de cette méthode aux
différents objets manufacturés dont ils ont a effectuer un contréle qualité.

2.7 Conclusion

Nous avons vu que les modeles de réflexion (section 2.2) permettent de décrire la radiance d’un
point, et donc l'intensité ou la couleur du pixel correspondant en fonction de plusieurs parametres
dont la position de la source lumineuse, la position de 1'observateur et les propriétés optiques du
matériau (conducteur, isolant, homogene, inhomogene).

2.7.1 Segmentation en matériaux

Dans le cadre des images couleur, ces modeles permettent de caractériser ’ensemble des couleurs
d’un matériau (section 2.4). Cette propriété est trés intéressante dans la mesure ou elle offre de
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= vsiggl

Fia. 2.22 — Une reconstruction du buste de Mozart a partir des deux images représentées sur la
Figure 2.21
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nouvelles perspectives aux méthodes de classification et de segmentation. En effet, les méthodes
de classification appliquées aux images couleur créent une partition de I’ensemble des couleurs de
I'image en sous ensembles appelés clusters. Les méthodes utilisées pour créer ces clusters considerent
souvent que la fonction de densité de chaque cluster peut étre approximée par une Gaussienne
centrée sur un point. D’autres méthodes plus évoluées définissent les clusters a partir des lignes de
partage des eaux définies sur I'image de la fonction de densité [98]. Le probléeme commun & ces deux
types de méthodes est que 'on cherche a regrouper des données sans connaitre a priori la forme
ou les propriétés que doivent avoir ces regroupements. L’étude des modeles de réflexion permet de
résoudre ce probléme en caractérisant a priori les objets a rechercher. De méme dans le cadre de la
segmentation la notion d’objet est souvent assez floue si bien que la segmentation est un probléeme
intrinsequement mal posé. Les méthodes de segmentation en matériaux ne peuvent généralement
pas fournir une segmentation regroupant en une seule région chaque objet de la scene. Toutefois
ces méthodes peuvent étre utilisées comme pré-traitement de bas niveau en conjonction avec des
algorithmes de regroupement de plus haut niveau effectuant des fusions sur des connaissances a
priori de la composition des objets.

Notre travail sur ce type de méthodes a consisté a définir une méthode de segmentation basée
non pas sur un modele de réflexion qualitatif tels que les modeles de Shafer ou Healey (sec-
tion 2.2.5) mais sur le modéle de Beckmann qui fournit une description quantitative du phénomene
de réflexion. L’utilisation du modele de Beckmann permet de mieux controler les approximations
utilisées pour obtenir la segmentation.

De plus, nous pensons utiliser le modele de Beckmann pour extraire des parametres physiques
de la surface. Ceci permettrait d’établir un pré-diagnostic des pieces a controler a partir de 1’étape
de segmentation. Plus généralement nous comptons étudier plus attentivement les modeles de
réflexion afin de fournir une explication & un résultat trés surprenant fourni par Otha [151] en
1980. Otha a en effet montré que 90% & 99% de l'information contenue dans une image cou-
leur pouvait étre approximée par une projection sur le plan défini par les deux premiers vecteurs
propres de la matrice de covariance de l'ensemble des couleurs (Tables 3.5 et 3.6). Autrement
dit, I'information couleur est essentiellement bi-dimensionnelle. Les résultats de Shafer, Healey et
Klinker (section 2.4.1) montrent que ’ensemble des couleurs d’un matériau évolue sur un plan. Si
nous considérons que 'un des vecteurs du plan contenant I’ensemble des couleurs d’un matériau
correspond au lobe spéculaire qui modifie tres peu le spectre de la lumiere incidente nous pou-
vons expliquer qualitativement pourquoi les plans de tous les matériaux d’une scéne partagent au
moins un vecteur directeur (le vecteur intensité). Toutefois ces modeéles ne permettent pas d’expli-
quer pourquoi tous les vecteurs correspondant au lobe diffus sont tres similaires. Une explication
complete de ce phénomene apporterait une meilleure compréhension de la formation et de la na-
ture des images couleur et nous comptons nous atteler a cette tache. L’intérét de cette question
n’est pas purement académique. En effet, comme nous le verrons au chapitre 3, la connaissance a
priori d’information sur la répartition des couleurs d’une image permet d’optimiser de nombreux
traitements du point de vue de la qualité des résultats ou du point de vue des temps de calculs.
Ce type d’optimisation peut s’illustrer par les deux exemples suivants :

1. dans le cadre de la quantification, Wu [200] effectue un premier traitement sur le premier vec-
teur propre des couleurs de I'image (section 3.2.3.a). Ce premier traitement permet d’obtenir
un gain significatif sur la qualité des images obtenues. Wu utilise dans ce cas I'information a
priori suivante : le premier vecteur propre aura une valeur propre significativement supérieure
a celle des deux autres vecteurs propres;



2.7. CONCLUSION 7

2. Dans le cadre de 'inversion de table de couleur, j’ai utilisé [42] (section 3.3.6) une projection
de ’ensemble des couleurs de 'image sur le plan défini par les deux premiers vecteurs propres.
Cette projection permet un gain significatif en temps de calculs. J’utilise dans ce cas 'infor-
mation a priori suivante : la perte d’information induite par la projection des couleurs sur
le plan défini par les deux premiers vecteurs propres reste suffisamment faible pour pouvoir
étre «rattrapée» par une étape de correction (section 3.3.6).

2.7.2 Estimation de parametres et reconstruction

L’estimation de parametre est un terme assez général qui recouvre deux types de méthodes :

1. Dans le cadre de la reconstruction par acquisitions multiples ’estimation des parametres
comprend pour chaque point I'estimation des constantes d’'un modele de réflexion ainsi que
celle des normales.

2. Dans le cadre de méthodes utilisant un plus faible nombre d’acquisitions, ’estimation de pa-
rametres ne comprend que 'estimation des constantes du modele de réflexion. Ces méthodes
supposent généralement le matériau optiquement uniforme, ce qui signifie que les constantes
du modele de réflexion sont supposées identiques sur tous les pixels considérés.

L’estimation des constantes d’un modele de réflexion permet d’établir un premier diagnostic de la
surface si les constantes du modeéle peuvent étre reliées & des parametres physiques du matériau tel
que sa rugosité ou son coeflicient de Fresnel. Ces constantes permettent également de reconstruire
la surface ce qui permet de diagnostiquer la forme de 'objet étudié.

Notre méthode d’estimation des parametres est basée sur un faible nombre d’illuminants. L’idée
de base de cette méthode est de supposer :

1. que le matériau est optiquement homogene et

2. que le lobe spéculaire est suffisamment étroit pour pouvoir extraire des zones de 'image ou
le lobe spéculaire et la composante Lambertienne peuvent étre alternativement négligées.

Ces suppositions nous permettent de compenser le nombre élevé d’acquisitions généralement uti-
lisées par les méthodes basées sur des acquisitions multiples par des calculs basés sur ’ensemble
des pixels des zones Lambertiennes ou spéculaires. En d’autres termes ’on compense un nombre
important de données pour chaque pixel par des calculs effectués sur plusieurs pixels.

Les techniques de reconstruction représentent un domaine extrémement riche et ancien si bien
qu’une description exhaustive de toutes les méthodes ne réclamerait pas un livre mais une en-
cyclopédie. Nous nous sommes restreints dans ce mémoire aux méthodes utilisant des modeles de
réflexion possédant une base physique. Ces méthodes comprennent les méthodes de reconstructions
utilisant de multiples acquisitions, celles basées sur une minimisation de ’écart entre les intensités
observées et celles prédites par le modele ainsi que celles basées sur des déplacements de 1’objet.

Les méthodes basées sur des déplacements d’objets ne se basent généralement pas sur un
modele physique explicite. De plus, tous les objets ne peuvent pas étre aisément translatés ou
tournés. Les méthodes de minimisation requiérent généralement des temps de calcul trop élevés
pour des applications temps réel. De plus, les méthodes basées sur de multiples acquisitions utilisent
généralement un nombre important d’acquisitions ce qui complexifie le protocole d’acquisition et
introduit un temps de latence entre la premiere acquisition et le traitement. La méthode que
nous avons proposée tente de faire un compromis entre les avantages et inconvénients de chacune
de ces méthodes. Nous utilisons le principe des acquisitions multiples mais en nous restreignant
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a 2 acquisitions. Les hypotheses sur I'uniformité optique du matériau et sur 1’étroitesse du lobe
spéculaire nous permettent alors de déterminer les normales de la surface grace a 'inversion de
deux fonctions monotones en chaque point.

Nous pensons dans un premier temps étendre notre modele de réflexion en prenant en compte
le pic spéculaire. Comme son nom l'indique, cette composante des modeles de réflexion se traduit
dans l'image par un pic d’intensité lorsque le point de la surface correspondant est éclairé dans
la direction spéculaire. De tels points doivent pouvoir étre détectés dans I'image en utilisant des
filtres. Ces points correspondent aux cas ou la normale est confondue avec la bissectrice de la
direction de la source et de la direction d’observation. On a donc directement la direction de la
normale sur ces points. Il nous reste & étudier si l'intensité des méme points dans l'autre image
nous permet de calculer la norme de la normale.

A plus long terme, nous pensons poursuivre nos activités de recherche dans la reconstruction
par déplacement d’illuminants mais en étendant la classe des matériaux a des objets isolants ou
faiblement conducteurs. Nous comptons également étudier plus largement l'apport éventuel des
modeles physiques aux différentes méthodes de reconstruction.
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2.8 Lexique des principaux symboles

R o vecteur couleur
~ Cy 3 vecteur couleur induit par la composante diffuse
— Ol oo constante du lobe spéculaire avec observateur variable
— émat ......................... couleur d’un matériau selon les modeles de Shafer et Healey
- éspec ............................... vecteur couleur induit par les composantes spéculaires
— far I8, fa By fe oo fonctions de densités de probabilité
— B coefficient de Fresnel
e intensité d’un pixel
I irradiance
B 7 2 S irradiance diffuse
i 7 irradiance induite par le lobe spéculaire
= s irradiance induite par le pic spéculaire
T e irradiance spéculaire
B S 72 2 constante du lobe diffus
— Kl oo constante du lobe spéculaire avec observateur fixe
= K s constante du pic spéculaire
R vecteur du point de réflexion vers la source lumineuse
R vecteur du point de réflexion vers ’observateur
L radiance
— M indice complexe de réfraction
T UMNVGFf e coefficient diffus dans les modele de Shafer et Healy
T MMUSpec e coefficient spéculaire dans les modele de Shafer et Healy
— NI intensité normalisée dans les modeles Lambertiens
BTSSP normale d’une surface
R BRI vecteur de Poynting
— R réflectance
— T ....coefficient d’auto - corrélation dans le modeles de surface de Beckmann - Spizzichino
B A angle entre le vecteur 7 et la normale 77
— Agpec -fonction valant 0 lorsque la réflexion est spéculaire. Utilisée pour I'estimation de Cy;
it angle entre le vecteur source k; et axe z du repere choisi
€ e permittivité électrique du matériau
7 T PP angle entre la source l% et la normale 7
— O angle entre la direction d’observation ET et la normale 7
RS et constante du pic spéculaire dans le modele de Beckmann
KPS e constante du pic spéculaire dans le modele de Beckmann
— RGpec e constante du lobe spéculaire dans le modele de Torrance - Sparrow
A longueur d’onde du champ électromagnétique incident ou réfléchi
— Amag .- borne supérieure de la plage de longueurs d’ondes perceptibles par I'oeil humain.
— Amin ceeee- borne inférieure de la plage de longueurs d’ondes perceptibles par 1’oeil humain
el L PP perméabilité magnétique du matériau
— U bissectrice des vecteurs source EZ et d’observation ET
i <SS spectre énergétique

T e conductivité du matériau
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T e parametre de rugosité dans le modele de Torrance - Sparrow
e parametre de rugosité dans le modele de Beckmann - Spizzichino
— 1, ....angle entre le vecteur d’observation k, et le plan défini par la normale a la surface 7

et le vecteur source k;
— ); variables utilisées pour délimiter la validité du modele de Nayar lors de la reconstruction



Chapitre 3

Traitement d’images couleur

3.1 Introduction

L’étude des traitements d’images couleur s’inscrit dans la continuité de notre activité sur I’étude
des modeles de réflexion. En effet, les propriétés optiques d’un matériau ainsi que la normale
a sa surface vont déterminer la couleur du pixel correspondant. Cette couleur peut étre codée
dans différents espaces en fonction des contraintes de 1’application devant manipuler 'image (sec-
tion 2.3). Toutefois, 'image initiale est usuellement codée dans I’espace couleur RGB en utilisant
1 octet non signé pour chaque composante. Le nombre de couleurs affichables simultanément est
donc égal & 2563 ~ 16.105. Avant la généralisation des cartes graphiques 24 bits la plupart des
écrans étaient incapables d’afficher plus de 256 couleurs simultanément. Encore aujourd’hui la plu-
part des terminaux X sont limités & 256 couleurs. Un probléme similaire se pose également pour
I'impression d’images couleur ou le nombre de couleurs disponibles reste limité. Il existe donc un
réel besoin pour des algorithmes capables de sélectionner les K couleurs les plus représentatives
d’une image, avec K usuellement proche de 256. Ces méthodes sont appelées des méthodes de
quantification. Etant donnée une image d’entrée et le nombre K de couleurs a extraire ces algo-
rithmes créent une table de K couleurs appelée table de couleur ou palette. L’affichage de I'image a
partir de la table de couleur est effectué en affectant chaque couleur de I'image a sa couleur la plus
proche dans la table. Cette étape est appelée I'étape d’inversion de table de couleurs. Finalement,
les images obtenues par quantification présentent souvent de large zones affectées a une méme
couleur. L’image est donc découpée en plusieurs zones de couleur uniforme avec des changements
brusques de couleur entre deux zones. Afin de gommer cet effet peu agréable a 'oeil on utilise
généralement des méthodes de dithering qui ont pour effet de distribuer 'erreur de quantification
sur plusieurs pixels ce qui permet d’atténuer 'uniformité des zones uniformes et I'intensité de leurs
contours.

L’ensemble de ces traitements est représenté sur la figure 3.1. Le trajet (1) sur cette figure
correspond a une quantification uniforme ou la table de couleurs est pré-calculée. Dans ce cas
laffichage de I'image se résume aux étapes d’inversion de table de couleurs et éventuellement de
dithering. Le trajet (2) inclut une étape de quantification adaptative dans lequel la table de couleurs
est calculée en fonction de I'image a afficher.

Notre contribution a ce domaine de recherche concerne 1’étape de quantification adaptative
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2 Quantification (2) Jnversion
adaptative de table de couleur

dithering |~ image résultat

ey

image 24 bits

Fia. 3.1 — Affichage d’une image couleur

et celle d’inversion de table de couleur. Les sections 3.2 et 3.3 présentent un apercu de ’histoire
de ces méthodes et des différentes techniques utilisées. Nous avons intégré nos contributions a
ces différentes techniques a l'intérieur des sections correspondantes. Ce style de rédaction permet
de mettre clairement en lumiere chaque contribution par rapport & un courant de pensée ou une
problématique.

3.2 La quantification

3.2.1 Introduction

La quantification d’images couleur est un procédé visant a réduire le nombre de couleurs d’une
image tout en préservant la qualité visuelle de celle-ci. Jusqu’a récemment, les algorithmes de
quantification étaient couramment utilisés pour afficher des images en 24 bits sur des moniteurs ne
pouvant afficher simultanément qu’un nombre réduit de couleurs. Bien que les cartes graphiques 24
bits tendent a se généraliser, la croissance d’ Internet et les besoins en algorithmes de compression
qui en découlent justifient la continuité des efforts de recherche en ce domaine.

L’utilisation de la quantification pour I'affichage d’images couleur a imposé a ces algorithmes
deux contraintes antagonistes : d’un coté, la quantification doit étre effectuée juste apres le charge-
ment de I'image et avant son affichage. L’aspect interactif de ce type de traitement étant primor-
dial, la rapidité de calcul est une des contraintes forte imposée aux algorithmes de quantification.
Parallelement, I'image reproduite doit étre la plus proche possible de l'original. L’estimation du
rapport entre la qualité de 'image et le temps de calcul autorisé dépend bien sur de 'application
et de nombreux algorithmes de quantification ont été congus en fonction de différentes contraintes
sur ce rapport.

Plus formellement, le processus de quantification peut se définir comme suit : étant donnée
une image couleur I et son ensemble de couleurs C7 de cardinal M, la quantification de I en K
couleurs (avec K < M et généralement K << M) consiste & déterminer K couleurs représentatives

(q1,---,qK) appelée table de couleur ou palette et & remplacer chaque couleur de 'image par sa
plus “proche” couleur représentative. Chaque couleur de C7 étant affectée a une seule couleur
représentative, ensemble (g1, ..., ¢k ) définit une partition de C; en K ensembles C1,...,Ck ol

C; représente I’ensemble des couleurs de C'; affectées a g;.

Les notions de couleurs représentatives et de partition de I’espace couleur sont donc intimement
liées et beaucoup de méthodes de quantification définissent d’abord une partition de C avant d’en
déduire un ensemble de couleurs représentatives. La méthode triviale consistant a énumérer toutes
les partitions possibles d’un ensemble C; de M couleurs en K sous ensembles est hors de question



3.2. LA QUANTIFICATION 83

dans notre cas puisque le nombre de partitions possibles est égal & [3, 201] :
| K
—k ik
Vel > (—n)EkCkEM
" k=0

ce qui est énorme méme pour de petites valeurs de K et M. Le symbole C¥ représente 'ensemble
des combinaisons de tirage de k éléments parmi K.

Les critéres utilisés en quantification ne permettant pas de déduire une partition optimale au-
trement que par une énumération des partitions possibles, les algorithmes de quantification doivent
utiliser des heuristiques. Ces heuristiques ne permettent pas de garantir un résultat optimal mais
fournissent toutefois des images de bonne qualité avec des temps de calculs restant approximati-
vement interactifs.

Les heuristiques utilisées en quantification peuvent étre classifié suivant une démarche analogue
a celle communément utilisée en segmentation. On distingue en effet :

1. les méthodes descendantes (section 3.2.3), découpent I’ensemble de couleur initial jusqu’a
I'obtention des K ensembles requis. Ces méthodes s’apparentent aux méthodes de segmen-
tation basées sur une découpe récursive de l'image [127];

2. les méthodes ascendantes (section 3.2.5) fusionnent les couleurs initiales en K ensembles. Ces
méthodes s’apparentent aux méthodes de segmentation basées sur une approche croissance
de régions [1];

3. les méthodes mixtes (section 3.2.6) obtiennent la partition en K ensembles de couleurs a I’aide
d’une série d’opérations de découpes et de fusions d’ensembles de couleurs. Ces méthodes
utilisent la méme approche que les méthodes de segmentation basées sur des découpes et
fusions de régions [33];

4. les méthodes que nous avons qualifié de méthode de quantification spatiale (section 3.2.8)
sont un peu a part dans cette classification dans la mesure ou ces méthodes tentent d’opti-
miser simultanément la sélection des couleurs représentatives et leur placement dans I'image.
Ces méthodes s’apparentent aux méthodes de segmentation non supervisées qui optimisent
simultanément les parametres des régions et I’appartenance de chaque pixel & une région [55].

Apres avoir défini les principaux concepts utilisés en quantification (section 3.2.2), nous allons
détailler les principales familles d’heuristiques utilisées par ce type de méthodes (sections 3.2.3 &
3.2.8). Nous préciserons dans chaque cas quelle a été notre contribution & ce domaine de recherche.
Notons toutefois que nous ne décrirons pas ici toutes les heuristiques utilisées en quantification
mais simplement celles que nous jugeons indispensables & une bonne compréhension du domaine.
De méme, je ne décrirais que brievement les méthodes ascendantes (section 3.2.5) auxquelles je
n’ai pas contribué. En revanche nous insisterons plus sur les méthodes de quantification spatiale
qui nous semblent prometteuses. Le lecteur intéressé pourra se référer a [43] pour une description
plus complete de la chaine de traitements impliqués dans I'affichage d’images couleurs.

3.2.2 Les multi-ensembles

La notion de multi-ensemble empruntée a la logique floue [67] permet de coder dans un seul for-
malisme un ensemble d’éléments et la fréquence d’occurrences de chaque élément dans cet ensemble.
Formellement, ’ensemble des multi-ensembles de dimension n se définit de la fagon suivante :
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Définition 2 Soit PB(IR™) l’ensemble des parties bornées de IR™. Nous définissons ME,, len-
semble des multi-ensembles de R™ par :

M, ={(C,f) € PB(R") x F(R",Ry.)/fign_o, == 0}

ot F(IR", IRy ) représente 'ensemble des fonctions de R™ dans Ry et le symbole == représente
l’égalité de fonctions.

Un multi-ensemble est donc la donnée d’un couple (C, f), C' décrivant un ensemble borné de
R"™ et f un fonction positive nulle hors de cet ensemble. Sauf mention contraire, tous les ensembles
considérés dans ce chapitre seront des ensembles discrets. D’un point de vue informatique, les
multi-ensembles peuvent étre vus comme une extension de la notion d’histogramme a des espaces
de dimension n. De fait, étant donnés un espace de couleur €2 et une image I nous pouvons associer
a I, le multi-ensemble (Cy, fr) ot C est U'ensemble des couleurs de 'image I dans 'espace (2, et
f1 la fréquence d’apparition de chacune de ces couleurs. Du fait de son utilisation, la fonction f
est souvent appelée la fonction de fréquence ou de distribution.

La définition d’un multi-ensemble est donc trés proche de la notion de “cluster” sans étre
tout a fait similaire. En effet, la définition d’un cluster suppose qu’une fonction de fréquence soit
définie sur tout ’espace, un cluster étant alors défini comme une partie de IR™. Les multi-ensembles
permettent de manipuler simultanément plusieurs fonctions de fréquence ce qui peut s’avérer utile
dans le cadre de la segmentation ot chaque région définit un multi-ensemble avec sa propre fonction
de fréquence. Inversement, étant donnée une fonction de fréquence f définie sur IR™ et un ensemble
d’ensembles bornés C4,...,C,, les multi-ensembles associés a chacun d’eux peuvent étre définis
par (C;, f;) avec f; = XCif ou xc, est la fonction caractéristique de C;. Dans ce cas, on omet
généralement la fonction f; et (Cy, f;) est simplement noté C;. On retrouve donc bien dans ce cas
la notion usuelle de “cluster”.

Dans ce mémoire, les multi-ensembles seront principalement utilisés pour la quantification.
Les algorithmes de quantification n’utilisant qu’une fonction de fréquence définie globalement sur
lespace couleur, nous allons simplifier les notations en notant un multi-ensemble (C, f) simplement
C'. Nous conserverons toutefois le terme de multi-ensemble qui met plus en évidence la multiplicité
de chaque élément que le terme “classe” usuellement utilisé pour traduire cluster. Dans un méme
esprit de simplification, nous nous restreignons au traitement des images couleur et sauf mention
contraire, tous les multi-ensembles considérés seront de dimension 3.

De nombreux algorithmes de traitement d’images doivent caractériser les multi-ensembles a
l’aide de parametres statistiques tels que la moyenne ou la variance. Ces parametres peuvent se
déduire du calcul des moments définis par :

Mo(C) = Yeec fle)

Ml(c) = ZCEC f(C)C (3 1)
My(C) = ZceC f(C)(C% C2a Cs) '
Ry(C) = Yoo fle)ec

ol (C?)ie{lz’g} représentent le carré de la i™€ coordonnée du vecteur couleur ¢ de 1’'ensemble C

tandis que le vecteur ¢! représente le vecteur transposé de c.

Les quantités My(C), M1(C) et M2(C') sont respectivement appelées les moments d’ordre 0, 1
et 2 de C. Notons que, My(C) est un scalaire appelé le cardinal du multi-ensemble alors que M1(C)
et Mo(C') sont des vecteurs 3D et Ro(C') une matrice 3 x 3 dont la diagonale est égale & Ma(C).
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Le cardinal My(C) d’un multi-ensemble est souvent également noté |C|. Le principal avantage des
quantités My, My, Ms et Ro dans le cadre de la quantification est qu’elles peuvent étre efficacement
mises a jour lors des opérations de découpe ou de fusion de multi-ensembles. De fait, donné deux
multi-ensembles C et Cs, les moments de C'; U Cs sont définis par :

Vi € {0, 172} Mi(Cl @] CQ) = Ml(Cl) + Mi(Cg).

Le méme type de relation intervient pour le calcul de Ro(C1 U Cy).
Inversement, si un multi-ensemble C' est découpé en deux sous multi-ensembles C'; et C5 et si
les parametres de C' et C'; sont tous deux connus, les moment de C'5 sont définis par :

Vi€ {0,1,2} M;(C2) = M;(C) — M;(Ch).

Comme précédemment, Ro(C2) est détermine par le méme type de relation.
La moyenne d’un ensemble C' se déduit de M;(C) et |C| par :

_ M)
e

De méme, la variance du multi-ensemble le long de I'un des axes §2; de I’espace de couleur ainsi
que sa matrice de covariance sont définis par :

var; = %ﬂj)l —p? Vie{1,2,3}
Cov = Ry (C) t (3:2)
cy A

ol p; désigne la composante ¢ du vecteur moyenne de C.

La matrice de covariance est utilisée dans le cadre de la quantification pour déterminer la
direction de plus grande variation d’un multi-ensemble. Cette direction se définit comme le vecteur
propre de plus grande valeur propre de la matrice de covariance (figure 3.2). En effet, la matrice de
covariance étant symétrique, définie et positive, elle peut étre diagonalisée sur une base orthogonale.
Chaque valeur propre de la matrice est égale a la variance du multi-ensemble le long de ’axe défini
par le vecteur propre associé. La quantité d’informations portée par chaque vecteur propre est
mesurée par :

U
3
D i1 Vi
ol v; représente la valeur propre associée au vecteur propre e;.

Etant donnée une partition en K sous multi-ensembles {C4,...,Ck} du multi-ensemble d’une
image couleur, les algorithmes de quantification associent une couleur représentative a chaque
multi-ensemble. La somme des erreurs commises en affectant les couleurs appartenant a C; a sa
couleur représentative ¢; est donné par la somme pondérée des carrés des distances entre chaque

couleur c € C; et ¢; :
> e -l
CGC-;

Cette erreur peut étre comprise comme l'erreur que 'on commet en assimilant I’ensemble des
éléments de C; a ¢;. Un résultat classique en analyse des données montre que cette erreur est

(3.3)
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F1G. 3.2 — Image test Lenna a) et son multi-ensemble b) avec les 3 vecteurs propres (e, ea,e3) de
sa matrice de covariance. La longueur de chaque vecteur est proportionnelle a sa valeur propre.

minimale lorsque la couleur représentative c¢; est égale a la moyenne du multi-ensemble C;. Le
terme correspondant se nomme alors I erreur quadratique :

SE(Ci) =Y f(e)le— mill? (3.4)
cGCi

ou u; représente la moyenne de C';.
L’erreur quadratique est liée au calcul des variances par la formule suivante :

SE(C) =|C| Zvam. (3.5)

Chaque terme |C'|var; de ’équation 3.5 représente I’erreur quadratique marginale sur Paxe €; de
Pespace couleur 2. On peut donc se représenter le terme |C|var; comme la contribution de I'axe
Q; a Perreur quadratique totale. Si nous effectuons une rotation de I’espace couleur de fagon & ce
que chaque axe de coordonnée coincide avec un des vecteurs propres de la matrice de covariance,
les variances sur chaque axe nous sont données par les valeurs propres de la matrice de covariance
et lerreur quadratique s’écrit :

3
SE(C) = |C| Z v;. (3.6)

Enfin, Perreur quadratique d’un multi-ensemble peut étre efficacement calculée en utilisant les
moments (équation 3.1, voir également les équations 3.2 et 3.5) :

3 M;(C)?
SB(0) = Y 0); - T
j=1
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Etant donnée une partition P = {C1,...,Ck} de C; en K multi-ensembles, I’erreur de partition
E(P) se définit & partir de la somme des erreurs quadratiques des multi-ensembles C1,...,Ck :
K
E(P) =Y SE(Ci). (3.7)
i=1

L’erreur de partition peut donc étre considérée comme la somme des erreurs commises en affec-
tant chaque couleur de 'image a sa couleur représentative. Ce critere est souvent utilisé par les
méthodes de quantification descendantes, ascendantes et mixtes respectivement décrites dans les
sections 3.2.3, 3.2.5 et 3.2.6. En revanche, les méthodes décrites en section 3.2.8 optimisent simul-
tanément la sélection des couleurs et leur arrangement dans I'image. Ces dernieres méthodes ne
font donc pas référence explicitement & ’erreur de partition.

3.2.3 Les méthodes descendantes

Les méthodes descendantes ont été intensivement explorées [193, 196, 17, 194, 201, 18, 200, 4, 25]
depuis I'article fondateur d’Heckbert en 1982 [97]. Ces méthodes créent une partition de ’ensemble
des couleurs de I'image en K multi-ensembles par une séquence de K — 1 découpes.

Le multi-ensemble initial est donc découpé par un ensemble de plans appelés plans de coupes
orthogonaux & des azes de coupes et passant par un point le long de ’axe de coupe appelée
position de coupe. L’utilisation de plans pour découper un multi-ensemble peut sembler arbi-
traire. Une justification de ce choix est fournie par ’étape d’inversion de table de couleurs qui
suit le processus de quantification (section 3.2.1). En effet, étant donné un ensemble de couleurs
représentatives {c, ..., ck }, U'inversion de table de couleurs affecte chaque couleur de I'image & sa
couleur représentative la plus proche. Ce processus induit un partitionnement de ’espace couleur
par un diagramme de Voronoi 3D [160, 13] défini par {cy,...,cx}. Les cellules d'un diagramme
de Voronoi étant définies par un ensemble de plans, le choix du plan comme surface de séparation
entre deux multi-ensembles n’induit donc pas une perte de généralité.

Comme nous ’avons vu dans la section 3.2.1, une énumération exhaustive de toutes les parti-
tions est irréaliste dans le cadre de la quantification. Les méthodes de quantification descendantes
utilisent donc un ensemble d’heuristiques pour réduire le nombre de partitions envisagées. Les
principales heuristiques utilisées par les algorithmes de cette famille peuvent étre décomposées en
4 étapes communes a tous les algorithmes de cette famille :

1. sélection d’une stratégie de découpe;

2. sélection du prochain multi-ensemble a découper ;
3. sélection de ’axe de découpe;

4. sélection de la position de découpe.

Nous allons dans les sections suivantes décrire les principales heuristiques utilisées pour chacune
de ces étapes. Ces heuristiques seront récapitulées dans la Table 3.1 (page 94).

3.2.3.a Les stratégies de découpe

La plupart des méthodes de quantification descendantes [193, 196, 17, 194, 201, 18, 4] découpent
récursivement le multi-ensemble initial en deux sous multi-ensembles jusqu’a obtenir une partition
de celui-ci en K multi-ensembles. Cette stratégie de découpe peut étre codée a ’aide d’un arbre
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binaire complet appelé un arbre de découpe. Les noeuds internes de ’arbre représentent les multi-
ensembles intermédiaires tandis que les multi-ensembles finaux sont codés par les feuilles de ’arbre
(figure 3.3).

“ e

Fi1a. 3.3 — Un arbre de découpe définissant une partition en 5 multi-ensembles.

Le nombre de découpes récursives qui peuvent étre effectuées en utilisant cette stratégie est égal
au nombre d’arbre binaires complets ayant exactement K feuilles : =CX -1 [81]. Ce nombre étant

®Cax-1)
encore trop élevé pour permettre une énumération exhaustive, Chou et al. [51] et Lin et al. [135]
créent un arbre de découpe possédant N feuilles avec K < N << % (%Iff 1)) puis élaguent

cet arbre de facon a sélectionner les K feuilles qui induisent une erreur de partition minimale.
Toutefois, d’apreés les expérimentations menées par Wu [200], cette stratégie induit un important
sur-cotit de calcul sans faire baisser de facon significative 'erreur de partition. Il recommande donc
de ne générer que les K multi-ensembles nécessaires.

Le principal inconvénient d’une découpe récursive du multi-ensemble initial est que la découpe
de chaque multi-ensemble s’effectue sans considérer I'impact de celle-ci sur les découpes ultérieures.
Cette stratégie & un coup ne prend donc pas en compte les relations entre les opérations de découpe
et ne permet pas une minimisation globale de Perreur de partition. Wu [200] a proposé d’effectuer
les premiéres découpes du multi-ensemble initial grace a un ensemble de k plans orthogonaux a
I’axe principal du multi-ensemble. La position relative de ces plans le long de ’axe principal est
optimisée globalement grace a un algorithme utilisant la programmation dynamique. Les k + 1
multi-ensembles ainsi générés sont ensuite découpés récursivement en deux en utilisant la stratégie
de découpe précédemment décrite jusqu’a obtenir une partition en K multi-ensembles. La valeur
du parametre k est estimée durant la construction des x + 1 multi-ensembles. Selon les expériences
menées par Wu, cette valeur varie généralement entre 4 et 8 en fonction de la distribution du multi-
ensemble initial. Notons que pour k¥ = 2, la méthode de Wu ce ramene a une méthode classique de
découpe récursive. Le succes de cette méthode peut s’expliquer qualitativement a ’aide des modeles
de réflexions (section 2.2). En effet, une image est généralement composée d’un nombre limité de
matériaux différents. Dans chaque région correspondant & un matériau les variations de couleurs
sont dues & un changement de la géométrie qui induit des variations de couleurs suivant 'intensité.
L’ensemble des couleurs d’une image varie donc principalement suivant ’axe des intensités si bien
que les premieres découpes effectuées par les algorithmes de quantification descendante se font
généralement suivant des directions proches de cet axe. L’heuristique de Wu permet d’optimiser
globalement ces premieres découpes.
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3.2.3.b Choix du multi-ensemble a découper

Les méthodes basées sur une découpe récursive du multi-ensemble doivent sélectionner & chaque
étape une des feuilles de I'arbre de découpe et découper le multi-ensemble associé en deux sous
multi-ensembles. Les heuristiques utilisées pour choisir cette feuille varient en fonction du critere
minimisé par I'algorithme de quantification.

L’algorithme de quantification par axe médian proposé par Heckbert [97] partitionne I'espace
de couleur 2 en K multi-ensembles de méme cardinal My (équation 3.1). Pour atteindre ce but,
Heckbert sélectionne & chaque étape le multi-ensemble de plus grand cardinal. Plusieurs algorithmes
basés sur des k — d arbres (section 3.3.3) utilisent une approche similaire & celle d’Heckbert. Cette
stratégie n’est toutefois pas tres adaptée a la quantification. Il n’existe en effet pas de justification
claire au fait que tous les multi-ensembles doivent avoir approximativement le méme cardinal.
Ce critere peut en outre négliger la découpe de multi-ensembles avec un faible cardinal mais une
importante variation des couleurs tout en forgant la découpe de multi-ensembles composés d’un
faible nombre de couleurs proches mais possédant des fréquences importantes.

Une large majorité de méthodes [193, 196, 17, 194, 201, 18, 200, 25] tentent de minimiser
Perreur de partition. Dans ce cadre, I'objectif va donc étre de découper en priorité les multi-
ensembles les moins homogenes. Bouman [18] a proposé de découper & chaque étape le multi-
ensemble dont la variance est maximum le long de 'axe de coupe. Bouman découpant les multi-
ensembles perpendiculairement a leur axe principal, il sélectionne a chaque étape le multi-ensemble
dont la premiere valeur propre est la plus importante.

Wan et al [193] ont proposé de découper & chaque étape le multi-ensemble d’erreur quadratique
maximale. L’idée étant ici de découper le multi-ensemble dont la contribution a l'erreur de parti-
tion est maximale. Les stratégies de Wan et Bouman peuvent étre comparées en écrivant 1’erreur
quadratique dans la base des vecteurs propres :

3
SE(C) =[C|> v,

=1

olt (v;)ie{1,2,3) représente la valeur propre associée & chacun des trois vecteurs propres.

L’heuristique de Bouman peut donc étre comprise comme une approximation de celle de Wan
négligeant les variations du multi-ensemble le long des deux vecteurs propres restants.

Une stratégie légerement différente a été proposée par Wu [201]. Celui-ci propose en effet de
découper a chaque étape le multi-ensemble dont la découpe induira la plus grande diminution de
Ierreur de partition. Etant donné une partition du multi-ensemble initial Py, = {C1,...,C} en
k multi-ensembles, la découpe d’un multi-ensemble C; en deux sous multi-ensembles C}et C?
modifie I'erreur de partition comme suit :

E(Pry1) = E(Py) + SE(C}) + SE(C?) — SE(C). (3.8)

Notons que si C} et C? sont tous deux non vides, la valeur de SE(C}) + SE(C?) — SE(C;)
est strictement négative. L’erreur de partition est donc une fonction strictement décroissante du
nombre de découpes.

Wu sélectionne donc & chaque étape le multi-ensemble C; tel que SE(C})+ SE(C?) — SE(C;)
est minimum (maximum en valeur absolue) alors que Wan sélectionne simplement le multi-ensemble
tel que SE(C;) est maximum. L’heuristique de Wan peut donc & son tour étre considérée comme
une approximation de celle de Wu négligeant ’erreur quadratique des deux sous multi-ensembles
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générés par l'opération de découpe. Toutefois, I’heuristique de Wu impose une découpe préventive
de chaque multi-ensemble afin d’estimer la diminution de ’erreur de partition induite par cette
découpe. D’apres les expériences menées par Wu [200], la différence entre les deux heuristiques
en terme d’erreur de partition finale n’est pas significative. De plus, 'heuristique de Wu impose
une découpe inutile des feuilles de I'arbre de découpe final. La sélection a chaque étape du multi-
ensemble de plus grande erreur quadratique semble donc étre un bon compromis entre la qualité
de 'image résultat et les temps de calcul.

3.2.3.c Détermination de I’axe de coupe

Etant donné un multi-ensemble C; & découper, il convient de déterminer la normale du plan de
coupe et sa position de long de l'axe de découpe. Puisque la décroissance de 'erreur de partition
apres la découpe de C; en C} et C? est égale & SE(C;) 4+ SE(C?) — SE(C;), le plan de coupe
optimal est celui qui minimise SE(C})+ SE(C?). Toutefois, les possibilités pour placer un tel plan
sont encore une fois trop importantes pour envisager une énumération exhaustive de tous les plans
de coupe possibles et nous devons préalablement fixer la normale de ce plan avant d’envisager une
recherche exhaustive. Puisque la découpe d’un multi-ensemble décroit essentiellement la variance le
long de I’axe de découpe, une heuristique couramment utilisée consiste a découper le multi-ensemble
suivant un axe de grande variance.

Heckbert [97] approxime la variance en enfermant chaque multi-ensemble dans une boite rec-
tangulaire dont les cotés sont paralleles aux axes des coordonnées. Etant donné un multi-ensemble
C;, les deux faces de sa boite englobante orthogonales & un axe {2; seront définies par les plus pe-
tites et plus grandes projections des couleurs de C; sur I'axe €);. La variation d’un multi-ensemble
suivant {2; est alors déterminé par la taille de sa boite englobante le long de cet axe et la boite est
découpée perpendiculairement & son coté de plus grande taille.

La sélection du plus long coté de la boite englobante permet donc a Heckbert d’approximer la
variance du multi-ensemble sur chacun des axes de coordonnées. Toutefois, 'axe de coordonnée
de plus grande variance n’est généralement pas celui suivant lequel les données varient le plus
fortement. Cette direction est définie par I’axe principal du multi-ensemble et la relation entre la
variance suivant cette direction et l'erreur quadratique est fournie par I’équation 3.3. Notons que
si A1 représente la variance le long de I’axe principal et (var;);cf1,2,3) les variances suivant chacun
des axes de coordonnés ;, nous avons : v1 > var; Vi € {1,2,3}. Une plus grande décroissance de
Perreur de partition peut donc étre attendue en coupant le multi-ensemble perpendiculairement a
son axe principal. Cette derniére heuristique est utilisée par par Wan [193, 194], Wu [201, 200] et
Bouman [17, 18].

3.2.3.d Position de découpe

Etant donné un multi-ensemble C et un axe de coupe défini par un vecteur A, considérons les
valeurs m et M définissant respectivement les projections minimales et maximales des couleurs de
C sur A. Puisque le plan de coupe est orthogonal & A, sa projection sur I’axe de découpe est définie
par une valeur ¢ € [m, M]. Comme nous pouvons le constater sur la figure 3.4, toute valeur de ¢
dans Vintervalle Jm, M| définit une découpe de C en deux sous multi-ensembles C; et C?. Notons
que, si par convention le plan de coupe appartient & CZ, nous avons C- = 0 et |C?,| = |C| tandis
que |C}y..| =|C| et |C34.| = 0 ot € représente un nombre quelconque strictement positif. Plus
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précisément, la fonction § définie par :
c}
o(t) =
IC]

est une fonction croissante de ¢ définie sur [m, M] et a valeurs dans [0, 1].

axe A

C! C:?

F1a. 3.4 — Découpe de C suivant ’aze A

La valeur de t telle que 6(t) = % correspond & une coupe médiane découpant C' en deux
sous multi-ensembles de méme cardinal. L’algorithme de quantification par coupe médiane d’Heck-
bert [97] déplace donc le plan de coupe de long de I'axe A depuis la position ¢ = m jusqu’a
5(t) = 3.

Bouman [17, 18] utilise comme valeur de ¢ la projection de la moyenne du multi-ensemble :
t = pu.A ou u représente la moyenne de C. Cette heuristique permet d’éviter un parcours du
plan de coupe; toutefois, la validité de ce choix n’est démontrée que pour des multi-ensembles de
cardinal important avec une distribution gaussienne. Cette derniere restriction est importante dans
la mesure ou I'algorithme de découpe privilégie la découpe de multi-ensembles au moins bi-modaux.

Wan et al [193] maximisent la décroissance de l’erreur quadratique marginale le long de 'axe
de découpe (section 3.2.2 et équation 3.5). La valeur t,,; maximisant la décroissance de l'erreur

quadratique marginale le long de ’axe de découpe est définie par [193] :

topt = arg max [var — (6(t)vari(t) + (1 — §(t))vara(t))]
te[m,M]

ott vari(t) et vary(t) représentent respectivement la variance de C} et C7 le long de I'axe
principal de C.

La formule ci-dessus utilise simultanément des parametres des multi-ensembles C} et C? ce
qui nous oblige & mettre simultanément & jour les parameétres de C} et C7 lorsque 'on déplace le
plan de coupe depuis ¢t = m jusqu’a t = M. Wan et al. [193, 196] ont prouvé que la position du
plan de coupe est également donnée par :

twtmaggﬁ]y§%5«uma»-Af (3.9)

ot yu et p(t) représentent respectivement la moyenne de C et Cj.
Le principal avantage de cette derniere formule est que t,,; est & présent uniquement fonction
des parametres de C et C%. Les parametres d’un seul des deux multi-ensembles doivent donc
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étre mis a jour lors du déplacement du plan de coupe. De plus, cette derniere formule, combinée
avec des résultats établis par Wong [196], permet de restreindre le domaine de recherche [m, M]
a :[%‘“A, MJFT‘"A] Notons que ce dernier intervalle contient la position de coupe p e A sélectionnée
par Bouman.

Toutefois, Wan et al maximisent simplement la décroissance de I'erreur quadratique marginale
alors que selon ’équation 3.6, erreur quadratique est égale & la somme des erreurs quadratiques
marginales calculées sur chacun des trois vecteurs propres. Wu [201, 200] maximise la décroissance
de l'erreur de partition (équation 3.8) définie par : SE(C:') + SE(C:?) — SE(C). Wu a prouvé
que cette derniere équation est minimale pour une valeur £y telle que :

112 . 1y((2
topt = arg_ max WMUCIT | IM(O) = M(Cy )|
te[m,M] |C |IC| - |C:'|

(3.10)

Cette derniere équation utilise uniquement le cardinal et le moments d’ordre 1 de C’% qui
peuvent étre efficacement mis a jour lors du déplacement du plan de coupe le long de la direction
de coupe. Toutefois, 1'utilisation du carré de la norme du moment d’ordre 1 de C} (||M1(Cs)|?)
impose de manipuler de grande quantités ce qui conduit a des erreurs d’arrondis qui peuvent étre
importantes.

3.2.4 Ma contribution aux méthodes descendantes

Ma contribution aux méthodes descendantes [30, 25] a été effectuée en collaboration avec Jean-
Pierre Braquelaire durant ma these de doctorat. Les différentes heuristiques utilisées par cette
méthode peuvent étre décrites a l'aide de la décomposition des méthodes descendantes décrite
dans la section 3.2.3.

3.2.4.a Stratégie de découpe et choix du multi-ensemble

Notre méthode est basée sur une découpe récursive du multi-ensemble initial. A chaque itération
de notre algorithme, nous découpons le multi-ensemble de plus grande erreur quadratique. En effet,
comme nous 'avons vu dans la section 3.2.3.b, cette heuristique est celle qui permet un meilleur
équilibre entre la qualité de I'image résultat et les temps de calculs.

3.2.4.b Axe de coupe

Notre choix de ’axe découpant un multi-ensemble sélectionné est basé sur un compromis entre :

— la méthode d’Heckbert [97] qui estime la variation des données d’un multi-ensemble sur

chaque axe par la taille de sa boite englobante (section 3.2.3.c);

— les méthodes de Wan et al [193, 194], Bouman [17, 18] et Wu [201] qui découpent le multi-

ensemble perpendiculairement a son axe principal.

L’utilisation de ’axe principal d’un multi-ensemble nécessite de stocker dans chaque multi-
ensemble sa matrice de covariance. Il est donc nécessaire de calculer et stocker les covariances entre
les différentes coordonnées. Notons que ces covariances ne sont utilisées que pour la détermination
de I'axe de coupe puisque la détermination de la position de coupe ne nécessite que des parametres
ne dépendant que d’une coordonnée (équation 3.10). De plus, l'utilisation de I’axe principal im-
plique une diagonalisation de la matrice de covariance préalablement a chaque découpe.
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L’utilisation de ’axe principal augmente donc la complexité et les temps de calculs d’un al-
gorithme de quantification. D’un autre coté, la méthode d’Heckbert ne fournit qu’une estimation
assez pauvre de la variation de données suivant chaque axe.

Nous avons donc décidé de sélectionner comme axe de coupe, l’axe de coordonnée de plus grande
variance. Cette heuristique a priori moins efficace que la méthode reposant sur I’axe principal
offre toutefois plusieurs avantages. Tout d’abord, cette méthode nous permet de ne pas utiliser la
matrice de covariance et donc de s’affranchir des calculs de covariance et de la diagonalisation de
cette matrice. De plus, le multi-ensemble étant découpé perpendiculairement a des directions fixes,
le stockage du multi-ensemble initial peut étre optimisé de fagon a accélérer ses découpes.

3.2.4.c Position de découpe

Notre contribution a la détermination de la position de coupe a porté sur une étude de
I’évolution de l'erreur de partition en fonction de l'abscisse ¢ du plan de coupe sur 'axe de coupe
(section 3.2.3.d). Cette étude nous a permis de simplifier ’équation 3.10 déterminant la position
topt du plan de coupe :

o = g . g(8) avee g(6) = 2 s (1= (1) (3.11)
Cette derniere équation peut étre considérée comme 'extension en 3 dimensions de la formule de
Wan (équation 3.9). Elle permet de manipuler des quantités plus petites que ’équation de Wu
(équation 3.10) et donc d’éviter les erreurs d’arrondis inhérentes a cette derniere.

Une étude plus poussée [30] des variations de la fonction g(t) nous a permis d’encadrer les
variations de la fonction g(t) entre une parabole U et une hyperbole L (figure 3.2.4.c). La parabole
U permet d’arréter la recherche de top; dés que §(t) > dpmas, comme indiqué sur la figure 3.2.4.c.
Les expériences que nous avons menées nous ont permis de conclure que cette derniére propriété
permet d’ignorer en moyenne 10% de l'intervalle [m, M]. Notons de plus que puisque les fonctions
U et L prennent leur maximum quand § est proche de %, le maximum de g(t) doit étre obtenu pour
des valeurs de 0(t) proche de % Cette valeur § = % correspond a la coupe médiane sélectionnée
par Heckbert.

3.2.5 Les méthodes ascendantes

La famille des méthodes ascendantes regroupe ’ensemble des méthodes de quantification qui
génerent les K couleurs représentatives en un seul parcours de l'image. Les méthodes de cette
famille génerent ou mettent & jour chaque couleur représentative en fonction de la couleur du pixel
courant et de ’ensemble des couleurs déja traversé. Les deux méthodes les plus représentatives
de cette famille sont sans doute la méthode de quantification par Octree [85] et ’algorithme du
max-min [107, 203].

3.2.5.a La quantification par Octree

La méthode proposée par Gervautz [85] est basée sur une décomposition hiérarchique de I'espace
RGB par un octree. En effet chaque triplet dans ’espace RG'B peut étre représenté par un cube de
coté 1. Si nous découpons récursivement chaque axe du cube RGB en deux intervalles, ’ensemble
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9(3)

F1c. 3.5 — Evolution de l'erreur de partition induite par la découpe d’'un multi-ensemble par un
plan représentée comme une fonction du cardinal d’'un des deux sous multi-ensembles.

Plus grande erreur qua- * *
dratique
Choix du multi-ensemble || Plus  grande  valeur *
propre

Plus grand cardinal

Axe de coordonées le
plus long

Axe de découpe Axe de coordonnées de *
plus grande variance
Axe principal * | x| *

Coupe médiane *
Position de découpe Erreur quadratique mar- *
ginale
Minimisation de ’erreur * | *
de partition
Passage par la moyenne *

Heckbert [97]

Wan et Wong[194]
Bouman et Orchard[18, 17]
Wu [201]

Braquelaire et Brun [25]

)

W

N N S N
ot w
T O —

TAB. 3.1 — Les différentes stratégies utilisées par 5 méthodes de quantification descendantes
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des décompositions ainsi produit peut étre représenté a I'aide d’un octree dont les feuilles codent
les cubes de coté 1, i.e. les triplets de 'espace RGB.

[0,127) ‘ [0,127] x [128, 255] x [0, 127] ‘ 128, 255]3

. 64, 127)°

Fi1G. 3.6 — Codage du cube RGB par un octree

L’idée de base de la méthode de Gervautz est de gérer la structure de ’octree durant le parcours
de 'image de fagon a ne conserver que K feuilles a chaque étape de 'algorithme. Chacune de ces
feuilles définit alors une couleur représentative a la sortie de ’algorithme. Plutot que de générer
préalablement la totalité de I’arbre, Gervautz parcourt donc 'image et crée une branche dans 'arbre
pour chaque couleur rencontrée. Etant donné un triplet (R, G, B) a rajouter & Poctree, deux cas
peuvent se présenter : si la branche correspondant au triplet existe déja sa couleur moyenne est
mise & jour. La structure de I'arbre reste alors inchangée. Si la branche associée a cette couleur
n’existe pas, elle est ajoutée a 'octree. Si cette mise a jour génere plus de K feuilles, deux feuilles
de P’arbre sont fusionnées en transformant leur plus proche parent commun en une nouvelle feuille.

3.2.5.b L’algorithme max-min

Les méthodes basées sur une minimisation de l'erreur de partition tentent de minimiser la
somme des distances de chaque couleur a sa couleur représentative. L’approche des algorithmes
max-min est légerement différente. Plutot que de créer des multi-ensembles aussi homogenes que
possible, ces méthodes maximisent la distance entre les couleurs représentatives associées a chaque
multi-ensemble.

Un algorithme basé sur ce principe a été proposé par Houle et Dubois [107] en 1986 et
Xiang [203] en 1997. Il semblerait & la lecture des articles que Xiang ait ignoré larticle de Houle
et Dubois. Les deux méthodes iterent les points suivants :

— sélectionner arbitrairement une couleur représentative c; et initialiser son multi ensemble C'y

a partir de 'ensemble des couleurs de I'image ;

— pour i=1 a K

1. pour chaque multi-ensemble (Cj)je{l,...,iq}’ calculer la distance :

d; = max ||lc — ¢;]%,
cel;

2. sélectionner une couleur ¢; ayant une distance a sa couleur représentative égale a max jeq1,... i—1yd;,
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3. créer un nouveau multi-ensemble C; en y affectant toutes les couleurs plus proches de
¢; que leur actuelle couleur représentative.

Cet algorithme tente donc de maximiser la distance entre les couleurs représentatives et donc
I’enveloppe convexe de ’ensemble des couleurs représentatives dans l’espace de couleur. Ce dernier
critére est un avantage pour les méthodes de dithering qui suivent usuellement I’étape de quantifi-
cation (section 3.2.1). Toutefois, la qualité des images produites par cette méthode sans dithering
est généralement moins bonne que celle des méthodes basées sur une minimisation de I’erreur de
partition.

3.2.6 Les méthodes mixtes

Les méthodes de quantification descendantes sont rapidement apparues comme tres promet-
teuses et un intense effort de recherche a été effectué dans ce domaine. Ces recherches, principale-
ment menées par Wu [201, 199], Wan [193, 194], Bouman [18] et Balasubramanian [4], ont abouti
en 1992 & une méthode congue par Wu [200] permettant d’obtenir des images de trés bonne qualité
grace a une optimisation des premieres étapes de découpe. Cet article a conclu une intense activité
de recherches sur les heuristiques de découpe menées depuis I'article fondateur d’'Heckbert [97]. En
effet, depuis lors la recherche sur les méthodes de quantification descendantes s’oriente plus sur la
définition de nouveaux criteres de découpe [136] que sur 'heuristique de découpe elle méme. 11 ap-
parait donc désormais difficile d’apporter une amélioration significative a ce type de méthodes. De
plus, malgré la qualité des images généralement produites, la découpe récursive du multi-ensemble
initial C'1 impose de parcourir chaque couleur en moyenne log, (K) fois. Ceci induit une complexité
en O(8.M) pour une quantification en 256 couleurs (M représente le nombre de couleurs de C7).
Cette complexité induit des temps de calculs souvent trop élevés pour une utilisation interactive.

Inversement, les méthode ascendantes construisent la table de couleurs en un seul parcours de
I'image. Ces méthodes sont donc généralement plus rapides que les méthodes descendantes. En
revanche, lors du parcours de chaque couleur de I'image, un algorithme de quantification ascen-
dante doit soit créer une nouvelle couleur représentative soit affecter la couleur d’entrée & une
des couleurs représentatives déja sélectionnée. Cette heuristique appliquée a chaque pixel doit étre
extrémement simple pour rester compatible avec des temps de calculs interactifs. La qualité des
images produites par ces algorithmes est donc généralement moins bonne que celle produite par
les méthodes descendantes.

Les méthodes mixtes peuvent étre comprises comme des méthodes intermédiaires entre les
méthodes descendantes (découpe pure) et les méthodes ascendantes (fusion pure). Etant donné
un multi-ensemble initial C'; a partitionner en K sous multi-ensembles ces méthodes effectuent
une premiere étape de découpe de fagcon a obtenir une partition en N > K multi-ensembles puis
effectuent une série de fusions de fagon a se ramener au nombre requis K de multi-ensembles
formant une partition de C;j. Le but de la premieére étape de découpe est de réduire le nombre de
données tout en préservant les principales propriétés de la distribution C';. Partant de cet ensemble
réduit de données, I'algorithme de fusion peut appliquer des heuristiques plus cotliteuses en temps
de calcul (et donc a priori plus complexes) que celles généralement utilisées par les méthodes
ascendantes.

Les N multi-ensembles résultants de I’étape de découpe peuvent étre codés a ’aide d’un graphe
ou chaque noeud représente un multi-ensemble et chaque aréte une fusion possible. La fusion de
deux multi-ensembles est alors réalisée par la contraction de I'aréte codant cette possibilité de
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fusion et la suppression de toute aréte multiple entre le noeud issue de la fusion et les noeuds
adjacents.

F1G. 3.7 — Fusion de deux noeuds

Intuitivement, I’affichage de I'image avec N > K couleurs doit produire une image de meilleure
qualité qu'un affichage avec simplement K couleurs. Le processus de fusion va donc progressivement
détériorer la qualité de I'image et tout critere évaluant cette qualité doit rendre compte de ce
phénomene. Afin de minimiser cette perte de qualité, il convient d’attribuer une valeur & chaque
aréte en fonction de la dégradation induite par la fusion des deux sous multi-ensembles adjacents par
cette aréte. Si nous utilisons l'erreur de partition (équations 3.4 et 3.7), chaque aréte est étiquetée
par 'augmentation de lerreur de partition induite par la fusion. Etant donnée une partition P’
déduite de P par la fusion de deux multi-ensembles C et C)/ appartenant a P, cette augmentation
est définie par [71] :

|Ck| - |Ck| 2
E(P"=E(P)+ — e |7 3.12
La valeur de l’aréte associé a deux multi-ensembles C}, et Cs est donc égale a :
|Ckl - |Cr] 5
Ay = ——— "L — g . 3.13
k,k |Ck| ¥ |Ck’| || 1223 1223 H ( )

Le cotit principal de ce type de méthode vient de ’algorithme de fusion qui doit considérer
toutes les arétes du graphe a chaque itération. Deux type d’heuristiques ont donc été proposées
pour réduire les temps de calculs : la diminution du nombre N de multi-ensembles résultants de
l'opération de découpe ou l'utilisation d’heuristiques permettant de négliger certaines arétes lors
des opérations de fusion.

L’algorithme d’Equitz [71] est basé sur un rejet a priori de certaines possibilités de fusion. Equitz
réduit en effet le cotit de 'algorithme de fusion en utilisant un arbre binaire qui décompose le multi-
ensemble initial C'; en N sous multi-ensembles chacun composé de 8 couleurs. Le graphe complet
représentant ’ensemble des fusions est donc décomposé en un ensemble de sous-graphes complets
chacun composé de 8 noeuds. Chaque itération de ’algorithme d’Equitz consiste a déterminer
dans chaque sous-graphe les deux noeuds les plus proches en utilisant I’équation 3.12. La liste
de ces candidats a la fusion est alors ordonnée en fonction de la valeur de leur aréte commune
et une fraction d’entre eux (telle que 50%) est effectivement fusionnée. Apres chaque itération,
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le partitionnement du graphe initial doit étre mis a jour de facon a ce que chaque sous-graphe
contienne un nombre approximativement égal de noeuds. La restriction des opérations de fusion a
une fraction des sous-graphes permet de minimiser les risque de fusion entre multi-ensembles de
distributions tres différentes. Notons toutefois que ce risque n’est pas complétement écarté. De plus,
I’heuristique d’Equitz néglige les fusions possibles entre des noeuds n’appartenant pas au méme
sous-graphe. Cet algorithme a été ensuite amélioré par Balasubramanian et Allebach [5] qui ont
diminué le nombre de couleurs du multi-ensemble initial grace a une étape de pré-quantification
basée sur 'arrangement local des couleurs dans I'image originale. Cet arrangement est également
utilisé par Balasubramanian et Allebach pour pondérer la distance entre deux multi-ensembles
définie par 1’équation 3.12.

L’algorithme de Dixit [65] est basé quand & lui sur une réduction du nombre de données ini-
tiales. Dixit définit I’ensemble initial de couleurs en effectuant des tirages aléatoires dans I'image.
L’ensemble des couleurs de chaque pixel tirés aléatoirement défini alors le multi-ensemble initial.
D’apres les expériences menées par Dixit, 1024 tirages sont suffisants pour avoir une bonne esti-
mation de la distribution des couleurs d’une image 512 x 512. Dixit utilise ’ensemble des couleurs
tirées aléatoirement pour définir un multi-ensemble par couleur et trie cet ensemble selon le cardinal
des multi-ensembles. L’algorithme de fusion parcourt ensuite ’ensemble trié des multi-ensembles
suivant un ordre croissant du cardinal et fusionne chaque multi-ensemble parcouru avec le multi-
ensemble le plus proche en utilisant ’équation 3.12. Le multi-ensemble issu de la fusion est alors
exclu des opérations de fusion pour cette itération. Chaque multi-ensemble participe donc a une
seule opération de fusion a chaque itération et le nombre de multi-ensembles est divisé par 2 a
chaque itération. Notons que ce facteur de décimation fixe peut conduire a la fusion de multi-
ensembles tres éloignés.

3.2.7 Ma contribution aux méthodes mixtes

Ma contribution aux méthode mixtes a été effectuée en collaboration avec Myriam Mokh-
tari [41]. Notre méthode de fusion est basée sur une étape de quantification uniforme du cube
RGB fournissant un ensemble N de multi-ensembles. Ces multi-ensembles sont alors utilisés pour
définir un graphe complet connectant chacun des N noeuds a tous les autres. L’algorithme de fusion
sélectionne a chaque étape I'aréte de plus faible cout en utilisant I’équation 3.12. La fusion de deux
noeuds implique une mise a jour de la structure du graphe en utilisant ’opération de contraction
(figure 3.7) et la mise & jour de la valeur des arétes incidentes au nouveau noeud. Chaque contrac-
tion entraine donc la disparition d’un noeud et l'algorithme itere NV — K contractions de facon a
obtenir le nombre requis K de multi-ensembles finaux.

Notre méthode utilisant un graphe complet, sa complexité sera essentiellement déterminée par
le nombre N de multi-ensembles initiaux. Nous avons donc étudié l'influence du parametre N
sur 'erreur de partition finale. Une partie de ces expériences est représentée sur la figure 3.8 qui
illustre I’évolution de ’erreur de partition en fonction du nombre initial de multi-ensembles pour
4 images tests et une quantification en 16 couleurs. La figure 3.8 montre que 'erreur de partition
apres une décroissance importante reste approximativement constante pour un nombre de multi-
ensembles initiaux variant entre 100 et 900. Cette stabilité des courbes au dela de 100 valide
I’hypothese d’une taille optimale des multi-ensembles initiaux pour un nombre de multi-ensembles
finaux donné. En effet, au dela d’une certaine limite, la découpe d’un multi-ensemble initial n’est
pas utilisé par ’étape de fusion qui regroupe majoritairement ces sous multi-ensembles dans un
méme multi-ensemble final.
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FIG. 3.8 — Evolution de lerreur de partition en fonction du nombre de multi-ensembles initiaux

Notons toutefois que cette derniere propriété n’est vraie que pour un nombre de multi-ensembles
finaux donnés. La figure 3.9 montre I’évolution du rapport entre les erreurs de partitions produites
par notre méthode descendante [20] (section 3.2.4) et notre méthode mixte pour 4 images tests et
un nombre de couleurs variant entre 2 et 256. Notre méthode descendante est basée sur une découpe
récursive et reste donc insensible au nombre de multi-ensemble initiaux. Cette méthode nous sert
ici d’étalon afin de définir une erreur de partition de référence pour un nombre de couleurs et une
image donnés. Le nombre de multi-ensembles initiaux pour la méthode mixte a été fixé a 330, 280,
329 et 396 (ces valeurs sont issues d’une partition du cube RGB en 2048 sous cubes) respectivement
pour les images fille, maison, Lenna et Zelda (Fig. 3.11). Nous pouvons constater que 1’algorithme
mixte produit de plus faibles erreurs de partitions que la méthode descendante pour un nombre de
couleurs approximativement inférieur a 100. Au dela de cette limite, le nombre de multi-ensembles
initiaux fournis a l'algorithme de fusion est trop faible pour produire des images de qualité. De
fait, I'utilisation de 280 multi-ensembles initiaux pour une quantification en 256 couleurs de I'image
maison produira un résultat proche de celui obtenu par une partition uniforme.

Notons de plus, que la complexité de l'algorithme de fusion augmente quadratiquement en
fonction du nombre de multi-ensembles initiaux. Notre méthode est donc plus spécifiquement
congue pour des quantifications en un nombre peu élevé de couleurs.

Les erreurs de partitions représentées sur la Table 3.2 montrent que notre méthode produit
des images de plus faible erreur de partition que celle de Wu [201] pour une quantification en 16
couleurs. De plus, les temps de calculs représentés sur la Table 3.3 montrent que notre méthode
est approximativement 10 fois plus rapide que les méthodes de Wu [201] et de Xiang [203]. Ces
temps de calculs ont été obtenus sur un Athlon XP1800 1533Mz. Les erreurs de partitions de
I’algorihme de Xiang ne sont pas représentées sur la Table 3.2 puisque cette méthode ne minimise
pas ce critere.
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F1a. 3.9 — Rapport entre les erreurs de partitions produites par notre méthode mizte utilisant un nombre
de multi-ensembles initiaux constant et notre méthode de découpe (section 3.2.3 et Table 3.1) en fonction
du nombre de couleurs finales

SE anemone | fille | fleurs | grenouille | Lenna
notre méthode 538 260 | 672 435 218
méthode de Wu 580 288 | 770 532 241
SE maison | meloid | papillon | poisson | Zelda
notre méthode 124 463 288 368 346
méthode de Wu 133 532 311 418 367

TAB. 3.2 — Erreur de partition calculée dans ’espace RGB produites par notre méthode et celle
de Wu lors de la quantification de 4 images tests en 16 couleurs. Notre méthode utilise un parti-
tionnement initial du cube RGB en 4096 sous cubes.
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temps en secondes | anemone | fille | fleurs | grenouille | Lenna
notre méthode 0.75 0.08 | 0.37 0.24 0.17
méthode de Wu 5.25 1.16 | 3.1 1.2 4.3
méthode de Xiang 4.16 0.56 | 1.86 0.81 2.64
temps en secondes | maison | meloid | papillon | poisson | Zelda
notre méthode 0.06 0.02 0.31 0.04 0.29
méthode de Wu 0.98 0.03 4.0 0.1 2.9
méthode de Xiang 0.6 0.08 2.68 0.11 1.76

TAB. 3.3 — Temps de calculs requis par notre méthode, celle de Wu et celle de Xiang pour quantifier
les 4 images tests en 16 couleurs. Notre méthode utilise un partitionnement initial du cube RGB
en 4096 sous cubes.

Afin de comparer les performances de notre algorithme et celles de de la méthode de Xiang,
nous avons utilisé les méthodes de comparaisons d’images couleurs définies par Alain Trémeau dans
son habilitation & diriger des recherches [187]. Celui-ci a en effet congu des algorithmes permettant
de comparer deux images couleurs I et I en effectuant les opérations suivantes pour chaque pixels
(i,7) des deux images :

1. calculer deux valeurs moyennes sur un voisinage de (i,5) dans I et Io;

2. soustraire ces valeurs et les normaliser entre 0 et 1 en fonction d’un critére local. Une valeur
égale a 0 signifie une différence maximum.

Les valeurs associées a chaque pixel de 'image résultat dépendent des criteres utilisés pour la
comparaison. Les 6 criteres définis par Trémeau sont :

1. laluminance : la valeur calculée en chaque pixel et sur chaque image est la luminance moyenne
sur le voisinage;;

2. la chrominance : les moyennes des coordonnées chromatiques sont calculées sur chaque image ;

3. I"émergence : 'émergence d'un pixel est définie comme la moyenne des distances Euclidienne
entre sa couleur et celle de ses voisins;

4. la corrélation : la covariance locale entre les couleurs des deux images est utilisée. La cova-
riance est normalisée par le produit des écarts types calculés sur les deux images.

5. la détection de contours : un gradient couleur est appliqué sur les deux images.

6. le critere de Fisher : ce critere calcule pour chaque pixel la distance entre les couleurs
moyennes calculées sur un voisinage du pixel dans les deux images.

Une description plus complete de ces critéres peut étre trouvée dans [187].

Les criteres décrits précédemment forment une image de différence en niveaux de gris a partir de
deux images couleurs. Trémeau [187] propose une méthode permettant de sommer les niveaux gris
et de normaliser le nombre obtenu entre 0 et 100 de fagon a ce qu’une valeur égale a 100 corresponde
a deux images identiques pour le critere considéré tandis qu'une valeur nulle correspond a une
différence maximale. Les résultats présentés sur la Table 3.4 montrent que notre méthode obtient
de plus grande valeurs (et donc une plus forte similarité avec I'image originale) que la méthode
de Xiang pour tous les criteres considérés a l’exception du critere de luminance. Notre méthode
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produit donc des images plus proches des images originales que la méthode de Xiang selon les
criteres définis par Alain Trémeau.

luminance | chrominance | emergence | correlation | gradient | Fisher
notre méthode 77.4 20.7 11.1 40.6 35.5 15.0
méthode de Xiang 64.4 21.1 8.6 31.9 24.0 12.3

TaB. 3.4 — Différences entre I'image Lenna originale et les image quantifiées en 16 couleurs par
notre méthode et celle de Xiang. L’espace couleur utilisé est ’espace CIE Lab.

Fi1Gg. 3.10 — Différence de Fisher entre 'image Lenna originale et ses versions quantifiées en 16
couleurs par notre méthode (a) et celle de Xiang (b).

3.2.8 Les méthodes de quantification spatiale

Nous avons vu dans les section 3.2.3 et 3.2.6 plusieurs méthodes basées sur une minimisation de
Perreur de partition. L’utilisation de I'erreur de partition dans le cadre de la quantification repose
sur I’hypothese qu'une quantification avec une faible erreur de partition produira une image proche
de Voriginale. Cette hypothese est partiellement confirmée par ’équation suivante :

K
E(P) = ZSE(Ci> = > 112, 3) = I'(i, 4)II? (3.14)

G E{l,....m}x{1,....n}

ol m x n représente la taille de 'image originale et I(i,7), I'(4,j) représente la couleur du pixel
(i,7) respectivement dans I'image originale et 'image quantifiée.

L’erreur de partition peut donc étre comprise comme la somme des carrés des distances entre
les couleurs des pixels de I'image originale et de 'image quantifiée. Malgré cette intéressante pro-
priété, 'erreur de partition ne peut pas étre considérée comme une distance visuelle entre les deux
images. Ceci est confirmé par ’expérience illustrée sur la figure 3.12. Les 62.750 couleurs de I'image
représentée sur la figure 3.12a) sont ramenées & 8 couleurs par notre algorithme de quantification
mixte [41] (section 3.2.7b)). L’image quantifiée (figure 3.12b)) est alors améliorée par une étape
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Fia. 3.11 — Images couleurs utilisées pour les expériences représentées sur les tables 3.2 et 3.3. Le
nom et la taille de chaque image sont représentés au dessous de celle-ci.
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de dithering basée sur l’algorithme de Floyd-Stenberg [79] (figure 3.12c). Malgré 'amélioration
de la qualité de I'image apportée par l'algorithme de dithering, 'erreur de partition de l'image
représentée sur la figure 3.12¢) est une fois et demi plus importante que lerreur de partition
de l'image représentée sur la figure 3.12b). Ce résultat a priori surprenant est dit aux différents
critéeres utilisés par les algorithmes de quantification et de dithering. L’algorithme de dithering
optimise I'arrangement local des couleurs représentatives alors que ’algorithme de quantification
tente d’obtenir une partition en un ensemble de multi-ensembles homogenes.

F1a. 3.12 — L’image originale (a), 'image quantifiée en 8 couleurs (b) et (b) améliorée par une
étape de dithering(c)

La prise en compte des propriétés locales de 'image dans le processus de quantification peut
s’effectuer en remplacant la fonction de fréquence f par une fonction de fréquence pondérée W,
ot W(c) est défini comme une somme d’attribus locaux calculés sur tous les pixels de couleur c.
Notons que de ce point de vue, la fonction de fréquence f n’est qu'un type particulier de fonction
de fréquence pondérée ou le poids de chaque pixel est égal a 1. Ce type de méthode a été employé
avec succes par Bouman [17, 18] et Balasubramanian [6, 5], les deux auteurs ayant ultérieurement
combiné leurs méthodes [4].

Une autre méthode sans doute plus prometteuse, consiste & optimiser conjointement la sélection
des couleurs représentatives et leur localisation dans 'image. Ces méthodes font donc une double
optimisation dans ’espace des couleurs choisi et dans le plan de I'image. Nous avons choisi d’appeler
ces méthodes des méthodes de quantification spatiales afin de souligner ’aspect placement des
couleurs représentatives qui constitue l'originalité de ce type de méthodes. Cette dénomination
a également été choisie par Puzicha et al. [162] qui ont écrit un des articles fondateur de ce
type de méthode. Ces méthodes sont basées sur une modélisation de certaines caractéristiques
du systeme visuel humain. Une de ces caractéristiques est la décroissance rapide des capacités du
systéme visuel humain a distinguer différentes couleurs pour de hautes fréquences spatiales. Ce
phénomene crée des couleurs additionnelles par un moyennage local autour de chaque pixel. Ce
phénomene est abondamment utilisé par les méthodes de dithering pour améliorer la qualité de
I'image mais ne peut pas étre facilement intégré dans un processus de quantification puisque les
couleurs représentatives ne sont connues qu’en sortie du processus de quantification.

Plusieurs auteurs [78, 154, 162] ont proposé de modéliser le moyennage spatial effectué par 'oeil
humain a I’aide de trois filtres passe bas (Wy)req1,2,3)- Etant donnée une image I = (I;)ieq1,... A}
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ot N représente la taille de I'image, la k*° composante de I'image pergue T est alors définie par :

Vke{1,2,3}Vie{l,....N} L(i)= Y Wi(i)I()

JESik

o S; 1 est le support du filtre W), en position i.

Etant donné un ensemble de couleurs représentatives {ci,...,cx}, la localisation de chaque
couleur représentative peut étre codée a 1’aide d’une matrice £ de taille N' x K telle que L(3, j) est
égal a 1 si le pixel I; est affecté a la couleur représentative c; et 0 sinon. Si nous stockons I’ensemble
des couleurs représentatives dans une matrice T de taille K x 3, telle que T'(i, k) représente la keme
composante de la couleur représentative c;, I'image résultat I peut s’écrire :

Vie{l,....N} Io(i) =L, )T

ot L(i,.) représente la i ligne de la matrice L.
L’image quantifiée percue I est alors définie par :

Vke{1,2,3}Vie{l,....N} Io(i)k = Y Wi(j)L(,)T(. k)

JESik

ou T'(., k) représente la k*° colonne de la matrice T'. Notez que Ig (i) = L(3,.)T(., k).
La distance entre la perception de I'image originale est celle de 'image quantifiée peut alors
s’écrire comme la somme des carrés des distances entre les couleurs pergues :

H(L,T)

i (Fe — Tat)”
i S (Siess, WelT 0 = Ses,, WeLG IT(,R))

La minimisation de H(L,T) nécessite donc de fixer conjointement les valeur des matrices £ et T
Une minimisation de H(L£,T) utilisant une valeur fixe de T' a été proposée par plusieurs méthodes
de dithering [78, 154]. Toutefois, une minimisation de H (L, T) fixant simultanément les valeurs de
L et T n’a été proposée que récemment par Puzicha [162]. Celui-ci utilise le schéma de minimisation
suivant :

1. Une minimisation de H(L,T) basée sur L en fixant T,

2. une minimisation de H(L,T) par rapport & T en gardant £ fixé.

Cette stratégie en deux étapes est itérée jusqu’a convergence. Puzicha utilise également une décomposition
hiérarchique de I'image pour accélérer le processus de convergence.

3.3 L’ inversion de tables de couleurs

L’inversion d’'une table de couleurs est un processus permettant d’afficher une image avec un
nombre restreint de couleurs représentatives. Ces couleurs peuvent étre issues d’un algorithme de
quantification, imposées par la table de couleurs par défaut de I’écran ou encore définies arbitrai-
rement par 'utilisateur. Afin de minimiser la distance visuelle entre 'image de sortie et I'image
originale, les algorithmes d’inversion de tables de couleurs affectent chaque couleur d’entrée c a sa
couleur représentative la plus proche Q(c). La fonction Q peut donc étre définie par :
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Q( C — Ao ek} ) (3.15)

¢ = Q) =argmin.eqe,,.cx} 2 — |

ou C représente 'ensemble des couleurs de l'image originale et {ci,...,cx} 'ensemble des
couleurs représentatives. Le symbole ||z — ¢|| représente la norme du vecteur z — ¢ définie dans
un espace métrique donné (par exemple la norme Euclidienne dans espace RGB). Notons qu’il
existe d’autres types de distances [58, 59]. Certaines de ces distances sont par exemple basées sur
une projection de ’ensemble des couleurs sur un axe réel [126]. De telles projections permettent
de définir un ordre sur I’ensemble des couleurs qui est utilisé dans le cadre du filtrage d’images
couleurs. Cet ordre définit implicitement une distance. Toutefois ce type de distance n’est pas
utilisé dans le cadre de l'inversion de table de couleur.

La valeur de Q(c) pour une couleur d’entrée ¢ donnée peut étre calculée grace & une recherche
exhaustive du minimum de ||z —¢|| pour z parcourant I'ensemble des couleurs représentatives. Etant
donnée une image de taille 256 x 256 et une table de couleurs de taille 256, cet algorithme trivial
nécessitera plus de 16 millions de calculs de distances (voir équation 3.15). Malgré sa simplicité,
cette méthode ne peut donc étre utilisée pour de grandes images ou des applications interactives.
Plusieurs méthodes ont donc été mises au point pour optimiser la recherche de la plus proche
couleur représentative. La complexité des principales méthodes est représentée dans la Table 3.9.

3.3.1 Amélioration des calculs de distance

Les améliorations de la méthode triviale sont nombreuses : Poskanzer [159] a proposé d’améliorer
la recherche en utilisant une table de hachage de fagon a ne pas recalculer la couleur représentative
d’une couleur déja rencontrée. Toutefois cette amélioration reste inefficace pour des images com-
portant un nombre important de couleurs différentes. Une autre approche consiste a approximer la
norme Ly par une norme moins cotiteuse en temps de calculs. Chaudhuri et al. [47] ont proposé la
norme L, en tant qu’approximation de la distance Euclidienne définie par Ls. La norme L, d'une
couleur ¢ étant définie par :

lella = (1 =a)lely +allel _
= (I1-a) Z_j:l |c’| + amax;eqy 23y |/

D’apres les expériences menées par Verevka [192], la norme L 1 accélere la recherche de fagon
significative sans introduire une perte notable de la qualité de I'image résultat.
La recherche peut étre encore réduite en utilisant les considérations suivantes [100] :

1. Somme partielle :
Si nous utilisons le carré de la norme Lo, ou les normes L; ou L%, la distance entre la
couleur d’entrée et une couleur représentative est définie comme la somme de trois termes.
La somme partielle doit étre comparée a la distance minimale avant chaque addition. Le
calcul de distance n’a en effet aucune raison de continuer si une somme partielle est plus
grande que la distance minimale.

2. Tri sur une coordonnée :

Supposons que les couleurs représentatives sont triées suivant un des axes de coordonnées
(par ex. le premier). La recherche débute alors sur la couleur représentative dont la premiere
coordonnée est la plus proche de celle de la couleur d’entrée et continue ensuite dans 'ordre
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croissant des distances sur la premiere coordonnée. La recherche se termine quand la distance
sur la premiere coordonnée entre la couleur représentative courante et la couleur d’entrée est
plus grande que la distance minimale. Notons que le temps moyen de recherche sera d’autant
plus court que la variance sur I’axe des coordonnées choisi sera grand.

3. Distance du plus proche voisin :
Etant donné une couleur représentative c¢; avec j € {1,...,K}, sa plus proche couleur
représentative c ;) est définie par :

j) = ar min d(c;,ck).
a(7) gke{l,...,K},k;éj (cj,x)

Supposons que la couleur représentative courante c¢; parcourue par ’algorithme soit la plus
proche de la couleur d’entrée c. Supposons de plus que la distance minimale courante X, =
d(c, c;) soit plus petite que la moitié de d(c;,cy(;)). On a donc :

{ 27nzn = d(C, Ci)
27nin < %d(civ Cq(i))'

Pour toute autre couleur représentative cx on a :

2% min < d(ci, () < d(ci, cx) < d(ci,c) +d(c, c)
= 2Emzn S E7nzn + d(C, ck)
= Ynin < d(c,cp).

L’algorithme d’inversion de table de couleur peut donc retourner directement c¢; puisqu’au-
cune autre couleur représentative ne peut étre plus proche de ¢ que c;.

La figure 3.13 représente les différents temps d’exécution en secondes sur 'image test Lenna
(figure 3.2(a)) pour des tailles de table de couleurs variant de 16 & 520. Ces temps ont été mesurés
sur un PC Pentium IT 350. On peut constater sur cette figure que la méthode du plus proche voisin
et celle n’effectuant qu’une somme partielle n’induisent pas un gain significatif dans les temps de
calculs. Assez curieusement, la méthode basée sur le calcul de la norme L% induit systématiquement
des temps de calculs plus longs que la méthode triviale. Ceci peut s’expliquer par 'architecture du
Pentium IT qui n’utilise qu’un seul pipeline pour les instructions. La substitution de la norme Lo
par la norme L 1 revient en effet a remplacer une série de multiplications par des tests pour calculer
la norme infinie. Ces tests brisent I’ordonnancement des instructions dans le pipeline et induisent
des temps de calculs plus longs que la méthode triviale. Les seules méthodes qui induisent une
amélioration significative sont les méthodes basées sur une fonction de hachage et celles utilisant
un tri sur les coordonnées. Notons que ces deux derniéres optimisations peuvent aisément étre
combinées.

3.3.2 Les méthodes dévolues a une méthode de quantification

Comme nous 'avons mentionné dans la section 3.1, tout algorithme de quantification nécessite
une étape d’inversion de table de couleurs pour créer 'image résultat. L’ensemble des couleurs
représentatives est construit pour minimiser une erreur de quantification définie dans un espace de
couleur donné (comme CIELuv ou YIQ). D’un autre coté, les algorithmes d’inversion de table de
couleur sont basés sur des calculs de distances définies dans un espace de couleurs également donné.
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Norme L3
2

- Méthode triviale

Plus proche voisin
Somme partielle

Fonction de hachage

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

F1G. 3.13 — Temps d’exécution en secondes des différentes méthodes sur l’image Lenna. L’aze des abscisses
représente la taille de la table de couleurs

Un algorithme d’inversion de tables de couleurs doit donc utiliser le méme espace de couleurs que
I’algorithme de quantification auquel il est associé afin d’étre consistant avec le critere minimisé
par celui-ci.

L’affectation de chaque couleur & sa plus proche couleur représentative induit une partition de
lespace couleur par un diagramme de Voronoi 3D [160, 13] défini par les couleurs représentatives.
Cette partition de l’espace par un diagramme de Voronoi 3D ne signifie pas que celui-ci doit
étre obligatoire calculé. De fait, les partitions définies par les algorithmes de quantification ne
constituent généralement pas des diagrammes de Voronoi. Toutefois, un tel diagramme peut étre
efficacement approximé par la partition définie par un algorithme de quantification si 'erreur de
partition de ce dernier est suffisamment faible. De plus, la prise en compte de la partition définie
par un algorithme de quantification permet d’utiliser les structures de données définies par celui-ci
pour réduire le cotut de la recherche. De fait, I'utilisation de l’arbre de découpe généré par un
algorithme descendant (section 3.2.3) permet de retrouver la couleur représentative d’une couleur
d’entrée en O(log,(K)) tests (Fig. 3.14).

3.3.3 Découpe de ’espace couleur par des k — d arbres

L’inversion de tables de couleurs peut également étre étudiée dans le cadre plus général de la
recherche des plus proches voisins. Friedman [11] a proposé un algorithme basé sur une optimisation
des k—d arbres afin de trouver les m plus proches voisins d’une couleur donnée. Un k—d arbre est un
arbre binaire construit par une découpe récursive d’un multi-ensemble initial (section 3.2.3), chaque
multi-ensemble étant découpé perpendiculairement & son axe de coordonnée de plus grande variance
par une coupe médiane. On minimise donc ainsi la variance des deux sous multi-ensembles produit,

Tri sur une coordonnée
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“ e

Fia. 3.14 — Arbre de découpe défini par une méthode de quantification descendante.

chaque multi-ensemble ayant approximativement le méme cardinal. Cette découpe récursive se
termine lorsque chaque feuille de ’arbre contient un nombre de couleurs inférieur & une constante.

La procédure de recherche initialise une liste des m plus proches voisins de la couleur d’entrée
précédemment rencontrée. Chaque fois qu’'une couleur est examinée et trouvée plus proche de la
couleur d’entrée qu’'un des m plus proches voisins, la liste est mise a jour. Si le noeud courant
n’est pas une feuille, la recherche est relancée sur celui de ces fils qui contient la couleur d’entrée.
En retour de fonction, un test est effectué pour déterminer s’il est nécessaire d’examiner ’autre
fils. Ce test, dont le nom pourrait se traduire par test de chevauchement «cube-boule» (bounds
overlap-ball) vérifie si le cube contenant le fils non encore testé intersecte la boule centrée sur la
couleur d’entrée et ayant pour rayon la distance entre cette couleur et le m®° voisin. Si le test
échoue, i.e. si 'intersection entre le cube et la boule est vide, le fils restant n’a pas a étre examiné
puisqu’aucune de ses couleurs ne pourra modifier la liste des m plus proche voisins. Si le cube et
la boule ont une intersection non vide, alors la procédure de recherche est relancée récursivement
sur le fils restant.

La figure 3.15 illustre le fonctionnement d’un k£ —d arbre sur un cas 2D. La détermination de la
boule englobant les m plus proches voisins est effectuée dans le noeud contenant la couleur fournie
en entré (le noeud 1.1 dans notre exemple). Cette boule ne coupe pas le noeud 1.2 et la recherche
des m plus proche voisins n’est donc pas relancée sur ce noeud. En revanche, elle coupe le noeud
2 et une recherche devra étre relancée sur celui-ci lorsque le processus de recherche reviendra sur
le noeud 0. Le test «cube-boule» permettra a ce moment la de rejeter a priori le noeud 2.2 qui ne
coupe pas la boule.

Cet algorithme peut étre appliqué a l'inversion de tables de couleurs en fixant m a 1 et
en utilisant la table de couleurs comme multi-ensemble initial stocké dans l'arbre de découpe.
D’apres Friedman, la couleur représentative de chaque couleur d’entrée peut ainsi étre retrouvée

en O(log(K)) tests.

3.3.4 Inversion de tables de couleurs par un tri local

La méthode d’Heckbert par tri local [97] utilise le méme principe que le test d’intersection cube-
boule de Friedman, mais plutét que de définir une découpe récursive de la table de couleur Heckbert
définit une partition uniforme du cube RGB en N cubes. Chaque cube est associé a une liste de
couleurs représentatives. Chacune de ces couleurs représentatives est la couleur représentative
d’au moins un point du cube. La couleur représentative de toute couleur contenue dans un cube
appartient donc a la liste associée a celui-ci. La liste de chaque cube est définie en calculant la
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Fic. 3.15 — Fonctionnement d’un k — d arbre sur un exemple 2D. Les crois (x ) symbolisent les éléments
de l’ensemble.

distance r entre la couleur représentative la plus proche du centre du cube (la couleur A sur la
figure 3.16) et le coin du cube le plus éloigné de cette couleur représentative. Cette distance majore
la distance entre n’importe qu’elle couleur du cube et sa couleur représentative. Donc, toute couleur
représentative & une distance supérieure a r du cube peut étre rejetée de la liste.

Etant donnée une couleur ¢, la méthode d’Heckbert détermine le cube contenant ¢, et parcourt
sa liste de couleurs représentatives associée de fagon a déterminer la couleur représentative la
plus proche. La complexité de cette méthode est proportinnelle a la taille moyenne des listes
stockées dans chaque cube. Cette taille est déterminée par le nombre et la distribution des couleurs
représentatives ainsi que par le nombre N de cubes formant une partition du cube RGB. Si nous
notons L cette taille moyenne, la complexité du pré-traitement définissant la partition du cube RGB
et la liste des couleurs représentatives associées a chaque cube est égale 8 O(NK + NLlog(L)). Les
tests effectués par Heckbert montrent que le nombre de calculs de distances requis pour calculer la
couleur représentative Q(c) d’une couleur ¢ est divisé par 23 pour une quantification en K = 256
couleurs utilisant une partition du cube RGB en N = 512 cubes. Toutefois, pour un nombre N
fixe de cubes composant la partition, la méthode d’Heckbert reste approximativement linéaire en
fonction du nombre de couleurs représentatives. De plus, la valeur optimum de N reste difficile &
évaluer.

La méthode d’Heckbert a été spécifiquement congue pour I'espace RGB. On peut toutefois
I'adapter & d’autres espaces couleur en calculant la boite englobante de la transformée du cube RGB
dans le nouvel espace (Fig. 3.17)1. Celle-ci peut étre définie en calculant les valeurs minimum et
maximum de chaque coordonnée dans le nouvel espace pour tout triplé RGB appartenant au cube.
Cette solution nécessite toutefois d’allouer inutilement un nombre de cubes initiaux important.
Nous devrons en effet, allouer des cubes :

— ne correspondant a la transformation d’aucun triplé RGB appartenant au cube RGB ;

— ne correspondant a la transformation d’aucun triplé RG B présent dans 1'image.

Dans les deux cas, le cube ne pourra étre utile lors de ’étape d’inversion de table de couleur et
a donc été alloué inutilement.

Lcette figure est issue de [43] et a été congu par Alain Trémeau
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pas dans liste

cube courant

Fi1G. 3.16 — La recherche par tri local d’Heckbert. La couleur représentative A est la plus proche du
centre du cube courant. La distance entre A et le coin du cube le plus éloigné définit r. La couleur
représentative D appartient a la liste du cube alors que C situé a une distance supérieure a r du
centre du cube est rejeté de la liste

F1G. 3.17 — Boite englobante de la transformée du cube RGB dans l'espace YIQ.
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3.3.5 Découpe de ’espace couleur par un diagramme de Voronoi 3D

La méthode de Thomas [184] est basée sur un diagramme de Voronol 3D discret [160, 13]
défini par ’ensemble des couleurs représentatives. Un diagramme de Voronoi discret défini par p
points est une partition d’une image discréete en un ensemble de p cellules, chaque pixel d’une cellule
étant plus proche du point associé a celle-ci que de tous les autres. Un des principaux avantages des
diagrammes de Voronoi discrets sur les diagrammes de Voronoi réels est qu’ils peuvent étre calculés
par des méthodes incrémentales qui initialisent I'image a partitionner. Donc, pour un diagramme
de Voronoi discret, I'index de la cellule contenant un pixel donné est stocké dans I'image a I'adresse
du pixel.

La méthode de Thomas stocke le diagramme de Voronoi 3D par un tableau d’entiers, chaque
entrée de ce tableau représente une couleur et contient ’index de sa plus proche couleur représentative.
Le principal avantage de la méthode de Thomas est qu'une fois le diagramme de Voronoi 3D calculé,
la couleur représentative de n’importe quelle couleur de I'image peut étre retrouvée sans aucun
calcul. Cette méthode est donc tout a fait adaptée pour affecter n’importe quelle couleur a sa
plus proche couleur représentative dans la table de couleurs par défaut de ’écran. Elle a toutefois
plusieurs désavantages : tout d’abord, cette méthode calcule la couleur représentative de n’importe
quelle couleur affichable. Ceci implique donc de nombreux calcul inutiles lorsque la méthode est
uniquement destinée & 'affichage de quelques images. De plus, si nous utilisons 1'espace RGB,
le calcul d'un diagramme de Voronoi 3D implique 'initialisation et le stockage de 2563 indices.
Thomas propose de réduire les temps de calculs et la place mémoire requis par l’algorithme en
supprimant les 3 bits de poids faibles de chaque composante RGB. Le diagramme de Voronoi 3D
est alors calculé sur un cube de taille 32 x 32 x 32. Cette heuristique réduit les temps de calculs
et la place mémoire requis par I’algorithme mais introduit différents artéfacts liés a cette perte de
résolution. De plus, une majorité de méthode de quantification [193, 201, 200, 25] utilisent d’autres
espaces que l'espace RGB tels que CIE Luv, CIELab [182] ou Y C,.C}, [6] qui sont plus adaptés a la
modélisation de la vision humaine des couleurs que I’espace RGB. Dans ce cas, comme nous ’avons
vu en section 3.3.2, 'algorithme d’inversion de table de couleurs et I'algorithme de quantification
doivent utiliser le méme espace de couleur. La méthode de Thomas doit donc dans ce cas allouer et
initialiser un tableau 3D qui englobe la transformation du cube RGB dans le nouvel espace. Selon
les caractéristiques de cette transformation, les contraintes liées au nombre important de données
a stocker et initialiser peuvent étre renforcées.

3.3.6 Ma contribution a ’inversion de table de couleurs

Nous avons vu dans la section 3.2.2 que la quantité d’informations d’un multi-ensemble portées
par un axe de coordonnée pouvait se mesurer par la variance le long de cet axe. De méme, si
nous effectuons une transformation en composantes principales d’'un multi-ensemble, la quantité
d’information portée par chacun des vecteurs propres se mesure a ’aide de la valeur propre de
la matrice de covariance associée & celui-ci (voir équations 3.1 et 3.2 section 3.2.2). En effet, les
valeurs propres de la matrice de covariance sont égales aux variances calculées le long de chacun
des vecteurs propres. Comme nous ’avons vu en section 3.2.2, la quantité d’informations portées
par un vecteur propre e; se mesure plus précisément par :

(%3

-
D1 Vi
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Supposons, pour le reste de cette section, que les valeurs propres sont ordonnées de fagon décroissante
(v1 > v2 > v3). Sinous définissons le plan principal, Py, par les deux premiers vecteurs propres
de la matrice de covariance, la quantité d’informations portées par celui-ci est égale a :

’U1+’UQ

Yo v
i=1"Yi
alors que 'information restante portée par le vecteur propre es est égale a :

U3

—=
D iz1 Vi

Nous avons vu dans la section 3.3.5 que la principale limitation du diagramme de Voronoi 3D défini
par Thomas venait du nombre important de couleurs inutiles (car non affichées) qui devaient étre
initialisées et stockées. Nous avons donc conc¢u une méthode basée sur une projection de I’ensemble
des couleurs d'une image sur son plan principal Py .. Le principal avantage de cette méthode est
de réduire la quantité de données a traiter.

3.3.6.a L’étape de projection

Les expériences menées par Otha [151] et confirmées par nos propres expériences (voir Tables 3.5
et 3.6) montrent que ’on peut généralement s’attendre a ce qu’au moins 90% de l'information d’une
image soit contenue dans le plan Pp.inc. Il est bien sur toujours possible de choisir une image telle
que ce pourcentage soit moins élevé. Toutefois, les expériences que nous avons menées sur une série
de 105 images fournies avec le logiciel PhotoShop™ (Table 3.6) nous ont montré que de telles
images sont excessivement rares. Les images choisies comprenaient des visages, des paysages et des
photos de jardins ou de fleurs.

De plus, la matrice de passage dans la base des vecteurs propres étant orthogonale, les distances
calculées dans l'espace de couleur original sont équivalentes a celles calculées dans la base des vec-
teurs propres. Ces distances entre vecteurs 3D peuvent donc étre efficacement approximées par des
distances 2D calculées dans le plan Pp.;n.. Notre méthode utilise cette propriété pour approximer
le diagramme de Voronoi 3D défini par un ensemble de couleurs représentatives {ci,...,cx} par
un diagramme 2D défini & partir des projections {p(c1),...,p(ck)} des couleurs représentatives
sur le plan Pprine (figure 3.18).

V1 + U2
Image v vy | V3 3

D iy Vi
Lenna | 2212 | 138 | 4 99%
Zelda | 795 | 170 | 27 97%
Fille 2101 | 307 | 26 99%
House | 1144 | 206 | 18 99%

TAB. 3.5 — Le pourcentage d’information contenu dans le plan Pprine.
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[
(a) (b) ©

Fi1G. 3.18 — Deux diagrammes de Voronoi 2D discrets basés sur une projection sur le plan Py inc.
Le diagramme (a) a été produit & partir de I'image Fille et d’une table de couleur de taille 256.
Notez que la taille des cellules de Voronoi est petite pour de grande tailles de table de couleurs. Le
diagramme (b) a été produit & partir de 'image Lenna avec 5 couleurs. Le diagramme de Delaunay
associé est représenté en (c).

Min Mazx  Moyenne
0.14% | 7.07% 2.56%

U3

3
D i1 Vi

TAB. 3.6 — Les valeurs min, max et moyenne en pourcentage du ratio calculées sur 105

U3

3
i=1"Yi
images naturelles. Le terme “image naturelle” représente ici des images issues de photos de scenes

naturelles. Ce terme s’oppose donc aux images artificielles issues de la synthése d’images.

La taille du tableau 3D codant un diagramme de Voronoi 3D discret est définie & partir des
dimensions du cube 3D englobant ’ensemble des couleurs d’une image. Pour un diagramme de
Voronoi 2D discret, cette taille est définie a partir des dimensions du carré englobant 1’ensemble
des projections des couleurs de I'image sur le plan Pp,in.. Une fois le carré englobant déterminé,
le diagramme de Voronoi 2D peut étre calculé en utilisant la méthode de Danielson [63] avec les
sites {p(c1),...,p(ck)}. La complexité de cette méthode est égale & O(|Vy|) ol |V;| représente la
taille du tableau 2D codant le diagramme de Voronoi.

Le calcul de V; réclame deux parcours de 'image : dans une premiere étape, nous calculons
les moments d’ordre 0 et 1 ainsi que la quantité Ro (équation 3.1) du multi-ensemble de I'image
de fagon & déterminer sa matrice de covariance (équation 3.2). Les deux premiers vecteurs propres
sont déduits de la matrice de covariance a 'aide d’une méthode incrémentale [161]. Dans un second
temps, nous calculons le carré englobant des projections de chaque couleur de I'image sur Pprinc
définit par les deux premiers vecteurs propres.

La matrice de covariance se déduit immédiatement du calcul des moments et de celui Ry. De
méme, le calcul des deux premiers vecteurs propres de la matrice de covariance a une complexité
négligeable pour une matrice 3 x 3. La complexité de notre algorithme est donc déterminée par les
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deux parcours de I'image et I'initialisation du tableau V7. Cette complexité est égale & O(2|1] + |Vi|)
ou |I| représente la taille de I'image.

3.3.6.b L’étape de correction

L’utilisation du diagramme V7, pour l'inversion de tables de couleurs implique deux approxima-
tions : la premiere est liée a la projection sur le plan Pprin qui néglige les variations des couleurs
suivant le troisieme vecteur propre ; la seconde approximation est liée a 'utilisation d’un diagramme
de Voronoi discret qui impose d’arrondir la projection de chaque couleur sur Py, au point entier
le plus proche. Du fait de ces deux approximations, I'index d’une cellule de Voronoi contenant la
projection d’une couleur peut étre différent de celui de sa couleur représentative la plus proche.

Ceci est illustré sur la figure 3.19. Cette figure montre la différence entre I'erreur de partition
produite par notre méthode et celle produite par la méthode d’Heckbert qui fournit un résultat
exact. L’image utilisée pour cette expérience est l'image Fille tandis que les tables de couleurs
ont été générées par notre algorithme de quantification mixte (section 3.2.7). L’aspect croissant
de cette courbe peut s’expliquer par la diminution de la taille des cellules de Voronoi au fur et
a mesure que le nombre de couleurs représentatives augmente. Les erreurs d’arrondis dues a nos
deux approximations sont alors renforcées.

SE — SEqpt

A

50

1 1 1 L e
L

10 128 256 512 taille de la table de couleurs

(a) (b)

Fia. 3.19 — Différence entre 'erreur de partition SFE produite par notre algorithme d’inversion de
table de couleurs et celle (SE,p) produite par une méthode exacte (a). Les données de la courbe
(a) proviennent de 'image test Fille (b)

Toutefois, ces approximations ne produisent que de faibles erreurs sur les calculs de distances
si bien que les erreurs se produisent souvent entre deux cellules de Voronoi adjacentes. Afin de
corriger ces erreurs, nous calculons durant la construction du diagramme de Voronoi V7 le graphe
dual de V7, D; appelé un diagramme de Delaunay [13]. Ces deux structures sont alors combinées
de la fagon suivante :

Etant donnée une couleur ¢, nous lisons dans V[p(c)] I'index de la cellule de Voronoi contenant
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p(c). L’ensemble D;[Vi[p(c)]] contient Vi[p(c)] ainsi que I'ensemble des indices de cellules de Vo-
ronoi adjacentes a celui-ci. Puisqu’une majorité des erreurs se produit entre cellules de Voronoi ad-
jacentes, nous déterminons la couleur représentative la plus proche de ¢ dont I'index appartient a
Dr[Vi[p(c)]]. Cet index est donc déterminé par :

dle)=arg_ min e —c] (3.16)

ol ¢; représente une couleur représentative dans {ci,...,cx} et ||c; — c|| la norme Euclidienne
3D du vecteur c; — c.

La couleur cyc) est prise comme la couleur représentative de c. Notez que Iindex ¢(c) est
déterminé a partir de calculs de distances 3D. Le diagramme de Voronoi 2D n’étant utilisé que
pour restreindre le domaine de recherche. Notre méthode s’apparente donc a la méthode d’Heckbert
(section 3.3.4) qui effectue une partition de l'espace RGB de facon a restreindre le domaine de
recherche. D’un point de vue utilisateur, la différence principale entre les deux méthodes réside
dans leurs complexités respectives.

La complexité de la fonction g est déterminée par le nombre de cellules de Voronoi adjacentes
a une cellule donnée. Le théoréeme suivant permet de majorer cette quantité :

Théoréme 1 Soit un diagramme de Voronoi défini par K sites tels que 'on ne puisse pas trouver
4 sites co-circulaires, nous avons :
| X
T2 %<6
i=1

ou d; est le nombre de cellules adjacentes a la cellule i.

Preuve:
Si nous ne pouvons trouver 4 sites co-circulaires, le diagramme de Delaunay associé au dia-
. . . 2
gramme de Voronoi est une triangulation du plan IR*. Dans ce cas, nous avons [87] :

e—3w—-2)<0

ol e et v représentent respectivement, le nombre d’arétes et de sommets du diagramme de Delaunay.
Si nous notons par d; le cardinal de chaque noeud (v;);er1 nous pouvons facilement montrer
i i€{l,...,v}»

que :
v

ng < 2e.
i=1

Donc :
d’ 12
Ed'<6v—2) Z &=l <6 — <6

v

On a par construction :

v=KetVic{l,. .. K} d =d

Donc :

1 K
—3d; <6
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Etant donné une couleur ¢, I'ensemble D;[V;[p(c)]] inclut Vi[p(c)] et I'ensemble des index de
cellules de Voronoi adjacentes & celui-ci. La taille de D;[V;[p(c)]] est donc égale a dy,[p) + 1,
olt dy,[p(c) représente la taille du voisinage du noeud Vi[p(c)] dans le diagramme de Delaunay
(Théoreme 1). Si nous notons par Sk le nombre moyen de calculs de distances nécessaires pour

affecter un couleur & sa couleur représentative nous avons donc :
K
1
SK:? Eldi+1§7.
1=

Nous avons vu en section 3.3.6.a que la complexité de notre étape de pré-traitement est égale
a O2|I] 4+ |Vy]), ol |I] et |Vi| représentent respectivement la taille de l'image et celle du dia-
gramme de Voronoi 2D discret V;. La complexité moyenne de notre algorithme est donc égale a
O((Sk + 2)|I| + |V1]). Cette complexité étant majorée par O(9|I| + |V7]).

A taille moyenne du voisinage

! ! ! ! I

-
16 64 128 256 512 taille de la table de couleurs

F1c. 3.20 — Taille moyenne du voisinage des cellules de Voronoi en fonction de la taille de la table de
couleurs. Les tables de couleurs ont été générées par notre algorithme de quantification mixte (section 3.2.7)
en utilisant ’image Fille (figure 3.19).

La figure 3.20 illustre la taille moyenne d’une cellule de Voronoi pour des tailles de tables de
couleurs variant entre 2 et 512. Il apparait que la taille des voisinages varie entre 5 et 6 pour des
tables de couleurs de taille supérieures a 64. De plus, la taille moyenne des voisinages calculés sur
un méme jeu d’essais est égale a 5.5 (Table 3.7).

Cette valeur étant proche de la taille des voisinages lorsque la taille des tables de couleurs est
supérieure a 64, nous pouvons considérer que Sk est approximativement constant et égal a 5.5. La
complexité totale de notre algorithme est donc indépendante de la taille K des tables de couleurs
pour K supérieur a 64 et égale & :O(8.5[I[+|Vr|). La Table 3.8 montre des résultats similaires
obtenus sur d’autres jeux d’essais. Les conclusions tirés de la figure 3.20 et de la Table 3.7 peuvent
donc étre étendues a d’autres images tests et d’autres tables de couleurs.
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Min | Max | Moyenne
[LyE . [ 10 [573] 551

TAB. 3.7 — Les valeurs min, max et moyenne de % Zfil d; calculées sur 255 tables de couleurs.
Les tables de couleurs utilisées sont les mémes que celles utilisées pour la Figure 3.20.

| Image | 16 couleurs | 256 couleurs |

Lenna 4.25 5.7
Zelda 4.4 5.7
Fille 4.3 5.7
House 4.1 5.6

TAB. 3.8 — La taille moyenne du Voisinage des cellules de Voronoi calculée sur 4 images tests en
utilisant des tables de couleurs de tailles 16 et 256.

3.3.7 Comparaison de différentes méthodes

Dans cette section nous allons comparer les performances des méthodes suivantes : La méthode
triviale (sections 3.3 et 3.3.1), la méthode d’Heckbert (section 3.3.4), la méthode de Thomas (sec-
tion 3.3.5) et enfin notre méthode (section 3.3.6). Un récapitulatif de la complexité des différentes
méthodes est également fournie dans la Table 3.9.

La méthode triviale a été légerement améliorée par 1'utilisation d’une table de hachage permet-
tant d’éviter le calcul de la couleur représentative d’une couleur déja rencontrée. Le nombre N de
cubes formant la partition du cube RGB défini par Heckbert a été fixé a 512 comme recommandé
par celui-ci. De méme, la méthode de Thomas a été testée en utilisant la pré-quantification en 5
bits recommandée par celui-ci. En revanche, notre méthode, la méthode triviale et celle d’"Heckbert
ont été utilisées sans cette pré - quantification puisqu’elles offrent de bons résultats sans ce pré -
traitement. De plus, la méthode de Thomas étant plus spécifiquement congue pour ’espace RGB,
tous les algorithmes ont été testés dans cet espace.

Les deux criteres que nous avons utilisés pour comparer ces algorithmes sont les temps de
calculs et l'erreur de partition (section 3.2.2, équation 3.7). Cette erreur est calculée directement
a partir de I'image résultat en effectuant la somme des carrés des distances entre la couleur des
pixels de I'image résultat et de I'image originale (voir équation 3.14). Les temps de calculs ont été
mesurés sur une station de Travail HP 9000.

La figure 3.21(a) illustre les temps de calculs requis par la méthode triviale ainsi que celle
d’Heckbert, de Thomas et la notre. Ces temps de calculs ont été obtenus a partir de l'image
Fille (Fig. 3.19(b)) et des tables de couleurs de taille comprise entre 2 et 512 obtenues par notre
méthode de quantification mixte (section 3.2.7). La complexité linéaire de la méthode triviale
ainsi que celle d’Heckbert apparaissent clairement sur cette figure. Notons que la méthode triviale
reste compétitive vis-a-vis des méthodes plus sophistiquées pour des tailles de tables de couleurs
comprises entre 2 et 64. Toutefois, la forte pente de la droite décrivant les temps de calculs requis
par cette méthode conduit a des temps de calculs importants des que la taille de la table de couleur
dépasse 64. La complexité de la méthode d’Heckbert est également linéaire mais la pente de la droite
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A temps (s)
30 [
méthode triviale

20 [
méthode de Thomas

10 —
méthode d’Heckbert
5 /
notre méthode

16 64 128 256 512 K

(a)

10

119

SE — SE,pt

méthode de Thomas

notre méthode

W>

16 64 128 256 512 K

(b)

Fi1G. 3.21 — Les temps en secondes requis par les différentes méthodes d’inversion de table de
couleurs (a) ainsi qu’une comparaison entre les erreurs de partitions produites par notre méthode
et celle de Thomas (b).
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décrivant les temps de calculs requis par cette méthode reste moins élevée que celle de la méthode
triviale. Cette faible pente permet a la méthode d’'Heckbert d’obtenir les temps d’exécution les
plus faibles pour une taille de tables de couleurs variant entre 2 et 200. Toutefois, au dela de 200,
les temps de calculs requis par la méthode d’Heckbert sont supérieurs a ceux de notre méthode. La
dépendance logarithmique entre les temps de calculs requis par la méthode de Thomas (Table 3.9)
et la taille des tables de couleurs est approximativement vérifiée sur la figure 3.21(a).

Complexité
| Algorithme | Calcul exact | inversion de table de couleurs | Pré-traitement
Méthode triviale oui O(K|I))
k — d arbre oui O(|I]log(K)) O(K log(K))
Recherche par tri local oui O(L|I]) O(NK + NLlog(L))
Diagramme Voronoi 3D non o(I) 02" log(K))
Diagramme Voronoi 2D non O(7/1)) O]+ |Vi|)

TaB. 3.9 — Complexité des principales méthodes d’inversion de tables de couleurs. Les symboles |I|
et K représentent respectivement la taille de I'image et la taille de la table de couleurs. Les symboles
L et N sont définis en section 3.3.4 tandis que le symbole |V;| est défini dans la section 3.3.6.

La figure 3.21(a) confirme également que les temps de calculs requis par notre méthode sont
indépendants de la taille de la table de couleurs. La forte croissance de la courbe décrivant notre
algorithme pour des tailles extrémement basses (entre 2 et 16) peut étre expliquée par la forte
croissance de la taille moyenne des voisinages pour ces méme valeurs (Fig. 3.20). Pour des tables
de couleurs de tailles plus importantes, la taille des voisinages reste approximativement constante
ainsi que les temps requis par notre méthode.

Les courbes illustrées sur la figure 3.21(b) représentent ’écart entre les erreurs de partition
produites par notre méthode ou celle de Thomas et celles fournissant un résultat exact. Les courbes
associées aux méthodes d’Heckbert et a la méthode triviale ne sont donc pas représentées puisque
ces méthodes fournissent un résultat exact (Table 3.9).

L’utilisation d’une pré-quantification en 5 bits sur chaque composante conduit la méthode
de Thomas & plusieurs erreurs caractérisées par des valeurs non nulles de sa courbe. Au fur et &
mesure que le nombre de couleurs représentatives augmente, la distance moyenne entre les couleurs
représentatives diminue ce qui augmente les risques d’erreurs induits par la pré-quantification. Ce
dernier phénomene explique 'aspect croissant de la courbe de Thomas.

La courbe associée a notre méthode reste a 0 pour des tailles de table de couleurs comprises entre
2 et 64. Ce dernier point confirme I’hypothese faite en section 3.3.6.b qui postule que les erreurs
dues a nos approximations se produisent majoritairement entre cellules de Voronoi adjacentes.
Toutefois, pour des tailles de tables de couleurs plus importantes, la diminution des cellules de
Voronoi conduit & des erreurs d’affectation malgré 1’étape de correction. Notons toutefois que ces
erreurs ne dépassent par I'unité alors que 'erreur de partition optimale varie pour K entre 64 et
512 entre 3710 et 32. Notre erreur inférieure & 'unité reste donc négligeable dans tous les cas.

La figure 3.22 représente différentes images de la grenouille (Fig. 3.11) générées & partir d’une
table de 256 couleurs et les algorithmes d’inversion de table de couleurs décrits dans cette section.
L’image originale est composée de 43 408 couleurs, 'algorithme de quantification utilisé est notre
algorithme de quantification descendante [20] (section 3.2.4). Comme on peut le voir sur cette figure,
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algorithme de quantification

notre méthode méthode de thomas

méthode d’Heckbert méthode triviale utilisant la norme L 1

F1a. 3.22 — Tmage grenouille représentée en 256 couleurs a 'aide des différentes méthodes d’inver-
sion de table de couleur. La table de couleur utilisée est représentée au bas de I'image.
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les différentes images sont de qualité sensiblement équivalentes. Dans ce cas le principal critere qui
va déterminer le choix d’un algorithme est le temps de calcul. Dans le cas de I'image grenouille, les
temps en seconde mesurés pour chacun des algorithmes sont : 0,17 pour notre méthode, 0,2 pour
la méthode d’Heckbert, 0,29 pour la méthode de Thomas et 2,38 pour la méthode triviale.

3.4 Conclusions

La quantification est un probleme N P complet qui ne peut étre résolu que par des heuristiques
(section 3.2.1). Les principales familles de méthodes utilisées pour trouver une solution approchée
de ce probléme utilisent des approches descendantes (section 3.2.3), ascendantes (section 3.2.5) ou
mixtes (section 3.2.6). Nous retrouvons ici une classification utilisée dans beaucoup de domaines
dont la segmentation. La quantification peut étre comprise suivant deux objectifs : Si la méthode
de quantification est uniquement utilisée pour afficher des images la qualité visuelle de celles-
ci est un élément important d’appréciation et une étape de dithering est souvent requise pour
améliorer cette qualité. Dans ce cas les méthodes de quantification spatiales (s ection 3.2.8) qui
incluent ’étape de dithering dans I’étape de quantification représentent certainement I’avenir de ce
domaine de recherche. La quantification peut également étre utilisée pour comprimer les données
d’une image (voir également [75]). La plupart des images couleurs peuvent en effet étre codées
sans grande perte visuelle avec 256 couleurs plutot qu’avec leur nombre initial de couleurs. Dans ce
cas, la quantification est extrémement intéressante pour simplifier les données d’une image et peut
donc étre utilisée comme pré-traitement d’une méthode de segmentation. En effet, connaitre les K
couleurs les plus représentatives peut grandement faciliter la tache d’une méthode de segmentation
lorsque K est suffisamment petit (entre 2 et 16). J’ai utilisé cette propriété dans le cadre de ma these
de doctorat pour concevoir des algorithmes de segmentation semi-interactifs [33, 30, 32, 34] basés
sur des méthodes de quantification. Dans ce cadre, les méthodes de quantification descendantes,
ascendantes et mixtes gardent tout leur intérét. Les méthodes de quantification peuvent également
étre incorporée a des algorithmes de compression d’image. En effet, dans le cadre des méthodes
de compression avec perte d’information, les méthodes de quantification permettent de réduire le
nombre de données de I'image tout en préservant la qualité visuelle de celle-ci.

Notre contribution a ce domaine de recherche a portée sur les méthodes de quantification
descendantes et mixtes. Notre principal apport aux méthodes descendantes a certainement été la
description de I’évolution de l'erreur de partition en fonction de la position du plan de coupe.
Notre principale contribution aux méthodes mixtes a consisté a étudier I'influence du nombre de
multi-ensembles initiaux sur l'erreur de partition finale. L’algorithme déterminé a partir de cette
étude fourni des images avec des erreur quadratiques plus faibles que la plupart des méthodes
descendantes [194, 201, 25] en des temps 10 fois inférieurs.

Comme nous ’avons mentionné dans la section 3.2.6 les méthodes de quantification descen-
dantes sont certainement arrivées a un palier et il est probable qu’il ne se produira plus d’évolutions
majeures dans ce domaine de recherche. En revanche notre étude de ’évolution de l'erreur de par-
tition en fonction du nombre de multi-ensembles initiaux dans les méthodes mixtes montre que
Perreur de partition ne diminue pas linéairement en fonction du nombre de multi-ensembles ini-
tiaux (figure 3.8). De fait, on atteint tres vite un palier au deld duquel augmenter le nombre de
multi-ensembles initiaux n’a aucune influence sur l'erreur de partition finale. Ceci ouvre la voie
a des heuristiques de fusion plus cotiteuses que celle que nous avons développée mais utilisant
un nombre restreint de multi-ensembles initiaux. En effet, notre méthode comme la plupart des
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méthodes mixtes effectue a chaque étape la meilleure fusion pour I’étape courante. Il s’agit donc
d’une stratégie gloutonne. Il serait tres intéressant d’étudier des stratégies qui minimisent 1’erreur
de partition au bout d’'un nombre donné de fusions. A plus court terme, il nous faudra également
étudier 'influence du partitionnement initial.

Nous avons également présenté dans ce chapitre les principales méthodes d’inversion de tables
de couleurs. Le principal avantage de la méthode que nous avons présentée est sans conteste
I'indépendance de sa complexité vis-a-vis de la taille des tables de couleurs. Cette méthode est
basée sur les résultats d’Otha [151] qui montrent que l’ensemble des couleurs d’une image peut
étre efficacement approximé par une projection 2D. Ce type de renseignement a priori sur I'en-
semble des couleurs d’une image illustre 'importance que les modeles de réflexion (sections 2.2, 2.4
et 2.7) pourraient avoir dans le traitement des images couleur. En effet, les méthodes de traitement
d’images couleur ont de nombreux points communs avec les méthodes de traitement d’images multi
- composantes [98]. Ces deux types de méthodes se différencient pourtant sur deux points :

— en amont du traitement : I’ensemble des vecteurs couleurs d’une image est produit par des

phénomenes physiques décrits par les modeles de réflexion;

— en aval du traitement : 'interprétation d’une image couleur par I’étre humain repose sur un

phénomene physiologique.

Le premier point permet d’obtenir des informations a priori sur ’ensemble des couleurs d’une
image en fonction du type de scene qu’elle représente. En effet, dans le cadre d’une application
devant traiter un type particulier de scene, les propriétés de celle-ci induisent des propriétés sur
I’ensemble des couleurs des images de cette scéne. En I'absence de modeles de réflexion ces pro-
priétés ne peuvent étre estimée qu’au moyen d’outils statistiques tels que I’analyse en composante
principale. Toutefois, ces outils ne permettent pas d’expliquer les propriétés et donc de définir
dans quel cadre celles-ci resteront valides. Nous avons présenté dans ce chapitre deux utilisations
d’informations générales connues a priori :

1. La méthode de quantification de Wu [200] (section 3.2.3.a) est basée sur une découpe initiale
du multi - ensemble par k plans perpendiculaires a 1’axe principal de celui-ci. Cette méthode
ne présente un intérét que si Kk est supérieur a 2. La valeur de x étant déterminée par
la quantité d’information portée par l’axe principal, Wu utilise une information a priori
sur I’ensemble des couleurs d’une image : I’axe principal du multi - ensemble d’une image
couleur porte beaucoup plus d’information que les deux vecteurs propres restant. Notons
que cette information n’est valide que pour le multi - ensemble correspondant a 'image. De
fait, Wu découpe les multi-ensembles issues de cette premiere étape par un processus récursif
découpant chaque multi - ensemble en deux. Il n’utilise donc plus 'information précédente
qui n’est plus valide pour des multi-ensembles issues d’opérations de découpe.

2. Notre méthode d’inversion de tables de couleurs utilise également une information a priori
sur I'ensemble des couleurs : Nous supposons que la projection du multi - ensemble initial
3D sur son plan principal induit une perte d’information suffisament faible pour que celle-
ci puisse étre ensuite «rattrapée» par l'utilisation conjointe des diagrammes de Voronoi et
Delaunay.

Ce type d’information peut s’expliquer qualitativement par les modeles de réflexion. En ef-
fet, comme nous ’avons vu dans la section 2.4.2, les propriétés optiques d’un matériau influent
principalement sur la chromaticité des couleurs tandis que les changements de géométrie vont prin-
cipalement influencer l'intensité. Dans le cas d’images non texturées, les objets de la scene sont
généralement constitués de peu de matériaux mais ont une géométrie qui varie suffisamment pour
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induire d’importants changements de normales. Les variations de couleur d’'une image s’effectuent
donc principalement sur ’axe des intensités. Ceci explique qualitativement la prédominance de la
valeur propre de ’axe principal et le fait que celui-ci soit distribué autour de I’axe des intensités.
Nous ne disposons en revanche pas encore de modele permettant d’expliquer le fait que la seconde
valeur propre est généralement significativement plus importante que la troisieme. On doit donc
dans ce cas se «contenter» de résultats statistiques tels que ceux définis par Otha [151].

L’aspect physiologique de la couleur influe de fagon importante sur les algorithmes de traitement
d’image. En effet, ces algorithmes doivent souvent produire des résultats qui coincident avec les
opérations qu’aurait fait un opérateur humain ou qui correspondent a l'intuition humaine. Les
algorithmes de traitement d’images couleur doivent donc préter attention aux points suivants :

— le systeme visuel humain utilise un systeme de représentation des couleurs antagonistes avec
des directions privilégiées (Fig. 2.16) et une métrique non Euclidienne [198] entre les cou-
leurs. L’utilisation d’espaces couleurs pseudo - uniformes tels que Lab ou Luv [52, 202, 182]
(section 2.3) ne permet de tenir compte de ces phénomenes que de fagon partielles;

— les combinaisons de couleurs peuvent produire des résultats contre intuitifs. Par exemple
dans le cas d’un filtre moyenne [126] la moyenne d’un rouge et d’un vert produira un jaune
qui n’était pas initialement présent dans 'image. L’étre humain n’interprétera pas la couleur
jaune comme une moyenne de rouge et de vert mais comme une couleur supplémentaire;;

— la perception humaine de la distance entre deux images couleurs doit étre prise en compte dans
tout algorithme minimisant un critere entre deux images. Il est en effet inutile de poursuivre
les itérations d’un algorithme si celles-ci n’apporteront pas d’amélioration perceptibles. Cette
notion de distance entre images couleur est difficile a évaluer et reste encore une question
ouverte malgré les nombreux apports a ce domaine [188, 187, 150].
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3.5 Lexique des principaux symboles

— O multi-ensemble
= OO matrice de covariance
G e vecteur couleur
— D diagramme de Delaunay caculé a partir de I'image
dans notre méthode d’inversion de table de couleurs

B e i*™e vecteur propre
— B (P e erreur de la partition partition P
— fonction de fréquence
e image
— K cardinal de la table de couleur
— L matrice codant la localisation de chaque couleur repésentative
dans les méthodes spatiales

- L ..... taille moyenne des listes dans la méthode d’inversion de table de couleur d’Heckbert
— ME ensemble des multi-ensembles de dimension n
= Mi(C) oo Moment d’ordre ¢ du multi-ensemble C
— M nombre de couleurs de I'image
S N cardinal de I'image
— N cardinal d’une partition initiale du cube RGB
P partition
Qe fonction d’inversion de table de couleurs
= Ra(C) oo somme des matrices 3 x 3 c.c’ pour tout ¢ € C.
— SE(C) .o erreur quadratique du multi-ensemble C
— matrice codant la table de couleur dans les méthodes spatiales
e S P diagramme de Voronoi caculé a partir de I'image [
dans notre méthode d’inversion de table de couleurs

VTG e e e e e e variance calculée sur ’axe de coordonné ¢
e 1*™° valeur propre de la matrice de covariance
AN S augmentation de 'erreur de partition induite par la fusion
des multi-ensembles d’indice k et k’

—0(t) ol fraction parcourue du cardinal d’un multi-ensemble lorsque le plan de coupe

est en position ¢ ( méthodes descendantes)

e L P moyenne d’un multi-ensemble.






Chapitre 4

Représentations hiérarchiques

4.1 Introduction

Nous avons présenté dans les chapitres 2 et 3 différentes méthodes permettant d’interpréter ou
de modifier la valeur des pixels d’'une image. Toutefois, dans ces deux chapitres, nos traitements ont
été effectués individuellement sur chaque pixel ou sur les différentes valeurs d’un pixel considérées
dans une séquence d’image.

De tels traitements, souvent qualifiés de bas niveaux, ne peuvent permettre une bonne in-
terprétation du contenu d’images complexes. En effet, 'interprétation d’'une image nécessite de
décomposer celle-ci en différents groupes de pixels correspondant aux différents objets de la scene.

L’extraction des différents objets contenus dans une image passe généralement par une étape
intermédiaire appelée 'étape de segmentation (définition 1). Cette étape permet de regrouper en
une seule entité, appelée région, un ensemble connexe de pixels vérifiant un critere d’homogénéité
P.

Etant donné un prédicat P, un algorithme de segmentation ne fournit généralement pas une
région pour chaque objet composant la scene. De fait, chaque région représentera généralement
une partie d’un objet et différentes régions doivent étre fusionnées en fonction de criteres de haut
niveau pour former les objets de I'image. Par exemple, dans le cas d’une segmentation en matériaux
(section 2.4), algorithme de segmentation fournit une région pour chacun des matériaux compo-
sant un objet. Ces régions doivent étre fusionnées afin d’obtenir une région pour chaque objet.
Enfin, en dehors d’applications tres précises, la définition d’un objet est souvent assez imprécise.
Par exemple, pour une image représentant une table, doit on considérer que chaque pied de la table
constitue un objet ou que ’ensemble de la table doit étre stocké comme un seul objet. La réponse
a cette question dépend bien évidement du niveau de détail que ’on désire obtenir.

Les représentations hiérarchiques ou pyramides permettent de résoudre élégamment les problemes
précédents en calculant une hiérarchie de partitions. La partition initiale appelée la base de la pyra-
mide permet de stocker individuellement chaque pixel. Les niveaux suivants permettent d’agréger
les pixels en régions puis les régions entre elles. Ainsi les premiers niveaux de la pyramide basés
uniquement sur des criteres d’homogénéité bas niveaux permettent de décomposer une image en
régions homogenes alors que des fusions se situant plus haut dans la pyramide peuvent assembler
les régions en objets. L’aspect hiérarchique des pyramides permet donc de stocker le fait qu’un
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objet codant une table a un certain niveau de la pyramide est issu de la fusion de plusieurs régions
codant les différents éléments de celle ci (chapitre 1).

Nous allons décrire dans les sections 4.2 a 4.5 les différents types de Pyramides usuellement
utilisées en traitement d’images. Nous présenterons ensuite dans la section 4.6 un nouveau type
de représentation hiérarchique appelé Pyramides Combinatoires qui constitue ma contribution a
ce domaine de recherche.

4.2 Pyramides régulieres

Une pyramide réguliere est définie comme une séquence d’images dont la taille décroit exponen-
tiellement [183, 45, 115, 168, 16, 120, 163, 49, 153, 53, 119, 137, 166]. Chaque image de cette série
est appelé un niveau de la pyramide. Le premier niveau correspond & 'image originale tandis que
le niveau le plus élevé est généralement composé d’un seul pixel dont la valeur est une moyenne
pondérée des pixels de 'image. Si nous utilisons les relations de voisinage définies sur I'image, la
fenétre de réduction d’un pixel de la pyramide relie celui-ci & un ensemble de pixels dans 'image
de niveau précédent. L’ensemble des pixels d’une fenétre de réduction sont les enfants ou les fils
du pixel définissant celle-ci. Inversement, un tel pixel est le pére (cercles pleins dans la figure 4.1)
des pixels appartenant a la fenétre de réduction. Cette relation pere-enfant peut étre étendue par
transitivité a deux niveaux quelconques de la pyramide. L’ensemble des enfants d’un pixel de la
pyramide dans I'image de base est appelé son champ récepteur. Lorsque la pyramide réguliere est
utilisée pour calculer une valeur ou un ensemble de valeurs, celles-ci sont stockées a un niveau par-
ticulier de la pyramide. Dans ce cas, la taille et le cardinal des fenétres de réduction est identique
pour tous les pixels de la pyramide.

o|O]O o]0 [eN e [e] ol o o| O

o|O]O o]0 [eN e [e] ol o o| O o| O

o|O]O o]0 [eN e [e] ol o o| O o| O Iz‘
o|O]O o]0 [eN e [e] ol o o| O

F1a. 4.1 — Une pyramide réguliere 2 x 2/4

Un autre parametre des pyramides régulieres est le facteur de réduction qui code le rapport
entre la taille de deux images successives. Ce rapport reste constant entre deux niveaux consécutifs
de la pyramide. Une Fonction de réduction calcule le contenu d’un pere a partir de celui de ses
fils contenus dans la fenétre de réduction (figure 4.2). Une pyramide réguliere peut donc se définir
formellement par le rapport N x N/r ot N x N représente la taille de la fenétre de réduction tandis
que r représente le facteur de réduction. Différents types de pyramides peuvent étre distingués en
fonction du rapport N x N/r :

— st N x N/r < 1, la pyramide est appelée une Pyramide trouée et non recouvrante. Dans le

cadre de ces pyramides, certains pixels ne posseédent pas de pere [122] (voir par exemple le
pixel central sur la figure 4.3(a));
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F1G. 4.2 — Une 2 x 2/4 pyramide. La fonction de réduction est une gaussiénne centrée sur le pixel
survivant. La taille de chaque image est indiquée en dessous de celle-ci.

— si N x N/r =1, la pyramide est appelée une pyramide non recouvrante non trouée (voir par

exemple la figure 4.3(b)) ;

si N x N/r > 1, la pyramide est appelée une pyramide recouvrante. Chaque pixel d’une
telle pyramide a plusieurs péres potentiels [46]. Si chaque enfant sélectionne un pere parmi
ces peéres potentiels, 'ensemble des enfants de la fenétre de réduction de chaque pixel est
réorganisé. Le champ récepteur d’un pixel peut dans ce cas prendre n’importe qu’elle forme
incluse dans le champ récepteur original.

O O
4 O O O O @) O
O O O O @ @
4 O O O O O @) O @)
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a)2x2/5 b) 2 x 2/4 ) 2 x2/2

FiG. 4.3 — Trois types de pyramides régulieres

Les pyramides réguliéres présentent plusieurs propriétés intéressantes énumérées par Bister [16] :

1.

CU e N

Une réduction de l'influence du bruit par suppression des détails dans les versions réduites
de 'image.

L’utilisation d’algorithmes indépendants de la résolution des régions recherchées.
La conversion de propriétés globales en propriétés locales.
La réduction des temps de calculs par utilisation du principe diviser pour conquérir

La détermination de certaines régions d’une image a faible colt en utilisant des images de
faible résolution.
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Malgré ces propriétés intéressantes, les pyramides régulieres présentent plusieurs limitations.
De fait, la taille limitée et la forme fixe des fenétres de réduction alliée a la valeur constante du
facteur de réduction ne permet pas aux pyramides régulieres de s’adapter facilement a la variabilité
des données. Cette rigidité induit plusieurs problemes tels que la non stabilité de la structure des
pyramides lors de légers décalages de I'image, le nombre limité de régions qui peuvent étre codées
a un certain niveau de la pyramide et I'incapacité a coder des régions occupant beaucoup plus de
pixels suivant une des directions de 'image que 'autre. De telles régions sont appelées des régions
allongées [16].

(a) (b)

F1a. 4.4 — Niveaux de gris du niveau de base et du niveau 1 sur une image 4 x 4 (a) et segmentation
de I'image en fonction des valeurs de pixels de niveau 1(b)

Cette derniere limitation est illustrée sur la figure 4.4 tirée de 'article de Bister [16]. Les pixels
représentant la base de cette pyramide sont représentés par des carrés de niveaux de gris différents
tandis que le niveau 1 est représenté par les cercles centrés sur leurs fenétre de réduction. Notons
que le niveau de gris de chacun des peéres est choisi idéalement de facon a coder les 4 régions
présentes a la base de la pyramide. Si la pyramide est une pyramide recouvrante 4 x 4/4, le pixel
(3,0) ( en bas & gauche sur la figure 4.4) n’appartient pas a la fenétre de réduction du pixel blanc
de niveau 1 (de coordonnée (0.5,0.5) dans notre repére). Ce pixel ne pourra donc étre rattaché
quau pixel gris (2.5,0.5) de niveau 1. La région blanche est donc artificiellement amputée d'un
pixel du fait de la taille réduite des fenétres de réduction. Le méme phénomene peut s’observer
pour les pixels (0,1), (0,3) et (3,2) (Fig. 4.4).

L’effet de cette troncature des régions allongées est illustré sur la figure 4.5 ot I'image test fille
a été segmentée & laide de lalgorithme de Brister [16] (voir Annexe, section 6.1) en utilisant une
Pyramide 5 x 5/4. Plusieurs régions allongées telles que la barre horizontale & gauche de I'image
ainsi que les cheveux ont été artificiellement découpées en plusieurs petites régions.

Notons toutefois que les limitations des pyramides régulieres peuvent devenir des avantages
dans les applications ou les objets a détecter sont compacts. En effet, la difficulté des pyramides
régulieres a coder des régions allongées, peut devenir un avantage si les objets a extraire doivent
nécessairement étre compacts. Un exemple d’application de cette propriété des pyramides régulieres
nous est fourni par Rosenfeld [166]. Celui-ci utilise les pyramides régulieres pour détecter des chars
d’assaut sur des images infrarouges. De par les conditions d’acquisition nous sommes certains que
les chars apparaissent comme des objets compacts sur 'image et peuvent étre réduits a un seul
pixel & un certain niveau de la pyramide.

Les transformation par ondelettes discretes [191, 139] ou par représentation échelle/signal (scale-
space transform) [195] constituent un autre courant des représentation hiérarchiques. A l'intérieur
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(a) Image ori- (b) Image seg-
ginale mentée

F1G. 4.5 — Segmentation de l'image test fille, & 1’aide de I’algorithme de Bister [16] utilisant une
pyramide recouvrante 5 x 5/4.

de ce courant, la description hiérarchique d’une image est obtenue par I’application successive d’une
séquence de filtres ¢;. Chaque image de niveau j est définie par un sous - échantillonnage de I'image
de niveau j — 1. Notons que de ce point de vue les pyramides régulieres peuvent étre considérées
comme un cas particulier de représentation échelle/signal. De fait, dans le cadre des pyramides
régulieres chaque image est définie par un sous - échantillonage de 'image précédente et la valeur de
chaque pixel est habituellement calculée en appliquant un filtre sur la fenétre de réduction de chaque
pixel. Etant donnée une tache particuliere en traitement d’images, les applications basées sur une
représentation échelle/signal ou sur une ondelette discréte définissent un filtre adapté a la tache
a accomplir. Des algorithmes de traitement d’images sont alors utilisés sur cette représentation
multi- échelle de 'image. Des applications en compression d’image, réduction de bruit, détection
d’arétes, flot optique et stéréo-vision montrent le fort potentiel de ce courant des représentations
hiérarchiques [139]. La principale différence entre les pyramides régulieres et les représentations
échelle/signal se situe dans l'utilisation des filtres. En effet, dans le cadre des pyramides régulieres
le processus de décimation peut étre adapté durant la construction des pyramides. Par exemple,
dans le cadre de la segmentation, on peut appliquer des critéres bas niveaux lors des premieres
opérations de réduction de fagon & obtenir des région homogenes. Des critéres de plus haut niveaux
peuvent ensuite étre utilisés en fonction de connaissances a priori sur la scéne. Dans le cadre des
transformation par ondelette discrétes ou par représentation échelle/signal, les filtres initiaux sont
choisis en fonction de 'application mais ne sont usuellement pas modifiés durant la construction
de la représentation hiérarchique.

4.3 Pyramides de graphes simples

Les pyramides irrégulieres permettent de s’affranchir des limitations des pyramides régulieres
mentionnées dans la section 4.2 tout en préservant leurs principaux avantages. Ces pyramides sont
définies comme une pile de graphes (G, ..., Gy,) successivement réduits (figure 4.6). Chaque graphe
est construit a partir du graphe précédent en sélectionnant un ensemble de sommets appelés som-
mets survivants (section 4.3.1). Chacun des sommets restant est qualifié de sommet non survivant
et est affecté & un survivant [146]. Chaque sommet non survivant est donc 1'enfant d’'un sommet
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survivant qui représente I’ensemble des sommets non survivants qui lui sont affectés et dont il est
le pere (section 4.3.2). Si le graphe initial Go = (Vp, Ey) est défini a partir d’une grille réguliere,
on peut associer un pixel a chaque sommet de Vj et coder par une aréte de Fy chaque adjacence
entre pixels (voir par exemple G dans la figure 4.6). Les ensembles V; et Ey sont respectivement
appelés 'ensemble des sommets et des arétes du graphe.

L’opération de réduction d’'un graphe a été introduite pour la premieére fois par Meer [142]
comme un processus stochastique. Dans ce cadre, un graphe G411 défini au niveau [ + 1 se déduit
du graphe de niveau [ par les étapes suivantes :

Go G1 Go Gs

Fic. 4.6 — Une pyramide irréguliere basée sur une grille 4-connexe

1. Sélection des sommets de Gj41 parmi ceux de V;. Ces sommets sont les sommets survivants
du processus de décimation.

2. Etablissement d’une liaison entre chaque sommet non survivant et un sommet survivant.
Cette derniere étape établie une partition de V;.

3. Définition des relations d’adjacence entre les sommets de Gj41 de fagon a définir Ejy;.

4.3.1 Sélection des sommets survivants

Afin d’obtenir un facteur de décimation fixe entre deux niveaux de la pyramide, Meer [142]
impose les contraintes suivantes sur l’ensemble des sommets survivants :

1. Stabilité externe :
Vo eV, —Vigr I €Vigr: (v,0') € Ey. (4.1)

2. Stabilité interne :
V(v,0') € VA (v,0)) € By (4.2)

La contrainte (4.1) impose & chaque sommet non survivant d’étre adjacent & au moins un som-
met survivant. La contrainte (4.2) interdit & deux sommets adjacents de survivre simultanément. Le
sous ensemble des sommets d’un graphe qui possede conjointement ces deux propriétés de stabilité
est appelé un noyau. [167]

Meer [142] définit un noyau sur l'ensemble des sommets du graphe courant & I’aide d’un pro-
cessus stochastique. Un des avantages de ce procédé est de permettre un codage aisé en parallele.
Un tirage d’une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1] est associé a chaque sommet.
Tout sommet correspondant & un maximum local de la variable aléatoire est alors considéré comme
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un sommet survivant. Une itération de ce processus permet de vérifier la condition de stabilité in-
terne (condition 4.2) puisque deux sommets adjacents ne peuvent correspondre simultanément & un
maximum local de variable aléatoire. Toutefois, un sommet ne correspondant pas a un maximum
local peut n’avoir dans son voisinage que des sommets non survivants. Une telle configuration est
illustrée sur la figure 4.7 ou les valeurs a l'intérieur de chaque sommet représentent la variable
aléatoire. Les sommets de valeurs 9 représentent des maxima locaux et sont donc sélectionnés
comme sommets survivants. Les sommets 7 et 8 adjacents a des sommets survivants ne peuvent
survivre (condition 4.2). Le sommet 6 ne représente pas un maxima local, toutefois il doit étre
marqué comme survivant afin de respecter la condition 4.1.

00060

F1a. 4.7 — Décimation d’'un graphe “1D”. Les sommets survivants sont représentés par un cercle
double.

Il convient donc d’itérer le processus précédent jusqu’a ce que les deux conditions soient vérifiées.
On attache pour cela trois variables z;, p; et g; a chaque sommet v; € V; du graphe G;. La variable
x; code le tirage de la variable aléatoire pour le sommet v;. Les variables p; et g; sont deux booléens
dont la valeur code les états suivants :

— si p; est vrai, le sommet v; est considéré comme un sommet survivant ;

— si g; est vrai, v; peut devenir un sommet survivant lors des itérations futures.

. (k) (k) e , . o
Soient (p;"" )req1,....ny €t (g )ke{l,...,n} les différentes valeurs de p; et g; au cours des n itérations
de lalgorithme. L’initialisation des variables p; et ¢; est réalisée par les affectations suivantes :

o _ ,
pi = Ti= mam]EV(’Ui){mJ} 4 3
L _ hart! (4.3)
4; = /\jEV(vi)pj
ou V(v;) représente 'ensemble des sommets adjacents & v; et A\ lopérateur logique “et”. Par
convention, le sommet v; appartient & V' (v;).

En d’autres termes un sommet est considéré comme survivant (p; = vrai) s'il contient un
maximum local de la variable aléatoire. Un sommet peut devenir un sommet survivant (qgl) = vrai)
s’il ne l'est pas déja (p_i(l) = vrai) et si aucun de ses voisins ne survit.

La mise a jour itérative des prédicats p; et ¢; est réalisée a ’aide des regles suivantes :

k+1 k k k
p = Py @ A = mazey oo (a2}
(4.4)
(k+1)  _ A pr(k+1)
i = Njev)Pi

ol le symbole V représente le “ou” logique.
Un sommet survivant a I’étape k restera donc survivant aux étapes suivantes. De plus, un
sommet non survivant peut devenir survivant s’il est un maximum local des sommets restants (tels

(

k . R . . .
que ¢; ) = 1). Enfin, un sommet reste un candidat & la survie, s’il n’est pas un sommet survivant
et si aucun sommet ne survit dans son voisinage. Ce processus est itéré jusqu’a ce que ’ensemble
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des sommets sélectionnés forme un noyau. Notons que ce processus est entierement local. A chaque
itération, un sommet calcule son état en fonction de son état précédent et de celui de ses voisins.
Un tel processus peut donc facilement étre implémenté sur une machine parallele.

Ce processus purement aléatoire a été adapté par Montanvert et al. [146] & Panalyse de compo-
santes connexes. Montanvert et al. restreignent le processus de décimation & un ensemble de sous -
graphes du graphe initial. Notons que cette restriction est équivalente a une application du proces-
sus de décimation indépendamment sur chaque sous - graphe. Deux sommets survivants peuvent
donc étre adjacents dans le graphe a décimer s’ils n’appartiennent pas au méme sous graphe. La
définition d’un sous graphe est équivalente & la définition d’une fonction A de E; dans {0, 1}. Pour
chaque (v,v") € Ej, A((v,v)) est positionné & 1 si v et v’ appartiennent au méme sous graphe et 4 0
sinon. Dans le cadre de I'analyse de composantes connexes, la fonction A est définie en positionnant
A((v,v")) & 1 81 v et v' appartiennent & la méme composante connexe. La figure 4.8 illustre une
application de la fonction A pour 'analyse d’une image 4 x 4 composée de 3 composantes connexes.
Chaque composante de la figure 4.8 est délimitée par une courbe fermée.

5

b) Sous graphes
a) Grille 4—connexe définis par la
fonction A

FiG. 4.8 — Les composantes connexes définies par la fonction A.

Dans le cadre d’un codage des composantes connexes d’une image quantifiée (chapitre 3.2),
A(v,v") sera positionné & 1 si les pixels associés & v et v’ ont la méme couleur représentative et a 0
sinon. Toutefois, dans le cadre d’une application a la segmentation, la fonction A\ doit étre redéfinie
a chaque niveau de fagon & prendre en compte la plus grande complexité des données. Jolion [114]
a amélioré la flexibilité du processus de décimation en utilisant les maxima locaux d’un opérateur
d’intérét plutot que les maxima locaux des tirages de la variable aléatoire. Par exemple, dans le
cadre de la segmentation, Jolion définit I'opérateur d’intérét comme une fonction décroissante de la
variance des niveaux de gris calculée sur un voisinage de chaque sommet du graphe. Ce critere tend
donc a sélectionner les sommets survivants situés dans des régions homogenes. Diverses applications
ont montrées I'utilité de ce procédé pour la segmentation en régions homogenes [112, 10, 50].

4.3.2 Définition du lien parent - enfant

Etant donné 'ensemble des sommets survivants, la contrainte de stabilité externe (équation 4.1)
nous assure que chaque sommet non survivant est adjacent & au moins un sommet survivant. Si
nous utilisons le processus stochastique de Meer [142] et Montanvert [146], chaque sommet du
graphe est attaché au tirage d’une variable aléatoire. Meer [142] et Montanvert [146] attachent
donc chaque sommet non survivant au sommet adjacent survivant dont le tirage de la variable
aléatoire est maximum. Jolion [114] utilise une fonction de contraste telle que la différence des
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niveaux de gris afin d’attacher chaque sommet non survivant au sommet survivant qui contraste
le moins avec celui-ci. Un sommet non survivant djacent a un seul sommet survivant est attaché
a celui-ci. Le sommet survivant réalise dans ce cas le minimum de la variable aléatoire ou de la
fonction de contraste.

Chaque sommet survivant est donc le pere des sommets non survivants attachés a celui-ci.
L’ensemble des enfants d’un sommet survivant est appelé sa fenétre de réduction par référence aux
notations utilisées dans les pyramides régulieres. La figure 4.9 représente les tirages de la variable
aléatoire sur un graphe défini a partir d’une grille 4 x 4 8-connexe. Les sommets survivants induits
par ce tirage sont entourés d’un cercle supplémentaire tandis que les frontiéres de chaque fenétre
de réduction sont superposées a la figure.

1 6 15
5 20 11 %

Fia. 4.9 — Construction d’un noyau en utilisant les tirages d’une variable aléatoire. La valeur de
chaque tirage est représentée a 'intérieur de chaque sommet.

4.3.3 Connexion des sommets survivants

La derniere étape du processus de décimation consiste a connecter les sommets survivants dans
le graphe Gj41. Meer [142] connecte deux peres par une aréte si leurs fenétres de réductions dans
le graphe G| sont adjacentes par au moins un sommet. Sur ’exemple de la figure 4.10, les sommets
survivants associés aux valeurs 20 et 17 seront adjacents en raison de :

— Dladjacence entre le sommet 15 (attaché & 20) et le sommet survivant 17;

— Dladjacence entre le sommet 11 (attaché & 20 ) et le sommet survivant 17;

— Dladjacence entre le sommet 11 et le sommet non survivant 7 (attaché a 17).

Notons que n’importe laquelle de ces trois conditions suffirait pour établir la connexion entre les
deux sommets survivants 20 et 17.

Puisque chaque enfant est adjacent a son pere, deux sommets adjacents dans G4 sont connectés
dans G} par un chemin de longueur inférieure & 3 (figure 4.9). De tels chemins sont appelés des che-
mins de connezion. De par la contrainte de stabilité interne (équation 4.2), deux péres ne peuvent
étre adjacents dans GG;. La longueur des chemins de connexion ne peut donc étre égale a 1 et doit
étre égale a 2 ou 3. Notons toutefois, que si nous restreignons le processus de décimation & des sous
graphes [146, 114] définis par la fonction A, deux sommets survivants v et v’ peuvent étre adjacents
par une aréte vérifiant A((v,v)) = 0.

4.3.4 Définition du sommet d’une pyramide

Une pyramide irréguliere est donc construite récursivement & partir de Go (la grille initiale)
jusqu’au sommet G¢. Le sommet de la pyramide est défini comme un graphe qui ne peut plus étre
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0—(6)—15
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a) b)

F1G. 4.10 — Le graphe réduit (b) déduit du noyau (a).

réduit par le processus de décimation. Ceci se produit lorsque G est réduit a un seul sommet ou
lorsqu’aucune regle de décimation ne peut étre appliquée. Par exemple, dans le cadre de 1’analyse
de composantes connexes, les graphes codant la pyramide sont réduits jusqu’a ce que chaque sous
graphe codant une composante connexe soit réduit & un seul sommet [146].

Dans le cadre de la segmentation, le processus de décimation peut également étre stoppé quand
la différence des valeurs entre les sommets adjacents dépasse un certain seuil. Une autre stratégie,
similaire & celle employée dans le cadre des pyramides régulieres [46] consiste & réduire la pyramide
a un seul sommet puis a sélectionner un ensemble de racines a différents niveaux de la pyramide.
Jolion [114] définit une racine comme un sommet dont le contraste avec son pere dépasse un
certain seuil. Intuitivement, cette stratégie également utilisée dans les pyramides régulieres revient
a refuser la fusion d’un ensemble de régions lorsque celles-ci ne définissent pas un tout homogene.
La non homogénéité de la région étant ici définie en fonction du seuil. La valeur associée a un
sommet peut étre générée a partir d’'un ensemble quelconque d’attributs associés au sommet. On
peut par exemple, stocker dans chaque sommet le nombre de ces enfants dans le graphe initial et
la somme des vecteurs couleurs de ceux-ci. La couleur moyenne de la région associée a un sommet
de la pyramide est alors calculée en divisant les deux attributs. La fonction de contraste peut étre
simplement définie comme la norme de la différence des deux vecteurs couleur.

4.4 Récentes améliorations du procesus de construction d’une
pyramide

Comme nous 'avons mentionné dans la section 4.3.1, les principaux avantages de la méthode
de décimation définie par Meer [142] et Montanvert [146] sont :

1. Le processus de décimation est purement local donc aisément parallélisable.

2. L’utilisation de noyaux permet d’obtenir un facteur de décimation approximativement constant
entre chaque niveau.

Jolion [113] et Haxhimusa [90] ont récemment proposé deux alternatives & ce processus de
décimation.

4.4.1 Un processus de décimation guidé par les données

Comme nous l'avons vu dans la section 4.3.1, une fois qu’un sommet est désigné sommet
survivant, il reste dans cet état jusqu’a la fin des itérations (équation 4.4). De plus, les sommets
adjacents & un sommet survivant ne peuvent devenir survivants du fait de la contrainte de stabilité
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interne (équation 4.2). Un noeud désigné comme survivant dans les premieres itérations et ses
voisins non survivants pourraient donc étre immédiatement réduits en un seul sommet. Toutefois,
I’algorithme de décimation stochastique créant une structure de noyau, la réduction de ce sommet
ne pourra se faire que lorsque le dernier sommet survivant aura été calculé. Pour des graphes
importants ce temps de latence proportionnel au nombre d’itérations peut étre conséquent.

L’idée de base de la méthode proposée par Jolion [113] consiste a n’effectuer qu’'une seule
itération du processus de décimation a chaque niveau de la pyramide. Les deux variables booléennes
pi et q; attachées a chaque sommet v; et définies dans la section 4.3.1 conservent la méme signi-
fication mais sont a présent globales a I’ensemble de la pyramide. Ces variables sont initialisées a
vrai au niveau de base de la pyramide. On a donc :

pgo) = qlgo) =wrai, Yv; €V

ou Gy = (Vp, Ey) représente le graphe de base de la pyramide.
La mise a jour des variables p; et ¢; entre chaque niveau est réalisée par les équations suivantes :

pY = ((ng) V) nay = ma%jevm){@k)%})
k+1 _
Y = N oo T A (Vi(v) # {vi}).

En d’autres termes, un sommet est déclaré survivant s’il était survivant ou candidat au niveau
précédent et s’il réalise un maximum local de la variable aléatoire dans le graphe G. Un sommet
est déclaré candidat s’il n’est pas adjacent a un sommet survivant et s’il n’est pas isolé.

L’ensemble des sommets survivants ainsi sélectionnés vérifient la propriété de stabilité interne
(équation 4.2) mais pas la propriété de stabilité externe (équation 4.1). Plus précisément, les
variables pz(-kﬂ) et qfkﬂ) nous permettent de décomposer I’ensemble des sommets du graphe en
trois classes : les sommets survivants, les sommets candidats et les sommets non candidats. Les
sommets non candidats sont nécessairement adjacents a un sommet survivant et doivent donc étre
réduits dans le graphe suivant. Inversement, les sommets survivants doivent nécessairement faire
partie de ’ensemble des sommets du graphe réduit. L’ensemble des sommets candidats représente
I’ensemble des sommets pour lesquels des itérations supplémentaires auraient été nécessaires pour
les classer parmi les survivants ou les non survivants. Cette décision est prise a des niveaux plus
élevés dans la pyramide. L’ensemble des sommets de niveau k+ 1 est donc ’ensemble des sommets
survivants et candidats :

Niyr = {vi € Ny | p{*T0 v g3,

L’ensemble Fj1; des arétes de niveau k + 1 se déduit par le méme processus que celui décrit
dans la section 4.3.3. Notons toutefois qu’il convient ici de tenir compte également des sommets
directement adjacents.

La principale motivation de ce processus de décimation asynchrone est de favoriser la réduction
des régions de 'image particulierement homogenes ou présentant un intérét particulier vis-a-vis du
critere de décimation. En effet, du fait du processus de décimation asynchrone, de telles régions se
forment a des niveaux moins élevés que les zones de 'images ou les données ne permettent pas de
décider facilement quels sont les sommets survivants. Ces régions sont donc détectées plus tot.

Ce mécanisme de réduction devrait également permettre de simuler des résultats d’expériences
psycho-visuelles [178] qui tendraient & montrer que I’activation d’un neurone dépend non seule-
ment de l'intensité de ses entrées mais également de 'ordre dans lequel ses entrées sont activées.
L’information est donc véhiculée de fagon asynchrone dans le cerveau.
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4.4.2 Décimation par construction d’un couplage maximal

La méthode de décimation stochastique définie par Meer [142] et Montanvert [146] (section 4.3.1)
repose sur la définition d’un noyau. Du fait de la contrainte de stabilité interne (équation 4.2), le
nombre de sommets survivants est fortement dépendant du nombre et de la répartition des arétes
du graphe. De plus, un sommet est élu survivant s’il réalise le maximum des tirages d’une variable
aléatoire sur son voisinage. La probabilité a priori qu'un sommet survive est donc relative a la taille
de son voisinage. Les relations d’adjacence entre les sommets ont donc une influence importante
sur :

1. La hauteur de la pyramide
2. Le nombre d’itérations nécessaires pour construire chaque niveau a partir du précédent.

Des expériences réalisées par Haxhimusa et al. [89] ont montré que le degré moyen des sommets tend
a augmenter dans la pyramide. Ce phénomene induit une décroissance du facteur de décimation
et augmente par conséquent la taille de la pyramide.

Ce phénomene peut étre extrémement génant puisqu’une des propriétés des pyramides est
d’avoir une hauteur sensiblement égale au log de la taille du graphe initial. Afin de corriger cette
limitation, Haxhimusa propose de baser le processus de décimation sur la définition d’un couplage
mazimal [167] dans le graphe & décimer (Définition 3 et figure 4.11).

Définition 3 Etant donné un graphe G = (V, E), un ensemble C C E est appelé un couplage si
aucune des arétes de C' n’est adjacente au méme sommet.
— un couplage est dit maximal si on ne peut y ajouter d’aréte sans perdre la propriété de
couplage ;
— un couplage est dit maximum s’il comporte un nombre maximum d’arétes ;
— un couplage est dit parfait si tout sommet est incident a une aréte de C. Un couplage parfait
est mazrimum.
Un sommet incident auz arétes d’un couplage est dit saturé sinon il est dit insaturé.

(a) 6 arétes (b) 7 arétes

Fia. 4.11 — Deux couplages maximaux comportant un nombre différent d’arétes. Les arétes faisant
partie du couplage sont représentées en gras.

Notons que la définition d’un couplage maximal sur un graphe G = (V, E) est équivalente a la
définition d’un noyau sur le graphe G’ = (E, E’) ol deux éléments de F sont connectés par une
aréte de E’ s’ils sont adjacents & un méme sommet.
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Le but de la méthode d’Haxhimusa et al. [89] est de définir une forét K du graphe initial G
telle que :

— chaque sommet de G appartient & exactement un arbre de la forét;

— chaque arbre est composé d’au moins deux sommets.

La construction de cette forét est réalisée a I’aide des étapes suivantes (figure 4.12) :

1. construire un couplage maximal C' sur G’;

2. Supprimer les sommets insaturés en ajoutant de nouvelles arétes. Le nouvel ensemble noté
C™T ne constitue plus un couplage. En revanche si le couplage est maximum, I’ensemble C*
forme un recouvrement minimum de G [12];

3. supprimer des arétes dans C* de facon & construire une forét K composée d’arbres de pro-
fondeur 1.

La construction d’un couplage maximal C ne conduit généralement pas a la création de couplage
parfait (Définition 3). Soit v un sommet insaturé et e = (v, w) avec v # w une aréte incidente a v. Le
sommet w est nécessairement incident a une aréte du couplage de par sa propriété de maximalité.
Soit CT I’ensemble C' auquel nous avons ajouté une telle aréte pour chaque sommet insaturé. Par
construction, tout sommet du graphe est incident & C et les composantes connexes de celui-ci
sont des arbres de profondeur 1 ou 2. Les arbres de profondeur 2 peuvent étre découpés en deux
arbres de profondeur 1 en supprimant de I’ensemble C'T les arétes dont les deux sommets sont
incidents & deux arétes de CT.

(a) C (b) C* (c) K
F1G. 4.12 — Les trois étapes du processus de décimation de Haxhimusa [89]

L’ensemble K obtenu forme une forét recouvrante du graphe G' composée d’arbres de profon-
deur 1. On peut donc désigner pour chaque arbre une racine induisant une profondeur 1. Cette
décomposition de chaque arbre en racine et feuilles induit une sélection naturelle de I’ensemble des
sommets survivants et non survivants : pour chaque arbre, la racine est désignée comme sommet
survivant tandis que les sommets restants sont les fils de celle-ci et sont donc classifiés comme non
survivants. Etant donnée la sélection de I'ensemble des sommets survivants et de leurs enfants, la
construction des nouvelles arétes entre les sommets survivants peut s’effectuer de facon similaire a
celle définie dans la section 4.3.3.

La principale amélioration de la méthode d’Haxhimusa est de permettre une meilleure stabilité
du facteur de décimation entre les niveaux. Les expériences menées par celui-ci montrent que le
facteur de décimation reste approximativement égal a 2 tout au long du processus de décimation.
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4.5 Pyramides de graphes duaux

4.5.1 Introduction

Les pyramides stochastiques utilisées par Meer [142] et Montanvert [146] ou les pyramides adap-
tatives définies par Jolion [114] combinent les avantages des pyramides réguliéres et une plus grande
capacité d’adaptation aux données de 'image. Toutefois les processus de décimation stochastiques
et adaptatifs sont tous deux basés sur des graphes simples, c’est a dire sur des graphes sans boucles
ni arétes multiples entre les sommets. Si les graphes de la pyramide sont utilisés pour coder une
pile de partitions, une aréte entre deux sommets codera donc simplement ’existence d’au moins
une frontiere commune entre deux régions. L’utilisation de graphes simples oblige ainsi a coder
un ensemble déconnecté de frontieres entre les régions par une seule aréte. De plus, I’absence de
boucles ne permet pas de différencier une adjacence de régions d’une relation d’inclusion entre
celles-ci.

La figure 4.13 illustre ces limitations. Les régions gauche et droite de 'image ont deux frontieres
communes. Toutefois, un processus de décimation tel que le processus stochastique nous fournira
le graphe réduit représenté sur la figure 4.13(b) ou les frontieres entre les régions droite et gauche
sont représentées par une seule aréte.

7

=

(a) (b)

F1G. 4.13 — Limitation des processus de décimation adaptatifs et stochastiques

Cette derniere limitation est une conséquence de la définition des arétes dans le graphe réduit.
De fait, deux sommets survivants ayant plusieurs enfants adjacents dans G; ne seront connectés que
par une seule aréte dans GGj+1. Une meilleure compréhension de cette limitation peut étre obtenue
en interprétant le processus de décimation en termes de contraction et suppression d’arétes. La
contraction d’une aréte (v,v’) consiste & identifier les sommets v et v’ et & supprimer laréte
(v,v"). Notons que si v et v’ sont connectés par une autre aréte, celle-ci devient une boucle du
nouveau sommet. Une contraction d’aréte consistant a identifier deux sommets, nous considérons
la contraction d’une boucle comme non définie. La suppression d’une aréte revient simplement a
enlever celle-ci de ’ensemble des arétes du graphe.

Si nous utilisons les opérations de contraction et de suppression, les processus de décimation
définis par Meer [142], Montanvert [146] et Jolion [114, 113] sont équivalents & l’application des
étapes suivantes :

1. La sélection d'un ensemble S de sommets survivants.
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2. La définition d’un ensemble N d’arétes connectant chaque sommet non survivant a un sommet
survivant.

3. La contraction de ’ensemble N d’arétes.
4. La suppression de toutes les boucles ou arétes multiples.

La construction des ensembles S et N varie en fonction du processus de décimation considéré.
Toutefois, ’étape 4 des processus de décimation décrit dans les sections 4.3 et 4.4 supprime toutes
les arétes multiples et les boucles entre les sommets survivants.

4.5.2 Noyaux de contraction

Kropatsch [122] code 1’étape 3 du processus de décimation a ’aide d’un Noyau de Contraction.
Un tel noyau est défini sur un graphe G = (V, E) par un ensemble de sommets survivants S et un
ensemble d’arétes non survivantes N (représentées par des lignes épaisses sur la figure 4.14) telles
que :
— (V, N) est une forét recouvrante de G ;

— la racine de chaque arbre de (V, N) appartient & S.

Notons qu'un noyau de contraction est une forét du graphe initial. Un noyau de contraction
et un noyau (section 4.3.1) sont donc deux concepts différents. La langue anglaise distingue plus
nettement ces deux termes en désignant par Maximal Independent Vertex Set un noyau et par
Contraction Kernel un noyau de contraction.

Puisque ’ensemble N des arétes a contracter forme une forét du graphe initial G, aucune boucle
ne peut étre contractée. L’opération de contraction est donc bien définie. Si le graphe G est déduit
d’une grille discrete, chaque sommet appartenant a la bordure de la grille doit étre adjacent a un
sommet spécial codant I’extérieur de la grille. La région associée a ce sommet étant infinie, celui-ci
est appelé le sommet infini. Si nous voulons préserver la bordure de I'image, toute aréte codant
une relation d’adjacence entre un sommet du graphe et le sommet infini doit étre exclue de .
Un graphe codant une grille discrete peut donc étre au plus réduit & un graphe Gy composé de
deux sommets connectés par une seule aréte. Si chaque sommet du graphe initial code un pixel de
la grille discrete, les deux sommets de G; codent l’ensemble de I'image et l'extérieur de celle-ci.
L’aréte entre ces deux sommets code la bordure de 'image.

La décimation d’un graphe utilisant les noyaux de contraction differe des méthodes décrites
dans les sections 4.3 et 4.4 sur les deux points suivants :

F1G. 4.14 — Un noyau de contraction (S, N) composé de trois arbres. Les sommets appartenant &
S contiennent un cercle plein (e).
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— si nous utilisons un noyau de contraction, I’ensemble des arétes a contracter ne doit pas
nécessairement former un noyau. Deux sommets survivants peuvent donc étre adjacents dans
le graphe contracté. Cette derniere propriété permet d’éviter l'utilisation de la fonction A
définie par Montanvert [146] et Jolion [114] (section 4.3.1, page 132);

— T'utilisation d’un noyau de contraction n’impose pas aux sommets non survivants d’étre di-
rectement adjacents a leur pere. La connection entre un sommet non survivant et son pere
est réalisée par une branche de 'arbre qui les contient (figure 4.14). L’ensemble des fils d’un
sommet survivant est donc défini par I'arbre contenant ce sommet.

- - oA
It =

L L

G1 Go Gs

F1a. 4.15 — La contraction successive des arbres définis sur la figure 4.14

La figure 4.15 illustre la décimation induite par le noyau de contraction défini sur la figure 4.14.
Notez que ces contractions sont effectuées séquentiellement uniquement dans un but pédagogique.
La contraction en parallele des arétes du noyau de contraction induit des temps d’exécution bien
inférieurs a ceux d’'un processus séquentiel et doit donc étre appliquée chaque fois que cela est
possible.

La contraction de I’ensemble des arétes d’un noyau de contraction réduit le nombre de som-
mets d’un graphe tout en préservant ’ensemble des arétes entre sommets survivants. Cette survie
de toutes les arétes entre sommets survivants peut induire la création d’arétes redondantes. La
caractérisation de ces arétes nécessite une meilleure description des relations topologiques entre les
objets décrits par les sommets du graphe.

Les images peuvent souvent étre comprises comme la projection d’une scene réelle sur un plan
2D. La structure d’une image est donc bidimensionnelle et de telles images peuvent étre décrites
par des graphes planaires. De plus, si le graphe initial se déduit d’une grille planaire (comme la
grille 4-connexe), le graphe initial et ses différentes simplifications sont planaires. Etant donné un
graphe planaire initial G, les sommets du graphe dual G sont positionnés & I'intérieur de chaque
face de G. Les arétes de G codent les adjacences de faces (arétes connectant les carrés dans la
figure 4.16(a)). Notons que la construction du graphe dual induit une correspondance 1 & 1 entre
les arétes des deux graphes. Si N représente un ensemble d’arétes du graphe initial, nous pouvons
donc noter par N Iensemble des arétes duales associées. Un résultat bien connu de la théorie des
graphes [190] établit que si G’ est obtenu & partir de G' par la contraction des arétes contenues
dans N, le dual de G’ peut étre obtenu & partir du dual de G en supprimant dans G 1’ensemble
d’arétes N. De méme si G’ est obtenu & partir de G’ en supprimant un ensemble N C E d’arétes,
G’ peut étre obtenu & partir de G en contractant I'ensemble d’arétes N.

La caractérisation des arétes redondantes en utilisant le graphe dual est illustrée sur la fi-
gure 4.16. Si le graphe initial est déduit de la grille 4-connexe, chaque sommet du graphe dual peut
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a) (Go, Go)

F1aG. 4.16 — La grille planaire initiale avec le graphe associé(a) et la caractérisation des arétes redon-
dantes(b). Les sommets du graphe dual incidents & des arétes duales redondantes sont représentés
par des carrés pleins.

s’interpréter comme un coin de pixel. De méme, chacune de ses arétes peut s’interpréter comme un
coté de pixel. Le carré plein en haut & gauche de la figure 4.16(b) représente un sommet du graphe
dual de degré 2. Les deux sommets du graphe initial adjacents par les arétes qui définissent cette
face de degré 2 codent deux régions partageant une frontiere commune artificiellement découpée
par les sommets du graphe dual. Intuitivement, 'opération de contraction a fusionné plusieurs
pixels en une seule région. Les adjacences de chacun de ces pixels aux régions avoisinantes sont
conservées dans le graphe contracté et une opération de simplification est nécessaire afin de suppri-
mer ces relations redondantes. Dans le cas d’un sommet dual de degré 2, la simplification consiste
a contracter 'une de ces deux arétes duales. Notons que cette contraction dans le graphe dual doit
étre suivie par un opération de suppression dans le graphe initial afin de maintenir la dualité des
deux graphes.

De méme, le carré plein situé en bas, & gauche de la figure 4.16(b) représente un sommet du
graphe dual de degré 1. La boucle associée a ce sommet dual code une adjacence entre deux pixels
contractés en une méme région par le noyau de contraction. Cette relation d’adjacence inutile est
supprimée en contractant I’aréte incidente au sommet dual de degré 1 et en supprimant la boucle
associée dans le graphe initial.

La construction d’un nouveau niveau de la pyramide a partir d’une paire de graphes duaux
(Go,Gyp) et d'un noyau de contraction (S, N) se décompose donc en deux étapes respectivement
illustrées sur les figures 4.17(b) et 4.17(c) :

1. Un ensemble d’opérations de contraction codées par les noyaux de contraction (S, V). Le dual
du graphe contracté G; se déduit de Gy en supprimant dans celui-ci 'ensemble N d’arétes.

2. La suppression des arétes redondantes a ’aide d’un noyau de contraction appliqué sur le
graphe dual. Un tel noyau est appelé un Noyau de Suppression. Les contractions d’arétes
effectuées dans le graphe dual doivent étre suivies par des contractions d’arétes dans le
graphe initial afin de maintenir la dualité des deux graphes réduits.

Notons que toutes les boucles ne sont pas inutiles. En effet, une boucle contenant un sommet
permet de coder une relation d’inclusion entre deux régions. Cette configuration est illustrée sur la
figure 4.18 ol la contraction de 'aréte épaisse sur la figure 4.18(a) implique la fusion des régions
situées a droite et a gauche de la région centrale. La contraction de cette aréte crée une boucle

qui :
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4
a) (Go,Go) b) (Gs,Gs3) ¢) (G4,Gy)

F1G. 4.17 — Les deux étapes de la réduction d’un graphe codé par des noyeaux de contraction.

— entoure le sommet codant la région incluse;

— coupe l'aréte duale qui connecte le contour de la région centrale a la région qui l'inclue.
Cette boucle code la relation d’inclusion entre les deux régions et n’est donc pas supprimée par
Popération de suppression d’arétes redondantes. Cette derniere opération supprime simplement
une aréte double entre les deux sommets restant (figure 4.18(b)). Les seules boucles considérées
comme inutiles sont donc les boucles vides.

Si chaque sommet du graphe initial code un pixel de la grille 4-connexe, chaque sommet du
graphe contracté codera une région de la grille. La préservation d’arétes multiples entre les sommets
et de boucles non vides induit une correspondance 1 & 1 entre les arétes du graphe réduit et les
frontieres de régions. Un tel schéma de simplification a été appliqué avec succes a ’analyse de
composante connexes [124] et 'analyse de dessins industriels [123].

1 i

a) (G4,G_4) b) (G57G_5) c) (GG,G_G)

Fia. 4.18 — Création d’une aréte fictive permettant de coder les relations d’inclusions.

4.6 Notre contribution aux représentation hiérarchiques
les pyramides combinatoires

Les cartes combinatoires et les cartes combinatoires généralisées sont des outils de modélisation
particulierement puissants pour la modélisation d’objets ou de partitions. En effet, les cartes combi-
natoires permettent de coder les partitions d’un espace de dimension n en objets orientables ou non
orientables avec ou sans bords. Le concept de carte a tout d’abord été introduit par Edmond [70]
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en 1960 puis étendu par plusieurs auteurs [84, 44, 132]. Ce modele a été introduit dans la commu-
nauté informatique graphique par Lienhardt [129, 131] pour la modélisation d’objets 3D [130, 15].
L’utilisation des cartes combinatoires pour 1’édition d’image 2D a été introduite par Braquelaire,
Domenger, Guitton [26, 66]. Les theses de Fiorio [76] et Brun [30] ont permis d’étendre le domaine
d’application des cartes combinatoires & la segmentation d’images 2D. Plus récemment, les theses
de Damiand [60] et Desbarat [64] ont utilisé les cartes combinatoires 3D pour segmenter des images
volumiques.

Notre contribution a ce domaine de recherche a consisté a introduire la notion de hiérarchie dans
le codage de partitions codées par des cartes combinatoires 2D. De telles pyramides sont appelées
des Pyramides Combinatoires. Aprés quelques définitions générales (section 4.6.1), nous allons
étudier les deux opérations permettant de réduire une carte combinatoire (section 4.6.2) et définir
des outils théoriques et des méthodes permettant d’effectuer cette réduction (section 4.6.3). Nous
étudierons également quelques propriétés de ces opérations (section 4.6.4). Nous généraliserons
ensuite les outils de réduction introduits dans la section 4.6.3 de facon a pouvoir mettre en relation
non pas deux niveaux consécutifs de la pyramide mais deux niveaux quelconques (section 4.6.5). Ces
outils peuvent étre utilisés pour construire soit un niveau particulier d’une pyramide (section 4.6.6),
soit ’ensemble de ses niveaux (section 4.6.7) & partir d’un codage de la base de celle-ci. Finalement,
nous donnerons I’équivalent des notions de fenétre de réduction et de champ récepteur dans le
cadre des pyramides combinatoires avant d’indiquer quelques conjectures (section 4.6.9) et résultats
d’implémentation (section 4.6.10). La conclusion de cette section se trouve en section 4.6.11. Nous
indiquons également dans cette derniere section plusieurs perspectives de recherche ouvertes par
ce travail. La combinaisons des représentations hiérarchiques et des cartes combinatoires étant
un domaine jusqu’ici inexploré nos contributions débutent immédiatement apres la section 4.6.1
donnant les définitions générales. Nous avons également adapté des concepts généraux sur les cartes
combinatoires aux notations et contraintes utilisées dans le cadre des pyramides combinatoires
(section 4.6.1, de la définition 8 & la fin de la section).

4.6.1 Les cartes combinatoires

Les cartes combinatoires sont basées sur la définition des cartes topologiques qui codent la
décomposition d’'une surface en un ensemble fini de points V et un ensemble fini £ de courbes
ouvertes de Jordan. Plus exactement [70, 84] :

Définition 4 Carte topologique

Etant donné un ensemble non vide € d’espaces topologiques (appelés arétes) chacun homéomorphe
a Uintervalle I = [0,1] ou au cercle unité S, nous définissons 'ensemble V C G = Ueege (V est
Uensemble des sommets) tel que si Ae =eNV et e? = e\ Ae alors :

1. Si e est homéomorphe & S' alors |Ae| = 1 (e est appelé une boucle) alors que si e est
homéomorphe a I =[0,1] Ae contient une ou deuzx des extrémités de e (e est alors respecti-
vement appelé une aréte libre et un segment).

2. Pour toute aréte distincte e1,ea € £, efé N ef = (.
3. Pour tout v € V, le nombre d’arétes e telles que v € Ae est fini.

Considérons la figure 4.19 et supposons pour simplifier que chaque contour de la figure 4.19(b)
code une courbe réelle (le méme type de raisonnement peut étre conduit avec des courbes discretes).
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L’union de I'ensemble des points de contours définis par ces courbes défini ’ensemble G. L’inter-
section de plusieurs contours défini un sommet appartenant & V. Une courbe comprise entre deux
sommets code une aréte appartenant a £. Si les deux sommets sont confondus, la courbe est dite
fermée et est homéomorphe & l’ensemble S'. C’est donc une boucle. Sinon la courbe est ouverte et
est homéomorphe & lintervalle I = [0, 1], une telle courbe est appelée un segment.

Plus généralement, une carte topologique correspond au tracé sur une surface d’un ensemble de
segments (éventuellement fermés). Ces segments ont au plus deux extrémités (condition 1) et ne
peuvent se croiser que sur celles-ci (condition 2). De plus, la condition 3 assure qu'un nombre fini
de segments se rencontrent en chaque sommet. Cette définition étant un peu trop générale pour les

/4

(a) Lenna (b) Contours d’une seg-
mentation

Fi1c. 4.19 — Ensemble des contours d’une segmentation illustrant la notion de carte topologique.

applications qui vont suivre, nous allons supposer que ’ensemble G est connexe par arc. Comme
nous verrons par la suite cette contrainte impose aux graphes décrivant la carte topologique d’étre
connexe. Nous supprimons également la possibilité des arétes libres. Ceci revient a imposer dans la
condition 1 que |Ae| = 2 si e est homéomorphe & I = [0, 1]. Dans ce cas, chaque aréte privée de son
ou ses sommets est homéomorphe & Uintervalle ouvert |0, 1[. Une telle aréte comprend donc deux
extrémités appelées brins. Chaque brin appartient par construction a une seule aréte. De plus, les
sommets étant situés aux extrémités des arétes (condition 2), un brin n’appartient qu’a un seul
sommet alors qu’un sommet peut correspondre & plusieurs extrémités d’arétes et donc a plusieurs
brins. Le nombre de brins d’un sommet est appelé son degré. Notons que ce degré est forcément
fini (condition 3). Le degré de tout point p intérieur & un segment (p € e#,e € £) est fixé & 2 par
convention.

On définit sur ’ensemble des brins une application a qui associe a chaque brin d’une aréte
le brin restant dans la méme aréte. L’application « est clairement une involution. Intuitivement,
Iinvolution « permet de passer d'une extrémité d’une aréte a 'autre (figure 4.20(a)) et ses cycles
codent les arétes du graphe.

La définition des sommets suppose une condition supplémentaire permettant d’éviter les plon-
gements pathologiques : Si G est plongé sur une surface S connexe, orientée sans bords, nous
supposerons que :

Propriété 1 Pour tout point p € G, de degré k, il existe un voisinage V, de p dans S et un
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homéomorphisme v, de V,, dans D = {z € C| |z| < 1} tel que ¥p(p) =0 et Y, (V, NG) = {2z €
C| 2% € [0,1[Cc R}.

Autrement dit, pour tout point p, I’ensemble V,, NG peut se voir comme un ensemble de rayons
irradiant du point p. Nous pouvons donc définir un ordre cyclique sur l’ensemble des brins de
p a partir de Pordre arg(z) = {0, 27“, 4?”, A @} défini sur 1,(V, N G). Cet ordre définit
une permutation sur ’ensemble des brins d’un sommet. Puisque chaque brin appartient a un seul
sommet, la composition des cycles définis sur chacun des sommets définit une permutation o sur
I’ensemble des brins. Intuitivement, la permutation o affecte chaque brin au brin suivant trouvé

en tournant dans le sens positif autour d’un sommet (figure 4.20(b)).

a(b)
o Yo ° %/4#’—
N

(a) @ (b) o

Fia. 4.20 — Hlustration des permutations « et o

Pour une carte topologique (V, ) connexe, nous pouvons donc définir un ensemble B de brins
et coder les arétes e € £ par les cycles de la permutation « et les sommets v € V par les cycles de
la permutation o. Ce codage nous est confirmé par Cori [56] :

Lemme 1 Etant donnée une carte topologique connexe (V,E) et deux permutations « et o sur
l’ensemble des brins telles que deux brins b et b’ appartiennent au méme cycle

— de « s’ils appartiennent a une méme aréte et

— de o s’ils appartiennent a un méme sommet,
il existe une bijection naturelle entre les arétes de £ et les cycles de la permutation o ainsi qu’entre
les sommets de V et les cycles de la permutations o.

Le triplet défini par (B, o, «) est appelé une carte combinatoire [56].

Définition 5 Carte combinatoire
Une carte combinatoire G = (B, 0, «a) est définie par un ensemble de brins B et deuz permuta-
tions o et a sur B telles que a et une involution sans point fize.

Vb € Ba*(b) =b et afb) #b.

La carte topologique étant supposée connexe par arc, la carte combinatoire associée est qualifiée
de connexe. Intuitivement, le graphe associé a une telle carte est connexe.

Notez que ’absence de point fixe pour l'involution « correspond a la suppression des arétes
libres des cartes topologiques. Etant donné un brin b, le sommet possédant ce brin est codé par le
cycle de o contenant b. Ce cycle est noté o*(b). De méme, l'aréte contenant un brin b est codée
par le cycle de a contenant b. Ce cycle est noté a*(b). Plus généralement, pour une permutation
7, le m-cycle d’un brin b sera noté 7*(b). La m-orbite d’un brin b correspond & ’ensemble des brins
du cycle correspondant.
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Un codage d’une partition du plan par une carte combinatoire est présenté sur la figure 4.21 ou
Iinvolution « est implicitement codée par le signe. Ce type de codage implicite est souvent utilisé
dans les applications [30].

I m™Q
[
e

(a) Une partition du plan (b) La carte combinatoire associée
Fia. 4.21 — Codage d’une partition du plan par une carte combinatoire.

Notez que le codage d’une partition du plan par des graphes simples (section 4.3) ou des graphes
duaux (section 4.5) ne fait pas appel a la notion de carte combinatoire. Cette correspondance
explicite entre les arétes de la carte combinatoire et celles de la carte topologique nous garantit
a priori une description correcte de la partition. De fait, la figure 4.22 représente deux partitions
différentes dans lesquelles nous avons échangé les sommets A et B. Ces partitions ne sont clairement
pas représentables avec des graphes simples du fait des boucles. De plus, les boucles entourant A et
B étant plongées dans la méme face, ces deux partitions seront codées de manieére identique dans
le cadre des graphes duaux.

(3,4,-3,5,6,-5,7,8, -7, —2) (3,4,-38,7,8,-7,5,6, =5, —2)

(a) (b)

F1G. 4.22 — Deux cartes combinatoires distinctes non codables par des graphes simples et non
distinguables par des graphes duaux. Le o cycle du sommet central est indiqué sous chaque figure.

Il est assez clair qu’une re-numérotation des brins d’une carte combinatoire, si elle est accom-
pagnée de la mise a jour correspondante des permutations o et «, code la méme carte topologique.
Un codage de la carte topologique représentée sur la figure 4.21 avec des brins numérotés de a a e
plutot que de 1 a 5 fournirait par exemple un codage équivalent. Cette notion d’équivalence entre
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les cartes combinatoires a été formalisée par Cori [56] :

Définition 6 Morphisme de cartes combinatoires
Etant données deux cartes combinatoires G1 = (B1,01, 1) et Go = (Ba, 09, a2), un morphisme
de carte combinatoire est une application i de By dans Bs telle que :

(o (d)) = az(i(d))
vd € By { blon (d)) = o2 ((d). (4.5)

Si 1) est bijective elle est appelée un isomorphisme et ’équation 4.5 peut se réécrire :

ai(d) = P~ az(1(d)))
b { a1(d) = ¢~ o2(1p(d))). (4.6)

Si nous prenons deux ensembles de brins B; et By tels qu’il existe une application bijective m
de B; dans B, lapplication 7 établit un isomorphisme entre toute carte G; = (B1,0,q) et la
carte Gy = (Ba,mooc o 7l roao 71'_1). De fait, les cartes G1 et G5 seront identiques modulo la
renumérotation définie par .

Cette notion de morphisme peut étre tres utile lorsque ’on désire comparer deux cartes ou une
carte d’entrée a un ensemble de modeles. Elle nous sera également utile pour montrer la validité
de nos algorithmes.

La construction précédente a défini les cartes combinatoires comme un codage d’une partition
du plan par une carte topologique. Les cartes combinatoires peuvent toutefois se voir également
comme un codage particulier d’un graphe planaire. On peut en particulier définir le dual d’une
carte combinatoire.

Définition 7 Dual d’une carte combinatoire .
Le dual d’une carte combinatoire G = (B,0,a) conneze noté G est une carte combinatoire
définie par le triplet G = (B, = 0 0 a, ).

Notons que cette définition (comme celles qui précedent) est définie dans le cadre de cartes
connexes.

Les cycles de la permutation ¢ = 0 o a codent donc les faces de la carte combinatoire. Si G est
connexe, on peut également montrer [84] qu’il existe une bijection naturelle entre les cycles de ¢
et 'ensemble des composantes connexes de §/G. Notre notion de face algébrique correspond donc
bien aux faces définies par I’ensemble des arétes de la carte topologique. Notons qu’un résultat bien
connu de la théorie des graphes établissant que G = G pour tout graphe planaire devient trivial dans
le cadre des cartes combinatoires. En effet, o étant une involution, nous avons poa = coaoa = o,
donc : .

G=(B,poa,a)=(B,o,a)=0G.

Si nous reprenons I’exemple de la figure 4.21, nous avons pour le brin —1 :
p(=1) = o(a(=1)) = (1) = 3.

De méme, ¢(3) = 2, ¢(2) = —4 et p(—4) = —1. Notez qu’en raison de l'orientation positive choisie
pour la permutation o, chaque brin a sa face associée a main droite. L’ensemble des cycles de la
permutation ¢ pour la figure 4.21 est égal a :

¢ =(—1,3,2,—4)(1,4, -5, -3)(=2,5).
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Les notions usuelles en théorie des graphes peuvent également se transcrire aisément en termes
de cartes combinatoires. On distingue notamment les configurations suivantes (voir également la
figure 4.23) :

Définition 8 Configurations particuliéres de brins
Soit une carte G = (B, 0, a). Un sous ensemble B' de B sera dit symétrique si :

a*(B) =B

De plus, un brin b € B sera appelé :

— une boucle si a(b) € o*(b) ;

— une boucle directe si o(b) = a(b) ;

— un pont si a(b) € p*(b);

— un brin pendant si o(b) = b.
Par extension, nous dirons qu’une aréte est une boucle, une boucle directe, un pont ou une aréte
pendante si un des ses brins vérifie la propriété correspondante.

La donnée d’un ensemble de brins B’ C B induit la donnée d’un ensemble d’arétes puisque
chaque brin appartient a une seule aréte. Dans un ensemble symétrique, les deux brins d’une aréte
appartiennent simultanément & I’ensemble B’.

Notez que si a(b) € 0*(d) alors b € o*(a(b)). De méme si a(b) € ¢*(b) alors b € p*(a(b)). Les
deux brins d’une aréte sont donc simultanément des boucles ou des ponts. De plus, si o(b) = b
alors p(a(b)) = o(b) = b. Une aréte pendante est donc également un pont. Chacune de ces ca-
ractérisations d’aréte dans la carte initiale correspond a un autre type de configuration particuliere
dans la carte duale [35]. La Table 4.1 établit les correspondances entre ces configurations (Voir
également la figure 4.23).

| Configuration dans G | Configuration dans G |

boucle pont

pont boucle

boucle directe aréte pendante
aréte pendante boucle directe

TAB. 4.1 — Relations entre les configurations particulieres d’arétes dans la carte initiale et son dual

1 3 -2 -4

Comgom—{)

-1 3 2 1
(a)ZG:(B,O',Oz) (b)ZG:(B,Q0,0J)

Fia. 4.23 — Les arétes a”(1),a"(2),a"(3),a"(4) codent respectivement une boucle directe, un pont, une

boucle et une aréte pendante de la carte combinatoire G(a). Chacune de ces arétes devient une aulre
configuration particuliére dans la carte duale G (b)
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La notion usuelle de sous-graphe [12] s’exprime dans le cadre des cartes combinatoires par une
modification de la permutation ¢ par un opérateur appelé opérateur de restriction.

Définition 9 Opérateur de restriction
Soient une carte combinatoire G = (B, 0, ) et un sous ensemble symétrique B' de B. L’opérateur
de restriction pg g est défini par :

pB,B/ : Bl — B
d +— " 1(d) avec n = Min{k € N* | o*(d) € B’}

Intuitivement, pour tout brin d € B, PBRB (d) est le premier brin que I'on rencontre en tournant
dans le sens positif autour du sommet en partant du brin d tel que o(pg g (d)) € B’ . L’opérateur

p permet donc de “sauter” une séquence de brins appartenant & B— B’ afin de connecter deux brins
de B’ (figure 4.24). Partant de I'opérateur de restriction, une sous carte combinatoire se définit
naturellement comme :

Définition 10 Sous-carte combinatoire

Soient une carte combinatoire G = (B, o, ) et un sous-ensemble symétrique B’ de B. La carte
G' = (B,0',d') telle que :

-0 =ocopgp;

— o est la restriction de oo o B’
est appelée une sous-carte de G.

ba by / {bﬁb(g% c B
b) = byavecn=3
b ﬁ/ PBB 2 b
< @ B2 o) = by < @ -2
(a) permutation o (b) calcul de o’ (¢) permutation o’

F1G. 4.24 — Construction d’une sous-carte. L’ensemble B’ contient les brins b et b3 notés en gras.
Les arétes correspondantes sont représentées en traits épais

La permutation o/ n’étant que la restriction de la permutation o & un sous ensemble de brins,
nous confondrons par la suite les deux notations et noterons o’ simplement a. Notons que cette
définition suppose que ¢’ et o/ définissent respectivement une permutation et une involution sans
point fixe sur B’. La preuve de ce résultat se trouve dans [35].

La notion de sous-carte combinatoire nous permet d’introduire des sous-cartes particulieres
appelées arbres et foréts [12] :

Définition 11 Arbre
Une sous carte A = (B',0', ) d’une carte combinatoire G = (B, 0, ) sera appelée un arbre de
G si et seulement si la permutation o' = o' o a me posséde qu’un seul cycle.
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Définition 12 Forét
Une sous carte F = (B',0’, ) d'une carte combinatoire G = (B, 0, a), sera appelée une forét
de G si et seulement si chaque composante connexe de F' est un arbre.

Notez qu’un arbre ne possede qu’'un seule cycle de ¢ et donc qu’une seule face. Nos notions
d’arbres et de foréts correspondent donc a celles utilisées en théorie des graphes.

Une carte combinatoire peut également étre représentée par un graphe orienté OG = (V, E) tel
que ensemble V' des sommets est égal a 'ensemble des brins et une aréte e = (by, by) appartient a £
si et seulement si bo = o(b1) ou ba = p(b1). Dans cette représentation les sommets et les faces de la
carte combinatoire sont représentés par des faces du graphe OG (figure 4.25(c)). Notons que chaque
sommet de OG a deux arcs rentrants (les o et ¢ antécédents du brin) et deux arcs sortants (les o
et  images du brin). Cette représentation nous sera utile pour représenter des séquences de brins
dans la carte combinatoire qui ne codent pas des chemins et sont donc difficilement représentables.

4-4, /59

<

>
N
>

| < )
u |, l ; T
>7 O—0Q
(a) 0*(1) dans G (b) o*(1) dans G (c) o*(1) dans OG

F1a. 4.26 — Le o-cycle 0*(1) codant le pixel en haut a gauche de 'image (Figure 4.25) représenté
dans la carte initiale G (a), la carte duale G (b) et le graphe orienté OG (c).

La figure 4.25 illustre le codage d’une grille 3 x 3 4-connexe par une carte combinatoire. Chaque
sommet de la carte combinatoire (figure 4.25(a) et 4.26(a)) code un pixel de la grille. Le o-cycle
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d’un sommet code ses relations d’adjacence avec les sommets voisins. Les successeurs par a des
brins 13 & 24 ne sont pas représentés sur cette figure afin de ne pas la surcharger. Le o-cycle du
sommet infini codant l'extérieur de l'image (section 4.5.2) est égal & la séquence de brins —13 &
—24: (—13,-14,...,—23,—24). La carte combinatoire duale est représentée sur la figure 4.25(b).
Les a successeurs des brins positifs ne sont également pas représentés sur cette figure afin de ne
pas la surcharger. Chaque sommet de cette carte duale peut étre associé a un coin de pixel appelé
pointel [80]. De plus, chacun de ses brins peut étre compris comme un coté de pixel munis d’une
orientation. Un coté de pixel étant dénommé un lignel. Cette interprétation se comprend aisément
lorsque 'on considére la carte topologique (Définition 4) associée & une grille discréte comme la
donnée d’un ensemble V de points codant les coins de pixels et un ensemble £ d’arétes codant les
cotés de ces mémes pixels. Plus simplement, si nous nous représentons un pixel comme un carré,
celui-ci a 4 cotés et 4 coins. Par exemple le brin 1 sur la figure 4.25(b) code le coté droit du pixel
situé en haut & gauche avec une orientation de bas en haut (figure 4.26(b)). Le brin a(1) = —1
code le méme lignel avec une orientation de haut en bas. Si nous utilisons cette interprétation des
brins, le o-cycle de chaque pixel défini la séquence de lignels qui délimitent celui-ci. Par exemple,
le pixel en haut & gauche de la figure 4.25(b) (voir également figure 4.26(b)) est codé par le o-cycle
(1,13,24, 7). De méme, le pixel situé sur la premiere ligne, seconde colonne est codé par le o-cycle
(2,14, —1,8). Le fait que ces deux pixels partagent un méme lignel avec une orientation différente
est codé par les brins 1 et —1 codant les deux orientation du méme lignel.

Nous avons donc deux alternatives pour coder une partition d’une grille discrete a ’aide d’une
carte combinatoire. Etant donnée une carte G, codant une partition, les régions de cette partition
peuvent étre codées par les sommets ou les faces de G. Une majorité de personnes travaillant
dans le domaine des pyramides irrégulieres codent les régions d’une partition par les sommets d’un
graphe. Inversement, la majorité des personnes travaillant dans le domaine des cartes combinatoires
codent les régions d’une partition par les faces de la carte combinatoire. Afin de supprimer cette
ambiguité, nous définissons les notions de carte des régions et cartes des frontieres dans le cas ou
les cartes sont connexes.

Définition 13 Cartes de Régions et de Frontieres
Une carte combinatoire G connexe associée a une partition d’une image est appelée :
— une carte des régions si chaque sommet de G est associé a une région ;
— une carte des frontieres si chaque face de G est associée a une région.

Notez que si G est une carte des frontieres, G est une carte des régions et inversement.

La figure 4.25(c) illustre le codage par le graphe OG de la carte combinatoire représentée sur
la figure 4.25(a). Le sommet 0*(1) (figure 4.26(c)) est codé dans cette représentation par la face
délimitée par les sommets 1, 13, 24 et 7.

4.6.2 Noyaux de contractions

Comme nous 'avons vu dans les section 4.3 et 4.5, une pyramide irréguliére est constituée d’une
pile de graphes successivement réduits. La transposition de ces opérations dans le cadre des cartes
combinatoires suppose donc une définition des opérations de contractions et suppressions.

L’opération de suppression se définit naturellement & ’aide de opérateur de restriction (Définition 9).
La carte résultat d’une opération de suppression peut étre vue comme une sous-carte (Définition 10)
de la carte originale :
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Définition 14 Opération de Suppression

Soient une carte combinatoire G = (B, o,a) et un sous ensemble symétrique B’ de B. La sous
carte de G, G' = (B — B',0’,d/) est la carte combinatoire issue de la suppression des brins B'.
L’ensemble B — B’ est appelé l’ensemble des brins survivants. La carte réduite est notée G\ B’.

Une expression plus simple de 'opération de suppression peut étre donnée lorsque I’ensemble
des brins supprimés se réduit a une seule aréte. En effet, pour une carte G = (B,0,«) et une
aréte a*(b) ne définissant dans B ni un pont ni une boucle directe, la permutation o’ de la carte
G =(B,o’,a) =G\ a*(b) est égale a :

W e B—{o='(b), 0" (=b)}, o' (V) = o)
o(cI(b) = olb)
o' (0= Ha(d)) = o(b).

Notez que lexpression ci-dessus reste définie si o*(b) est un pont de G. Nous excluons toutefois
de telles opérations afin d’éviter une déconnexion de la carte combinatoire. L’expression de la
permutation ¢’ dans le cas olt «*(b) définit une boucle directe est donnée dans [35].

Nous avons vu dans la section 4.5 que la suppression d’un ensemble d’arétes N dans un graphe
G impliquait la suppression des arétes correspondantes dans G. Inversement, la contraction d’un
ensemble d’arétes N dans G implique la suppression des arétes associées dans G. Dans le cadre
des cartes combinatoires, une carte et son dual sont définis & partir du méme ensemble de brins
(Définition 14). On peut donc définir 'opération de contraction comme une opération de suppres-
sion effectuée dans la carte duale :

(4.7)

Définition 15 Contraction
Soient une carte G = (B,o,a) et un sous ensemble symétrique de brins B' C B. La carte
contractée est définie par :

G'=G/B =G\B.

Le résultat d’une opération de contraction est représenté sur la figure 4.27. Notez que 'opération
de contraction préserve, comme ’opération de suppression, l'orientation des arétes autour du som-
met contracté. Ainsi, si nous tournons dans le sens positif(ou trigonométrique) autour de I'union
des 3 sommets définis sur la figure 4.27(a) en partant du brin 2, nous rencontrons la séquence
de brins (2,3,4,7,8,9,6). Cet ordre est conservé autour du sommet contracté (figure 4.27(b)). Si
les sommets de la carte combinatoire codent les régions d’une partition, ’ordre cyclique défini sur
chaque sommet par la permutation o permet de coder la séquence de régions que l'on rencontre
en tournant dans le sens positif autour de la région.

Comme pour 'opération de suppression, une expression plus simple de 'opération de contrac-
tion peut étre donnée lorsque I’ensemble des brins supprimés se réduit a une seule aréte. Soient une
carte G = (B, 0,a) et une aréte o*(d) ne définissant dans B ni une boucle ni une aréte pendante,
la permutation ¢’ de la carte G = (B,0’, ) = G/a*(d) est égale a :

Vd € B—o Y (a*(d)) o'(d) = o(d)
o'(c7Hd) = (d) (4.8)
o'(c7H(a(d) = o(d).
Notez que les configurations interdites pour la contraction sont les configurations duales de
celles interdites pour la suppression (équation 4.7 et Table 4.1). Une expression analytique de la
contraction d’une aréte pendante peut étre trouvée dans [35].
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Fia. 4.27 — Opération de contraction. Les arétes correspondant a des brins contractés sont
représentées en traits épais

Notons que la Définition 15 n’impose pas de contraintes particulieres a ’ensemble des brins
contractés si ce n’est d’appliquer la méme opération sur les deux brins d’une méme aréte. Il est donc
parfaitement possible de contracter une boucle ou un ensemble d’arétes formant un cycle. Cette
opération peut se définir formellement mais conduit & une déconnexion de la carte combinatoire.
De méme, la suppression d’un ensemble quelconque d’arétes peut conduire a la suppression d’un
pont ce qui encore une fois déconnecte la carte combinatoire. Afin d’éviter de telles déconnexions,
nous introduisons le concept de noyaux de contraction et de suppression :

Définition 16 Noyaux de Contraction

Soit une carte combinatoire G = (B, o, a). Un sous-ensemble symétrique de brins K C B sera
appelé un noyau de contraction si et seulement si :

- K forme une forét de G (Définition 12);

— K ne contient pas tous les brins de G :

BS =B - K #0.
L’ensemble BS est appelé l’ensemble des brins survivants.

L’ensemble des brins contractés formant une forét de la carte initiale, 'opération de contrac-
tion ne peut conduire a la contraction d’une boucle. La connexité de la carte combinatoire est
donc assurée par 'opération de contraction. Dans le cadre des cartes combinatoires, un sommet
est implicitement défini par ’ensemble des ces arétes incidentes qui forment un cycle de la permu-
tation o. Nous devons donc préserver au moins une aréte de la carte initiale durant I’opération de
contraction. Cette propriété est assurée par la seconde condition d’un noyau de contraction.

De méme, un noyau de suppression peut se définir comme un noyau de contraction appliqué a
la carte duale.

Définition 17 Noyau de Suppression
Soit une carte combinatoire G = (B, o, ). Un sous-ensemble symétrique de brins K C B sera
appelé un noyau de suppression s’il forme un noyau de contraction de G.
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Un noyau de suppression étant un noyau de contraction de la carte duale G, celle-ci reste
connexe apres lopération de contraction. Les deux cartes G et G possédant le méme nombre de
composantes connexes [84, 35], la carte initiale reste connexe apres 'opération de suppression.

Cette définition d’un noyau de suppression est différente de celle introduite dans le cadre des
graphe duaux (section 4.5.2) ol Popération de contraction était utilisée pour fusionner des régions
tandis que les opérations de suppression étaient restreintes a la suppression d’arétes rendues redon-
dantes par 'opération de contraction. La suppression des arétes redondantes peut dans le cadre des
graphes duaux comme dans le cadre des cartes combinatoires étre codée par un noyau vérifiant les
propriétés de la Définition 17. Toutefois, spécifier explicitement ’ensemble des brins a supprimer ne
facilite pas la démonstration de la plupart des résultats que nous verrons dans les sections suivantes.
De plus, cette dualité entre les définitions des noyaux de contraction et de suppression permet de
rester libre du type de carte utilisé pour coder la partition (Définition 13). Ainsi, si la partition
est codée par une carte des régions, 'opération utilisée pour fusionner les régions sera 1’opération
de contraction, 'opération de suppression n’étant utilisée que pour “nettoyer” les frontieres de la
partition. Inversement, si la partition est codée par une carte des frontieres, la fusion de régions
sera codée par des noyaux de suppression alors que les opérations de contraction seront restreintes
a la suppression d’arétes redondantes.

23

224

18
o1 Mo V9

(a) G1 = G/K1

(c) OG1

FiG. 4.28 — Réduction de la grille de la Figure 4.25 par le noyeau de contraction K; =
a*(1,2,4,12,6,10)

La figure 4.28 illustre la contraction de la carte représentée sur la figure 4.25 par un noyau de
contraction K7 défini par les arbres a*(1,2), a*(4,12,6) et «*(10). Puisque chaque sommet de la
carte possede un brin contracté, cette forét recouvre la carte combinatoire initiale et nous obtenons
3 sommets survivants codant 3 régions. L’arbre a*(1,2) contracte la premiére ligne de I'image en
un seul sommet. Cette opération est respectivement représentée sur les figures 4.29 et 4.30 dans la
carte initiale G et son dual G.

La suppression des arétes redondantes de la carte contractée représentée sur la figure 4.28 par
le noyau de suppression

Ky = {a*(15,14,13,24), a*(9), o* (11, 3), a*(19, 18, 17), " (22, 21)}
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(a) Ligne initiale (b) Ligne contracté

Fia. 4.29 — Contraction de la premiere ligne représentée sur la Figure. 4.28(a). Les arétes
contractées sont représentées par des traits épais.

13 14 15 13 14 15
< < <
24 /N6 24 16
1A 24
> > >
7 8 9 7 8 9
(a) Ligne initiale (b) Ligne contractée

F1a. 4.30 — Contraction de la premiere ligne dans la carte duale (Figure. 4.28(b)). Les arétes a
supprimer sont représentées en traits épais.

est illustrée sur la figure 4.31.

4.6.3 Chemins de connexion

Soient une carte initiale G = (B, 0, «) et un noyau de suppression K. La permutation ¢’ de
la carte réduite G’ = (BS = B — K,0’,a) peut se définir & partir de Popérateur de restriction
(Définition 9). Nous avons :

Yd € BS o'(d) = 0™(d) avec n = Min{k € IN* | c*(d) € BS}. (4.9)

De méme, 'opération de contraction est définie comme une opération de suppression appliquée
dans la carte duale. Pour une carte G = (B,0,a) et un noyau de contraction K, la contraction
des brins de K est donc équivalente & leur suppression dans G = (B, = coa,q). Si G’ = (BS =
B— K, ¢, a) désigne la carte déduite de G par la suppression des brins de K, nous avons de par
la définition de 'opérateur de restriction (Définition 9) :

Vd € BS ¢/'(d) = ¢"(d) avec n = Min{k € N* | o*(d) € BS}. (4.10)
Puisque ¢’ (a(d)) = o’(a?(d)) = o' (d) I’équation précédente peut se réécrire :
Vd € BS o'(d) = ¢"(a(d)) avec n = Min{k € N* | p*(a(d)) € BS}. (4.11)

Pour un brin survivant b, la séquence de brins o(b)....c""1(b) avec 0" (b) € BS représente la
séquence de brins non survivants qu’il nous faut traverser pour connecter b & o’(b) si K est un
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F1G. 4.31 — Suppression de brins sur la carte contractée représentée sur la Figure 4.28 par le noyeau
de suppression Ko = {a*(15,14,13,24), a*(9), a*(11,3),*(19,18,17), a*(22,21)}

noyau de suppression (équation 4.9). De méme, si K est un noyau de contraction, ¢(b)....oP~1(b)
avec pP(b) € BS représente la séquence de brins non survivants & traverser pour connecter b a
¢ (b)(équation 4.10). De telles séquences de brins non survivants, préfixées par le brin initial b sont
appelées des chemins de connexion.

Définition 18 Chemins de connexion

Soient une carte combinatoire G = (B,o,a), un noyau K et un brin b € BS. Le chemin de
connexion (ou connecting walk) associé a b est défini par :

- Si K est un noyau de contraction

CW(b) = bp(b)...o" "1 (b) avec n = Min{k € N* | o*(b) € BS};
- Si K est un noyau de suppression
CW(b) = ba(b)...c" 1 (b) avec n = Min{k € IN* | *(b) € BS}.

Pour un noyau K et un brin survivant b tels que CW(b) = b.by ... .b, les équations 4.9 et 4.10
peuvent se réécrire :

¢'(b) = wg

ou G' = (BS,0', ) désigne la carte réduite.

Les algorithmes représentés sur la figure 4.32 sont basés sur ’équation 4.12 et calculent la carte
réduite aprés une opération de suppression (figure 4.32(a)) ou de contraction (figure 4.32(b)).
Notons que I’algorithme de suppression parcourt pour chaque brin survivant b la séquence CTW (b)
alors que l'algorithme de contraction parcourt la séquence CW (a(b)). On a de fait (équation 4.12) :

bp) Si K est un noyau de contraction
b

p)  Si K est un noyau de suppression (4.12)

o' (b) = ¢'(a(b)) = p(by) avec CW (a(b)) = a(b).by ... .bp.
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suppression(carte G, 1  contraction(carte G,
noyeau K) 2 noyeau K)
{ 3 {
Pour tout be BS =B - K 4 Pour tout be BS =B - K
{ 5
b =b; 6 b = a(b);
tant que b’ € K 7 tant que b’ € K
Y =o(l) 8 v = p(b')
a'(b) =¥ 9 a'(b) =¥
} 0}
} 1}
(a) Suppression (b) Contraction

Fia. 4.32 — Algorithmes calculant la carte réduite définie par la carte initiale G et un noyau de
contraction (a) ou de suppression (b)

Chaque chemin de connexion contient par construction un et un seul brin survivant qui définit
le chemin. Plus précisément, nous avons montré [36] que Iensemble des chemins de connexion
forme une partition de ’ensemble B des brins initiaux :

vdeB 3d €BS|deCW(d). (4.13)

ou le symbole 3! représente ’assertion il existe un et un seul.

Autrement dit, soit un brin survit auquel cas il définit un chemin de connexion, soit il est
contracté et appartient dans ce cas a un et un seul chemin de connexion. Cette propriété semble
suggérer qu’un algorithme calculant la carte contractée ne devrait pas avoir & parcourir plusieurs
fois les mémes brins. De fait, on peut montrer[36] que les algorithmes représentés sur la figure 4.32
parcourent une fois et une seule chaque brin de la carte initiale G = (B, 0, ). Leur complexité est
donc égale a O(|B|).

Si K est un noyau de contraction et si nous munissons l'ensemble Bx = {CW (d), d € BS} des
chemins de connexion des applications :

QK BK — BK
CW(d) +— CW(a(d))
(4.14)
PK - Bk — Bg
CW(d) — CW(e"(d)) avec CW(d)=d..... ©"1(d)

nous pouvons montrer [36] que les applications px et ax définissent respectivement une permuta-
tion et une involution sans point fixe sur B . Nous pouvons donc structurer ’ensemble des chemins

de connexion en une carte combinatoire appelée carte des chemins de connexion :

Définition 19 Carte des chemins de connexion
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Soient une carte combinatoire G = (B,0,a) et un noyau de contraction K. Le triplé Gx =
(Br,0k,0K), avec 0 = proak et pi, ax définis par l’équation 4.1, est une carte combinatoire
appelée carte des chemins de connexion.
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F1a. 4.33 — Graphe OG superposé aux chemins de connexions définis par K; = o*(1,2,4,12,6,10)
(a). La figure (b) représente le graphe OG; issue de cette contraction. Seules les liaisons ¢ sont
représentées dans les deux figures. Les brins non encadrés dans la figure (a) ont des chemins de
connexion triviaux (CW (b) = b).

Une carte des chemins de connexions est donc une carte dans laquelle nous avons regroupé les
brins appartenant & un méme chemin de connexion. Dans le cas d’un noyau de contraction, le ¢
successeur d’un de ces regroupement est défini comme le ¢ successeur du dernier brin du chemin.
Si nous reprenons 1’équation 4.14, nous avons pour tout brin survivant b :

K (CW (b)) = CW (" ().

Or, d’apres la définition des chemins de connexion (définition 18, équation 4.12), nous avons
également ¢"(b) = ¢'(b) ol ¢’ représente la permutation ¢ de la carte contractée. On a donc :

K (CW(b)) = CW (g™ (b)) = CW (¢ ().

La permutation ¢x associe donc au chemin de connexion d’un brin survivant b, le chemin
de connexion du ¢’-successeur de b. La carte des chemins de connexion code donc les mémes -
successeurs que la carte contractée, a la différence prét que I’on conserve I’ensemble des brins dans
la carte des chemins de connexion. Plus intuitivement, la carte des chemins de connexion peut se
concevoir comme une étape intermédiaire entre la carte initiale et la carte contractée. Ce résultat
est illustré sur la figure 4.33 ot nous avons représenté cote a cote, la carte initiale avec les chemins
de connexions et la carte contractée. Afin de simplifier les figures, nous n’avons représenté que les
liaisons ¢ entre les brins. Il ressort de la réflexion précédente que le px successeur d’'un chemin
de connexion correspond au brin indiqué par la fleche sortante du dernier brin de chaque chemin.
On a par exemple o (CW(=7)) = CW (8). On peut constater que les relations «g-successeur de»
entre les chemins de connexion et entre les brins survivants sont identiques.
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Plus formellement, puisque chaque chemin de connexion posseéde un et un seul brin survivant,
I’application CW qui associe a chaque brin son chemin de connexion est une application bijective
de BS dans By. Plus précisément, cette application définit un isomorphisme (Définition 6) de la
carte contractée G’ = G/K dans la carte des chemins de connexion [35] :

Théoréme 2 Soient une carte combinatoire G = (B, 0, a) et un noyau de contraction K. La carte
contractée G' = G/K = (BS,0’,a’) est isomorphe a la carte des chemins de connexion.

Si nous utilisons 1’équation 4.6 de la Définition 6 nous obtenons :

CW~Hax (CW(d)))
= CW ok (CW (d))).

o (d) =
vd € BS { () —

Pour un brin d € BS tel que CW (a(d)) = a(d). ..., " 1(a(d)), nous avons :

CWHax (CW(d)))
CW=H ok (CW(d)))

CW=1(CW (a(d)))
CW = px(CW(a(d)))) = CWHCW (9" (a(d))))-

—N
SRS
/—\/:
QU Q
==
[

L’application CW étant bijective, nous obtenons :

—
Q 2
—~=
S
S—
[
52
—~
o=
—
&

La permutation « de la carte contractée reste donc inchangée tandis que l'image par ¢’ d’un
brin survivant est le premier brin survivant rencontré en itérant ¢ a partir du brin a(d). Un résultat
équivalent peut étre obtenu si K est un noyau de suppression en prenant ax comme défini dans
I’équation 4.14 et o égal a :

OK . BK — BK
CW(d) ~ CW(o"(d)) avec CW(d) =d.....c" 1(d).

o/ (d) a(d)
{ o'(d) = o™(d).

Ces résultats sont bien compatibles avec la définition des opérations de suppression et contrac-
tion dont les équations 4.9 et 4.11 sont une conséquence directe. L’intérét de l'isomorphisme entre
la carte contractée et la carte des chemins de connexion ne réside donc pas dans la formulation
de la permutation o’ (qui peut se déduire plus simplement des équations 4.9 ou 4.11) mais dans
le lien qu’il établit entre la carte initiale et la carte contractée. En effet, chaque brin de la carte
initiale appartient & un et un seul chemin de connexion (équation 4.13). De plus, & chaque chemin
de connexion correspond par ’isomorphisme un unique brin de la carte contractée. Chaque brin
de la carte initiale peut donc étre associé de fagon unique a un brin de la carte contractée. Cette
correspondance permet de décrire des propriétés de la carte contractée a partir de la carte initiale
et de son noyau de contraction.

La figure 4.34(a) représente les chemins de connexion sur la carte G définis par le noyau de
contraction K1 = a*(1,2,4,12,6,10) (section 4.6.2). Si nous considérons, par exemple, le brin
—11 € BSy, nous avons :

On obtient dans ce cas :

{p(—11) = 4,0*(—11) = 12, p3(—~11) = =6} C K et p*(—11) = —11 € BS;
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CWi(-7) = -71 CWi(=11) = —11.4.12.—6
CWi(=14) = —14.—1 CWi(-18) = —18.—12
CWi(-8) = -82 CWi(—20) = —20.6
CWi(—15) = —15.—2 CW;i(-23) = —23.10
CW1(9) = 9.-4  CWi(-5) = —5-10

(¢) Chemins de connexion

F1a. 4.34 — Chemins de connexion définis par Ky = a*(1, 2,4, 12,6, 10) sur la grille 3 x 3. Les brins
contractés sont représentés par des triangles pleins. Les chemins de connexion non représentés sur
la Figure (c) sont réduits & un seul brin.
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Le chemin de connexion associé & —11 est donc : CW(—11) =-11.4.12.-6. Nous avons de plus par
Péquation 4.12 : ¢'(—11) = ¢(—6) = —11, ce qui équivaut a ¢'(—11) = ¢’(11) = —11 (figure 4.28).
En d’autres termes, le noyau de contraction a contracté toutes les arétes d’une face excepté a*(11)
qui devient une boucle directe dans la carte contractée (figure 4.35(a)).

Al3  ald 15
|

244 >16
A‘g
23 —p]7
—p18
2247wy Vg Vg
(a) G1 =G/Ka
CWa(16) = 16.15.14.13.24 CWa(—8) = -8 —3.11.—11
CWa(—-23) = —23.—24.—13.—14.—15 CWa(5) = 53
CW2(8) = 89 CWa2(—20) = —20.—21.—22
CW2(20) = 20.19.18.17. —9 CWs(23) = 23.22.21
CWa(—16) = —16.—17.—18.—19

(c) Chemins de connexion

F1G. 4.35 — Réduction de la grille contractée par le noyeau de suppression K»(équation 4.15). Les
brins supprimés sont représentés par des triangles pleins. Les chemins de connexion non représentés
sur la Figure (c) sont réduits & un seul brin.

De méme, la figure 4.35 représente les chemins de connexion définis sur G; (figure 4.28) par le
noyau de suppression

Ky = {a*(15,14,13,24), 0*(9), o* (11, 3), (19, 18, 17), a*(22,21) }. (4.15)
Si nous considérons le brin 23, nous avons :
{01(23) = 22,07(23) = 21} C K alors que 05(23) = 5 € BSs.

Le chemin de connexion associé au brin 23 est donc CW>5(23) = 23.22.21 et nous avons 02(23) =5
(figure 4.31).

Les représentations des chemins de connexion sur les graphes orientés OG (figure 4.25) et OG;
(figure 4.28) sont données sur la figure 4.36.
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(a) Chemins de connexion (b) Chemins de connexion
dans OG définis par K; dans OG; définis par K2

F1a. 4.36 — Chemins de connexion définis par K; (a) et Ka(b).Voir également Figures 4.34(c)
et 4.35(c)

4.6.4 Noyaux de contraction équivalents

Nous avons vu dans la section 4.6.2 qu’une pyramide était définie a partir de noyaux de contrac-
tion et de suppression. Dans la suite de cet ouvrage, nous nous référerons au type d’un noyau pour
désigner I'opération impliquée par celui-ci. Ainsi, deux noyaux seront dis de méme type si ce sont
deux noyaux de contraction ou de suppression. On distingue également les relations suivantes entre
les noyaux :

Définition 20 Relations entre les noyaux

Soient deuz noyaur K1, Ko et les cartes combinatoires G, G1 = G/K; et Go = G1/Ks. Nous
dirons dans ce cas que K1 et Ko sont successifs. Cette relation sera noté K1 < Ks.

Soient deuxr noyauxr de méme type Ky et Ko tout deux définis sur une méme carte G. Nous
dirons que Ko inclut Ky st K1 C Ko.

Pour deux noyaux successifs de méme type K; et Ky appliqués sur une carte G = (B,0,a) et
produisant respectivement les cartes réduites G; = (BS1,01,a) et Ga = (BS2, 02, ), nous avons :

Ky C BS; CB.

L’ensemble de brins K étant également inclus dans B, I’ensemble K7 U K5 est un sous ensemble de
B représentant ’ensemble des brins a contracter ou supprimer pour passer du niveau 0 au niveau
2. Il est donc légitime de se demander si K1 U K3 ne définit pas un noyau permettant de regrouper
les opérations définies par K7 et K.

Inversement, soient une carte G = (B, 0,a) et deux noyaux K; et Ko définis sur G tels que
K71 C Ks. L’ensemble de brins Ko — K7 représente I’ensemble des brins de Ko qu’il est nécessaire
de contracter (resp. supprimer) apres application de K7 pour avoir contracté (resp. supprimé)
I’ensemble des brins de K3. On peut donc se demander si I’ensemble Ko — K7 ne définit pas un



4.6. NOTRE CONTRIBUTION : LES PYRAMIDES COMBINATOIRES 165

noyau tel que 'application de K; suivie de celle de Ko — K7 produit le méme résultat qu'une
application directe de K.

La réponse a ces deux questions est apportée par le théoréme suivant (voir illustration fi-
gure 4.37) :

Théoréme 3 Soit une carte combinatoire G = (B, 0, ) et deur noyaur de méme type K1 et Ko
tels que K1 < Ko. L’ensemble des brins K1 U Ko forme un noyau tel que :

(G/K1)/ K2 = G/(K1UK>).

Un tel noyau est appelé un noyau équivalent.
Inversement, soient deux noyaur K1 et K défini sur G tels que K1 C K}, alors K} — K/ est
un successeur de K1 tel que :

(G/K1)/ (K5 — K1) = G/ K.

Preuve:
Voir [35] théorémes 4 et 6 O

Ky
Go—» G4

K3:K1UK2 K2:K3*K1
Go

Fi1c. 4.37 — Diagramme de commutativité des noyeaux de contraction

Pour une carte combinatoire initiale Go = (B, 0, ) et n noyaux successifs K, ..., K,, le noyau
équivalent permettant de passer directement de la carte Gy a la carte G; noté Ky ; se déduit de
noyaux successifs par (Théoréme 3) :

Vie{l,...,n} Koi=|] K
k=1

Notons que ’ensemble des brins survivants de niveau ¢ est défini par BS; = B — Ko ;. Nous avons
donc la double série d’inclusions suivantes :

KO,l C K072 c---C KO,n
BS, ¢ BS,., c---C B.

Ces relations entre les noyaux induisent des relations entre les chemins de connexion définis par
ceux-ci. Ainsi, soient K1, ..., K, une séquence de noyaux successifs et un brin b € BS;. Le chemin de
connexion C'Wy ;(b), défini dans Gy par b et par le noyau de contraction Ky ; vérifie (Définition 18) :
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- Si Ky, ..., K, sont des noyaux de contraction

CWo.i(b) = b.p(b) ... "1 (b) avec n = Min{k € IN* | o*(b) € BS;};
- Si Ky, ..., K, sont des noyaux de suppression

CWo.i(b) = b.o(b)...c" 1 (b) avec n = Min{k € IN* | *(b) € BS,}.

Pour un niveau i et un brin b € BS;, nous avons pour tout j < i, BS; C BS;. La construction
de CWy;(b) réclamera donc plus d’itérations de la permutation ¢ ou o que la construction de
CWOJ (b) :

V(i,j) € {1,...,n}? i > jVd € BS; CWy;(b) C CWy,(b).

Plus précisément, si CW;(b) = by..... b, dénote le chemin de connexion défini dans G; par b et Kj,
nous avons [36] :

Vi € {1, cee,n— 1},Vb S BSH_l CW07Z'+1 (b) = CWO,i(bl) Ce CWO,l(bp)

Un chemin de connexion construisant la carte réduite de niveau ¢+ 1 a partir du niveau 0 est donc
défini par une concaténation de chemins de connexion permettant de passer du niveau 0 au niveau
i.

Toute carte de niveau i peut donc étre retrouvée directement & partir du niveau 0 en utilisant
les algorithmes représentés sur la figure 4.32 et le concept de noyau équivalent.

Ces résultats permettent de décomposer un noyau important en sous noyaux ou au contraire
de grouper plusieurs noyaux consécutifs de fagon a ne former qu’un seul noyau équivalent. Cette
propriété nous permet de rattacher le concept de noyau au processus de décimation défini par
Meer, Montanvert et Jolion [142, 146, 114, 113] qui construit un ensemble d’arétes connectant
chaque sommet non survivant a un sommet survivant. L’ensemble de ces sommets et arétes forme
une forét recouvrante du graphe initial composée d’arbres de profondeur 1. Le théoreme 3 nous
assure que la décomposition d’un noyau en une série de foréts composée d’arbres de profondeur
1 fournira le méme résultat que le noyau initial. Inversement, la suppression d’un niveau de la
pyramide ne présentant pas d’intérét pour 'application peut s’interpréter comme la composition
de deux noyaux.

4.6.5 Séquences de connexion

Les résultats obtenus dans la section 4.6.4 sont définis dans le cadre d’une pyramide construite
a partir de noyaux de méme type. On peut donc partir d’une carte des régions et effectuer une série
de contractions ou partir d’'une carte des frontieres et construire la pyramide a partir de noyaux
de suppression. La carte obtenue au sommet de la pyramide peut alors étre simplifiée a ’aide d’un
noyau de suppression ou de contraction en fonction du type de carte utilisée. Un tel schéma de
construction est intéressant si 'on s’intéresse uniquement au sommet de la pyramide. En revanche
si I'on s’intéresse a ’ensemble des partitions contenues dans celle-ci, il est nécessaire d’alterner
les étapes de fusion de régions avec des étapes de simplification afin d’avoir une structure de
données minimale & chaque niveau de la pyramide. De plus, méme dans le cas o ’on ne s’intéresse
qu’au sommet de la pyramide, des étapes de simplification de la partition opérées a des niveaux
intermédiaires peuvent diminuer la complexité des cartes manipulées et donc accélérer les temps
de calcul.
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Pour un niveau d’une pyramide construite a partir d’un seul type de noyau, ’ensemble des
brins non survivants peut étre structuré en un ensemble de chemins de connexion en utilisant le
noyau de contraction ou de suppression équivalent (Théoréme 3). Cette structuration est ensuite
utilisée pour calculer les cartes réduites (équation 4.12). Malheureusement, le théoréme n’est défini
que pour deux noyaux de méme type et la structuration des brins non survivants en chemins de
connexion n’a donc plus de sens lorsque la pyramide est définie simultanément & partir de noyaux
de contraction et de suppression. Il nous faut donc étendre la notion de chemin de connexion
afin d’obtenir un concept équivalent dans le cadre d’une pyramide définie a partir des nos deux
opérations de base.

Considérons une pyramide de cartes combinatoires Gy,...,G, définie a partir des noyaux
K ...,K, de type quelconque. Intuitivement, un chemin de connexion CW;(b) correspond a la
séquence de brins que nous devons traverser dans G;_1 pour connecter b & ;(b) si K; est un noyau
de contraction et a o;(b) si K; est un noyau de suppression (équation 4.12). Considérons & présent
la séquence de brins que nous devons traverser dans la carte de base G pour connecter b & ¢;(b) ou
oi(b) selon que K; est un noyau de contraction ou de suppression. Une telle séquence est appelée
une Séquence de connezion et est définie de la facon suivante :

Définition 21 Séquences de connexion

Soient une carte combinatoire Go = (B, o, a) et une séquence de noyauz de contraction ou de
suppression K1 ..., K,. Les séquences de connexion (SC) sont définies par la construction récursive
sutvante :

VbeB SCo(b) =b.

Pour chaque niveau i € {1,...,n} et pour chaque b € BS;
- Si K; et K;_1 ont le méme type :

chz(b) = Sc’ifl(bl) e .SC’ifl(bp);
- Si K; et K;—1 ont des types différents :
;%l(b) Zbl. :_1(a(b1))....bp.SC:_l(a(bp)).

Ou (b1, ...,by) est égal a CW;(b) et SCT(b) désigne la séquence de connexion SC;(b) sans
son premier brin. Les noyauz Ko = 0 et K1 ont le méme type par convention.

Notons qu'un chemin de connexion défini sur GGy par le noyau K; connecte dans Gy un brin
survivant b & o1(b) ou ¢1(b) selon le type de K;. Les séquences de connexion peuvent donc se
concevoir comme une extension des chemins de connexion a plusieurs noyaux de types différents.
Effectivement, les séquences de connexion vérifient des propriétés similaires a celles des chemins
de connexion. On a notamment :

Propriété 2 Soit une pyramide combinatoire définie par n noyaux successifs Ky, ..., K, :

1. Les séquences de connexion au niveau 1 de la pyramide sont égales aux chemins de connexion
Vb e BS; SCi1(b) = CWq(b).
2. Le premier brin d’une séquence de connezion définie par un brin b est b

Vie{0,....n} VbeBS; SC;(b)=0bb....b,
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3. Une séquence de connezion définie au niveau i et privée de son premier brin est uniquement
composée de brins contractés ou supprimés auxr niveaur précédents

Vie{0,...,n} WbeBS; SC;(b)cC K
7=0

Preuve:
Voir [37] propositions 11, 12 et 13. O

Le fait que les séquences de connexion coincident avec les chemins de connexion de niveau 1
confirme qu’elles correspondent bien & une extension des chemins de connexion. On peut de plus
montrer [37] que si tous les noyaux ont le méme type, 'on & :

VzE{O,,n} Vb € BS; ;SC'l(b)ZCWOJ(b)

ot CWp ;(b) est le chemin de connexion défini par le noyau équivalent Ky ; (section 4.6.3).

Les séquences de connexion correspondent donc dans ce cas aux chemins de connexion associés
aux noyaux équivalents. La différence majeure entre les deux concepts est que les séquences de
connexion restent définies lorsque tous les noyaux n’ont pas le méme type.

Les propriétés 2.2 et 2.3 sont des propriétés triviales dans le cadre des chemins de connexion
qui sont également vérifiées par les séquences de connexion.

Afin de montrer I'intuition conduisant & la Définition 21, considérons un noyau de contraction
K;. Si K11 est également un noyau de contraction, le chemin de connexion CW;11(b) = b.by ... .b,
connecte dans G; le brin b & ¢;41(b). Chaque brin de CW;11(b) étant relié au suivant par la relation
(Définition 18) :

by = sz(b) et V] € {17 e P 1} bj+1 = wz(bj)

Puisque K; est un noyau de contraction, SC';(b;) connecte par hypothese b; & ¢;(b;) dans Gy
et ce pour tout j dans {1,...,p — 1}. La connexion de b & ¢;4+1(b) se fait donc en concaténant les
séquences de connexion et nous avons :

SCii1(b) = SC3(6).8Ci(by). .. . .SCi(by).

De méme, si K;y1 est un noyau de suppression, CW;;1(b) connecte dans G; b a 0;41(b) et chaque
brin du chemin est relié au suivant par :

b1 :O'i(b) et V_] S {17,])—1} bj+1 :O’l(b]) (416)

Le noyau K41 étant un noyau de suppression, SC;11(b) doit connecter b & 0;41(b) dans Gy. Le
noyau K; étant un noyau de contraction, SC;(b;) connecte b; & ¢;(b;) dans Gy pour tout j dans
{1,...,p—1}. Il nous faut donc trouver une séquence de brins connectant b; & o;(b;) dans G afin
de pouvoir utiliser ’équation 4.16. La séquence SC;(a(b;)) connecte a(b;) & ¢;(a(b;)) = 0i(b;)
dans Gy. La connexion entre b; et o;(b;) est donc réalisée par la séquence de brins b;5C7 («(b;)).
Une telle séquence est simplement égale & la séquence SC;(a(b;) dans laquelle nous avons substitué
b; & a(b;) (Propriété 2.2). La séquence SC;;1(b) est donc égale & :

SCi41(b) = b.SCT(a(b)).by.SCE ((br)). . . . by. ST (au(by)).
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g
wf

F1G. 4.38 — Séquences de connexion définies par K; et Kos.

La figure 4.38 représente les séquences de connexion définies par I'application successive de K3
et K. Si nous considérons, par exemple, le brin 20 € BS5. Nous avons (figure 4.36) :

CW;(—20) ~20.6
CW;(—19) ~19
CW2(20) = 20.19.18.17. — 9 avec { CW;(—18) = —18.— 12
OWy(-17) = —17
CWy(9) = 9.—4.

Puisque SC1(b) = CW1(b) pour tout brin de BS; (Propriété 2.1), nous avons :

SC2(20) = 20.CW;(—20).19.CW;(—19).18.CW; (—18).17.CW; (—17). — 9.CW;(9)
= 20.6.19.18.— 12.17.— 9. — 4

ou CWi(b) désigne le chemin de connexion C'Wi(b) sans son premier brin b.

4.6.6 Reconstruction d’un niveau d’une pyramide

Nous avons vu dans la section 4.6.5 que les séquences de connexion coincident avec les chemins
de connexion définis par les noyaux équivalents lorsque tous les noyaux ont le méme type (sec-
tion 4.6.4). Les chemins de connexion définis par des noyaux équivalents permettent de calculer un
niveau de la pyramide directement a partir de sa base en utilisant I’équation 4.12. Les séquences
de connexion vérifient une propriété similaire a ’équation 4.12. On a en effet :

Théoréme 4 Soient une carte combinatoire G = (B, 0, a) et une séquence de noyauz de contrac-

tion ou de suppression successifs K1, ..., K,. La séquence de connection d’un brin b € BS; définie
au niveau i € {1,...,n} :

vérifie :
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- Si K; est un noyau de contraction :
Sip=1

simon ;
bp) Sib, est contracté
by,) Sib, est supprimé.

- Si K; est un noyau de suppression :
Sip=1

sinon
by) Sib, est contracté
by)  Siby, est supprimé.

Preuve:
Voir [37] propriétés 15 et 17.

Notons que si p = 1, la séquence de connexion SC;(b) est réduite & SC;(b) = b (Propriété 2.2).
Dans ce cas, les affectations du Théoreme 4 correspondent exactement a celle de I’équation 4.12. Si
p > 1, le brin b, est forcément un brin contracté ou supprimé a un niveau précédent (Propriété 2.3).
Un test supplémentaire doit donc étre effectué en fonction de 'opération appliquée a ce brin.

Le Théoreme 4 permet a priori de calculer n’importe quel niveau de la pyramide a partir de sa
base. Toutefois, la définition des séquences de connexion fournie par la Définition 21 est basée sur
une construction récursive, les séquences de connexion de niveau i étant construites a partir des
séquences de niveau 7 — 1 et des chemins de connexion de niveau ¢. Si nous utilisons le mécanisme
de construction de la Définition 21, le calcul de G; par le Théoreme 4 nécessite de construire la
pyramide au moins jusqu’au niveau ¢ — 1 pour pouvoir construire les séquences de connexion de
niveau i. Une telle méthode bien que théoriquement possible est parfaitement inefficace puisque
la carte G; peut se déduire de G;_1 et K; en utilisant les chemins de connexion. Les chemins de
connexion sont plus courts que les séquences définies au méme niveau ( [37], Proposition 14). Un
algorithme basé sur les chemins de connexion de G;_1 sera donc bien plus efficace quun algorithme
basé sur les séquences de connexion définies dans Gy.

Il nous faut donc définir un mécanisme de construction des séquences de connexion qui ne
nécessite pas une construction explicite de tous les niveaux de la pyramide. Un tel schéma de
construction nous est fourni par le théoréme suivant :

Théoréme 5 Soient une carte combinatoire G = (B, 0, a) et une séquence de noyaux de contrac-

tion ou de suppression successifs K1, ..., K. Pour toute séquence de connezion SC;(b) = b.by ....b,
définie par b € BS; avec i € {1,...,n} nous avons sip > 1 :
b — o(b)  Si K; est un noyau de contraction
- o(b)  Si K; est un noyau de suppression

) o w(bj—1) Sibj_1 est contracté
Vie{2,....pt b { o(bj—1)  Sibj_1 est supprimé.
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Le Théoreme 5 permet donc de parcourir une séquence de connexion si nous connaissons son
brin initial ainsi que l'opération qui a réduit chacun des brins de la séquence. Ceci suggere un
codage de la pyramide a ’aide de deux fonctions :

Définition 22 Codage implicite d’une pyramide
Soit une pyramide définie par une carte initiale Gy = (B, 0, ) et n noyaux successifs K1, ..., K.
Un codage implicite de la pyramide est un triplet composé de la carte initiale G et de deux fonctions
état et niveau telles que :
— la fonction état est définie de {1,...,n} dans les deuz états binaires { Contracté,Supprimé}
et code le type de chaque noyau.

{1,...,n} — {Contracté, Supprimé}
état ; Contracté si K; est un noyau de contraction,
Supprimé sinon ;

— La fonction niveau code pour chaque brin de la carte initiale G = (B, 0, @) le niveau mazimal

ot il survit.
niveau: B — {1,...,n+1}
b — max{ie{l,...,n+1}|be BS;_1}.

Notons qu’un brin survivant jusqu’au niveau n appartient a BS,, et a donc pour niveau n + 1. De
plus, les noyaux étant symétriques la fonction niveau doit satisfaire :

Vb € B niveau(a(b)) = niveau(d). (4.17)

Cette fonction peut donc étre stockée uniquement sur la moitié des brins. Si 'involution « est
implicitement codée par le signe, on peut par exemple ne stocker que les niveaux des brins positifs.

Les noyaux et I’ensemble des brins survivants aux différents niveaux peuvent étre retrouvés par
le codage implicite a ’aide de I’équation suivante

= {be€ B|niveau(b) =i}

. K;
Vil .onl { BS; = {be€ B|niveau(b) > i}. (4.18)

De plus, étant donné un brin b € BS; les fonctions niveau et état nous permettent de réécrire
le parcourt de la séquence de connexion SC';(b) = b.b; .. ..b, définie par le Théoréme 5 de la fagon
suivante :

b — ©(b)  Si état(i)=Contracté
! o(b)  Si état(i)=Supprimé
et
@(bj_1) Siétat(niveau(b;_1)) = Contracté (4.19)
Vie{2,...,p} b; = o(bj—1) Siétat(niveau(b;_1)) = Supprimé
Soit une séquence de connexion SC;(b) = b.by. .. .. bp. Sinous notons b,11 le brin égal & ¢(b,) si

b, et contracté et o(by) si by, est supprimé, b,41 est égal & ¢;(b) ou o;(b) en fonction du type de K;
(Théoreme 4). Nous avons donc dans les deux cas bp41 € BS; et niveau(b,11) > ¢ (équation 4.18).
Cette derniere remarque nous permet de caractériser le dernier brin d’une séquence de connexion
comme celui dont le successeur défini par I’équation 4.19 a un niveau strictement supérieur a 7.
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1 construire_o;( carte Gy, 1 brin survivant( entier i,
2 fonction niveau, 2 brin b)
3 fonction état, 3 {
4 entier 1) 4 b’=b;
5 { 5 tant que niveau(b') < niveau(b)
6 Pour tout brin b € BS; 6 {
7 { 7 Si état(niveau(b’)) == Contracté
8 Si état(i) == Contracté 8 b =)
9 o (b) = survivant(Go, i, (b)) | |9 sinon
10 sinon 10 b =o(b)
11 0i(b) = survivant(Go, i, b) 11 }
12 } 12 retourner b’
13} 13}
(a) Définition de la permutation o; (b) Contraction

Fi1G. 4.39 — Algorithmes calculant la carte réduite de niveau ¢ a partir du codage implicite de la
pyramide.

Les considérations précédentes permettent de définir le couple d’algorithmes représentés sur la
figure 4.39. L’algorithme construire o, (figure 4.39(a)) parcourt chaque brin survivant b € BS; et
appelle pour celui-ci la fonction survivant. Cette fonction parcourt la séquence de connexion du
brin survivant passé en second parametre en utilisant ’équation 4.19 et renvoie le premier brin sur-
vivant de niveau i rencontré. Si K; est un noyau de contraction, la fonction survivant est appelée
avec les parametres i et a(b) et parcourt SC;(a(b)). On a donc (Théoreme 4 et Algorithme 4.39(a)
ligne 6)

pi(a(b)) = 0i(b) = ©(by)
ou b, est le dernier brin de SC;(«a(b)).

De méme, si K; est un noyau de suppression, le successeur du dernier brin de SC;(b) est égal
& 0;(b) (Théoréme 4 et Algorithme 4.39(a) ligne 8)

Nous avons montré que pour tout niveau ¢ € {1,...,n} Pensemble des séquences de connexion
définies a ce niveau forme une partition de 'ensemble des brins de la carte initiale Gy = (B, 0, ) :
Vie{l,...,n} Vbe B3I €BS;|be SC;V). (4.20)

Notez que cette derniere équation est tres similaire a 1’équation 4.13 définissant la propriété
équivalente pour les chemins de connexion.

La combinaison des algorithmes construire_o; et survivant induit un parcours de I’ensemble
des séquences de connexion définies au niveau i. Ces séquences formant une partition de ’ensemble
des brins initiaux (équation 4.20), la complexité de ces algorithmes est égale & O(|B]). D’un autre
coté, la construction du niveau i de la pyramide en utilisant une construction explicite de tous les
niveaux réclame de parcourir :

: 1 r
B — =~ |B
||j2::0w Bl-—
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brins, ou r représente le facteur de réduction entre deux niveaux consécutifs de la pyramide.
Nous obtenons pour k& = 2 une complexité approximativement égale a O(2||B]).

4.6.7 Reconstruction d’une pyramide

Les algorithmes décrits dans la section 4.6.6 (figure 4.39) n’utilisent pas la totalité des in-
formations fournies par le codage implicite d’'une pyramide. En effet, ces algorithmes parcourent
I’ensemble des brins d’une séquence de connexion en utilisant pour chaque brin le type du noyau
qui ’a fait disparaitre. L’information non utilisée est donc le niveau de la pyramide auquel le noyau
de contraction ou de suppression a été appliqué.

Nous allons donner dans cette section deux algorithmes permettant de calculer ’ensemble des
niveaux d’une pyramide en parcourant une seule fois ’ensemble des brins du niveau de base. Ces
algorithmes utilisent ’ensemble des informations fournies par le codage implicite de la pyramide.
Ce codage implicite est transformé en un codage explicite par l'initialisation de la structure de
données codant la fonction X :

Définition 23 Fonction X
Soit une pyramide de n niveaux codée implicitement, par les fonctions niveau et état. L’appli-
cation X est définie par :
¥: {l,...,n}xB — B
(i,0) —  0;(b).

D’un point de vue formel, la fonction 3 permet d’uniformiser les affectations au o ou ¢ succes-
seur d’un brin de niveau ¢ a ’aide de I’équation suivante :

oi(b) = X(i,b)
pib) = X, ab)).

D’un point de vue plus pratique, la fonction ¥ a également ’avantage, comme nous le verrons
par la suite, de pouvoir étre implémentée a ’aide d’une structure de données relativement simple.

Afin d’éviter de donner trop abruptement les définitions et résultats indispensables aux algo-
rithmes construisant la pyramide, nous allons illustrer les principaux concepts a travers différents
exemples. Considérons la pyramide représentée sur la figure 4.40 construite a partir d’une carte
des régions Go = (B, 00, @) codant une grille 3 x 3. Notez que I’adjacence entre les pixels du bord
et le sommet infini n’est pas codé dans la carte. Ce type de codage, bien que non optimum (on
s’interdit de simplifier le bord de I'image) permet de travailler sur des exemples plus simples.

Un exemple de codage de la fonction ¥ par un tableau de tableaux codant la Pyramide
représentée sur la figure 4.40 est donné Table 4.2. Notez que dans ce cas la fonction niveau code
simultanément le nombre de niveaux ol apparait un brin et la taille du tableau associé a ce brin
dans la structure codant X.

On peut également noter que la pyramide est constituée a partir d’une alternance de noyaux
de contraction et de suppression. Une telle séquence est appelée une Séquence de noyauzx alternés.
Nous avons montré [39] que toute séquence de noyaux peut se ramener & une séquence de noyaux
alternés. Ceci revient a dire que la construction des séquences de connexion reste valide si 'on
insére un noyau vide entre deux noyaux successifs de méme type. L’utilisation de noyaux alternés
permet de simplifier la définition des séquences de connexion (Définitions 21) qui se rameéne & :

Vie{l,...,n} Vbe BS, { (4.21)

Vi € {1, ey n}Vb € BS; SCZ(b) = b.SCi_l(a(b)).bl.SCi_l(a(bl)) ..... bp.SCi_l(a(bp)).
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<K11 =a*(1,2,7,10)

- NK 2 *

v K? =a*(—12, -6, —4)
1
1

NS K3 = a*(9,8)

NC K3 = a*(3)

NS K; = a*(5)

O

Go = (BSo = B, 00, )

G1 = (BS1,01,a)

Ko

Go = (BS2,02,a)

K3

V

Gz = (BS3,03,a)

Ky

v

G4 = (BS4,04, )

F1c. 4.40 — Construction d’une pyramide sur une grille 3 x 3. Les noyauz d’indice impairs correspondent
& des noyauz de contraction (NC) alors que les indices pairs correspondent & des noyauz de suppression

(NS).
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b >(i,b)
brin | niveau | 0 1 | 2 | 3 | 4
1 1 7

-1 1 8

2 1 -1

-2 1 9

3 3 -7 8 5

-3 3 11 | 11 | 11

4 1 -8

-4 1 12

5 4 -10 | 3 3 11

-5 4 6 -9 | -3 5

6 1 -11

-6 1 -12

7 1 1

-7 1 10

8 2 2 9

-8 2 -3 | -3

9 2 -2 5

-9 2 -4 | -8

10 1 3

-10 1 5

11 5 4 | -11 | -11 | -11 | -11
-11 5 5| -5 | -5 -5 | 11
12 1 -9

-12 1 -6
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TAB. 4.2 — Une implémentation possible de la fonction ¥. La pyramide codée dans cet exemple est
représentée Figure 4.40. Pour plus clarté, nous avons regroupé dans cette figure les brins positifs
avec leurs « successeurs. Notez qu’une implémentation réelle peut nécessiter un ré-ordonnancement

des lignes en commencant par les brins négatifs : —12...,—1,1,.

12,
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G, (o
o o
g ey ey
ARy
-7 -3
(o fea N ox-
5 (104 )—(12)
DR
-10 -5
o ¥ () - ;\
a) niveau 1
[ ag o
[~ 8 2 9

=)

¢) niveau 3 d) niveau 4

Fi1G. 4.41 — Définition récursive des séquences de connexion
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Les séquences de connexion de la pyramide représentée sur la figure 4.40 sont illustrées sur la
figure 4.41.

4.6.7.a Détermination des successeurs d’un brin survivant

Considérons aréte o*(5) sur les figures 4.40 et 4.41. Les noyaux K et K4 étant des noyaux de
contraction, les chemins de connexion définis par ces noyaux seront des séquences de yp-successeurs
du brin initial. De méme, le noyau K> étant un noyau de suppression, ses chemins de connexion
seront définis comme des séquences de o successeurs du brin initial. L'aréte o (5) étant supprimée
au niveau 4, les brins de cette aréte définissent des séquences de connexion jusqu’au niveau 3.0n
a donc d’apres la définition des séquences de connexion :

SC1(5) = bBeo(5)... (4.22)
SCa(=5) = —=59C7(5)o1(=5).... et (4.23)
SC3(5) = b5SC5(=5).p2(5).... . (4.24)
Si nous insérons les équations 4.22 et 4.23 dans I’équation 4.24 nous obtenons :
SC3(5) =5p0(5)....01(5)..... wa(5) ... . (4.25)

ol nous avons substitué ¢;(5) a o1(—5) dans ’équation 4.23.

La traversée de SC'3(5) nous permet donc de collecter des renseignements sur les ¢ successeurs
de 5 du niveau 0 au niveau 2. Notons également que le successeur du dernier brin de SC'3(5) doit
dans ce cas étre égal & p3(5) (Théoreme 4).

La récupération de ces informations suppose toutefois que nous soyons capables de retrouver
les informations pertinentes a 'intérieur d’une séquence de connexion. Il s’agit donc d’étre capable
de déterminer ¢1(5) ou ¢2(5) lors d’un parcourt de la séquence de brins définie par I’équation 4.25.
Nous utilisons pour cela la propriété 2.3 qui nous indique que le premier brin d’une séquence de
connexion de niveau i est le seul a survivre au niveau ¢. Autrement dit, selon I’équation 4.23,
01(—5) est contracté au niveau 2 par définition des chemins de connexion et a donc un niveau égal
a 2 (équation 4.18). Inversement, tous les brins de SC7(5) ont été contractés au niveau 1 et ont
donc un niveau égal & 1. Le brin o1(—5) est donc le premier brin de niveau 2 que I’on rencontre
en parcourant SC5(—5). De méme on peut montrer que ¢2(5) est le premier brin de niveau 3 que
l'on rencontre en parcourant SC5(5). Le parcours de SC3(5) va donc débuter par le brin ¢g(5)
(Théoreme 5) puis, apres avoir traversé un nombre quelconque de brins de niveaux 1, le premier
brin de niveau 2 rencontré sera égal & o1(—5) = ¢1(5). Enfin, apres avoir “passé” ¢1(5), le premier
brin de niveau 3 rencontré sera égal & ¢2(5).

La formalisation de ces résultats nécessite donc de définir le niveau maximum que l'on peut
rencontrer dans une séquence de connexion et I'index du premier brin dont le niveau est supérieur
a une valeur donnée. Cette tache est accomplie par la définition suivante ol € désigne une séquence
de brins vide :

Définition 24 Fonctions niveau mazx et index

Soient une pyramide de n niveaux codée implicitement par les fonctions niveau et état et un
brin b € BS; tel que SC;(b) # €, la fonction L; affecte chaque brin au niveau mazrimum contenu
dans sa séquence de connexion.

b — maxb,€$f(b){niveau(b’)}.
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La fonction d’index 1;p, affecte chaque entier j compris entre 1 et L;(b) a l'index du premier
brin dans SC7(b) dont le niveau est supérieur d j.
li,b : {1,,Ll(b)} — H\I*
j — min{k € {1,...,p} | niveau(by) > j}

avec SC;(b) =b.by,....by, p> 1.

Le fait que L;(b) varie entre 1 et i pour tout b dans BS; s’explique par la Propriété 2.3. En
effet :

Vie{l,...,n}Vbe BS; SC;(b)C | JK;= Li(b) <i.

J=1
4 3

= 1 = 1 | ° 1] 1 1 | 2 [T [ 1 1]1]
5 6 -12 -9 -4 -8 -3 -7 1 8 2 9 -2 -1 7 10
b bi by b3 by b5 bg by by by bio b1 bz biz bia bis

F1G. 4.42 — La séquence de connexion SC3(5). Le niveau de chaque brin est indiqué dans la barre
qui le représente

La figure 4.42 représente la séquence de connexion SC'3(5) (figure 4.41) ou les premiers brins
de niveau supérieur a 1, 2 et 3 sont hachurés de motifs horizontaux. Le niveau maximal rencontré

dans la séquence étant égal & 3, nous avons L3(5) = 3. De plus, nous avons, en prenant U'indice des
brins hachurés dans la séquence :

I35(1) =15 135(2) = 3; 135(3) = 6

Etant données les fonctions L; et 1,3, les résultats obtenus précédemment pour le brin 5 se
généralisent a ’aide du Théoréme suivant :

Théoréme 6 Soient une pyramide de n niveauzr codée implicitement par les fonctions niveau et

état et un brin b € BS; tel que SC;(b) # €, les o ou ¢ successeurs de b du niveau 0 au niveau i
sont égaux a :

. 4 wj—1(b) = by st K; est un noyau de contraction
Vi €{L,..., Li(b)} { oj—1(b) = bupg si Ky est un noyau de suppression
. _ . 0;j(b) = ¢i(b) siK; est un noyau de contraction
5 € {Li(b),.-, 1} { oj(b) = o4b) siK; est un noyau de suppression.

Preuve:
Voir [41] Corollaire 2 et Théoreme 3 O

Le Théoreme 6 nous permet donc d’assurer que :

©o(5) b1y 5(1) by = 6
p1(5) = by, = b3 = -9
(p2(5) = b13’5(3) = bs = -3.
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Le brin 10 qui termine SC3(5) est contracté au niveau 1, on a donc également par le Théoréeme 4
©3(5) = po(10) = 5.

Le second cas du Théoréme 6 est intéressant lorsque L;(b) < . Dans ce cas, les ¢ ou o succes-
seurs d’un brin b ne peuvent étre retrouvés jusqu’au niveau i — 1 dans la séquence de connexion.
Ceci se produit par exemple pour le brin 5 au niveau 2 (figure 4.41(b)) ou lon a : SC2(5) = 5. —10.
Le brin —10 étant contracté au niveau 1, on a Lo(5) = 1 < 2. La premiere partie du Théoreme 4
nous informe, dans ce cas uniquement, de la relation o¢(5) = —10. Les o successeurs de 5 au niveau
1 et 2 nous sont donnés par la seconde partie de ce théoreme. On a en effet :

0‘1(5) = 0‘2(5) = (po(—lO) =3.

Le Théoreme 6 pourrait se formuler de fagon imagée de la facon suivante : la séquence de
connexion d’un brin b fournie des renseignements sur les ¢ ou ¢ successeurs de b jusqu’au ni-
veau maximal atteint dans la séquence. Les informations manquantes sont fournies par le ¢ ou ¢
successeur du dernier brin de la séquence.

Un cas limite d’information manquante correspond au cas rejeté dans le Théoréme 6 ot SC; (b) =
€ pour un brin b donné. Dans ce cas, toute les informations sont fournies par le o ou ¢ successeur

de b:

Théoréme 7 Soient une pyramide de n niveauz codée implicitement par les fonctions niveau et
état et un brin b € BS; tel que SC;(b) = €. Les o ou ¢ successeurs de b du niveau 0 au niveau i
sont définis par :

vj € {0 i w;(0) = o(b) siK; est un noyau de contraction
J L oj(b) = oo(b) siK; est un noyau de suppression.
Le brin 11 vérifie au niveau 3 SC3(11) = 11. On a donc par le Théoreme 7 :

©3(11) = p2(11) = p1(11) = pe(11) = —5.

Intuitivement, une telle configuration s’explique par la survie conjointe jusqu’au niveau 3 des arétes
11 et 5. En effet, le second brin d’une séquence de connexion est g (b) ou oo(b) en fonction du
noyau (Théoréme 5). De plus, une séquence de contraction privée de son premier brin ne doit
comporter que des brins contractés ou supprimés aux niveaux précédents (Propriété 2.3). Dans le
cas de noyaux de contraction, la séquence de connexion de 11 sera donc bloquée immédiatement
par ¢o(11) = 5 qui survit au niveau 3. On aura donc SC;(11) = € avec ¢ € {1,3} (figures 4.41(a)
et (c)). De méme, si le noyau est un noyau de suppression, la séquence de connexion de —11 sera
bloquée sur og(—11) = po(11) =5 et on aura SC5(—11) = e (figure 4.41(b)).

4.6.7.b Détermination des successeurs d’un brin non survivant

Les Théoremes 6 et 7 nous permettent de parcourir I’ensemble des séquences de connexion
définies a un niveau 7 et de calculer pour chaque brin dans BS; I'ensemble de ses o ou ¢ successeurs
du niveau 0 au niveau i. Ceci dit, ce résultat ne nous permet pas de calculer I’ensemble des cartes
réduites du niveau 0 au niveau i. En effet, une carte de niveau j < ¢ sera définie a partir des
brins BS; D BS;. Il nous manquera donc les o ou ¢ successeurs des brins BS; — BS;. Toutefois,
I’ensemble des séquences de connexion de niveau ¢ formant une partition de B les brins BS; — BS;
sont contenus dans des séquences de connexion de niveau .
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Examinons, par exemple, l'aréte «*(5) au niveau 4. Le noyau K4 = «*(5) est un noyau de
suppression. On a donc (figure 4.40) :

CWy(—11) = —11.03(—11).05(~11) = —11. — 5.5.

On aura donc :
SCy(—11) = —11.8C5(11). — 5.5C%(5).5.5C5(—5). (4.26)

La figure 4.43 représente la séquence de connexion SC4(—11) dans laquelle nous retrouvons SC'5(5)
(brins be & by figure 4.43). L’ensemble des informations que nous avons retrouvé sur SC3(5) peut
donc a priori étre retrouvé en parcourant SC4(—11). On retrouve effectivement les brins 6, —9 et
—3 respectivement égaux & og(—5),01(—5) et o2(—5). De plus, puisque 'ensemble des brins de
SC%(5) & un niveau inférieur & 3, 5 = g3(—5) est le premier brin de niveau 4 que I'on rencontre
apres avoir passé —5 dans 1’équation 4.26 (figure 4.43).

o3(—5)

4 |oo(—5) 7

= 1 1|12121|1|1|1 1

-1-5 6 -12-9 4 -8 3 -+ 1 8 2 9 -2 -1 7 10 5 —-10 3
b by by b3y by by bs br bs by big bin bz biz bia bis big bir bis big

FiG. 4.43 — La séquence de connexion du brin —11 au niveau 4.

LD

3

L’extension des Théoremes 6 et 7 a des brins intérieurs & une séquence de connexion nécessite
que l’on puisse identifier le brin survivant dont la séquence de connexion de niveau i contient un
brin b non survivant. Il nous faut également étendre les définitions des fonctions L; et 1;; a des
brins non survivants. Cela est réalisé a ’aide de la définition suivante :

Définition 25 Soient un codage implicite d’une pyramide définie par une carte initiale G =
(B,o,a), n noyauz et un brin b € B
— pour tout niveau © € {1,...,n}, le brin survivant de niveau i dont la séquence de connexion
contient b est noté b’ ;
— lindex de b dans SC;(b%) est noté Ind;(b) ;
— lensemble des niveauz pour lesquels b n’est ni le dernier ni le seul brin de SC;(b%) correspond
a l’ensemble des niveaux pour lesquels b a un successeur dans sa séquence de connexion et
est noté DSy.

DSy, ={ie{l,...,n}]| 351, S, SCZ(bl) = 51055 avec Sy # €};

— pour tout brin b et tout niveau i € DSy, L ;(b) est défini comme le minimum entre le niveau
de b et le niveau maximum rencontré dans SC;(b*) aprés b.

L ;(b) = min(ni b), i bi)});
(b) = min(niveau(b) ke{lnd%%)il vvvvv p}{nlveau( )}

o1t SCi(b') = biby ....b,
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— le j* successeur d’un brin b ¢ un niveau i € DSy avec j € {1,...,L ;(b)} est lindex du
premier brin de niveau supérieur a j qui suit b dans SC;(b%).
Vbe B
Vie DSy succ; p(7) = min{k € {Ind;(b) + 1,...,p} | niveau(by) > j}

vie {L...L.0)
avec SC;(b%) = by, ..., by.

Les notations b® et Ind;(b) permettent simplement de noter la séquence de connexion contenant
un brin non survivant et son indice dans cette séquence. On a par exemple sur la figure 4.43
5% = —11 et Indy(5) = 17. Notons toutefois que ces notations restent définies si le brin est un brin
survivant, on a par exemple 5' = 5 pour i € {1,2,3} et Ind;(5) = 0 pour les mémes indice.

L’ensemble DS, définit ’ensemble des niveaux pour lesquels un brin b a des successeurs dans
la séquence de connexion qui le contient. Le brin 3 étant le dernier de SC4(11) on a par exemple
4 ¢ DS3. De méme, DS_19 = {3,4} (figure 4.41).

Enfin, les fonctions £ ; et succ; ;, sont respectivement les extensions des fonctions L; et 1; , aux
niveaux pour lesquels le brin ne survit plus. Nous avons d’ailleurs montré [41] que ces fonctions
coincident tant que le brin survit. La valeur de £ ;(b) est majorée par niveau(b) puisque ’ensemble
des niveaux pour lesquels on peut rechercher un successeur de b est {0, ..., niveau(b) — 1}. Comme
on le verra par la suite, 'existence de brins de niveaux supérieurs & niveau(b) dans la séquence de
connexion qui contient b est une information trop fine pour la détermination des successeurs de b.
11 suffit pour cela de savoir qu’au moins un brin a un niveau supérieur ou égal a celui de b dans la
séquence. Si nous considérons le brin —5 dans SC'4(—11), nous avons (figure 4.43)

succy,_5(1) = 2

By A succy,_5(2) = 4

La(=8) =4 et succy,_5(3) = 7
succy,_5(4) = 17.

Etant données les fonctions L ; et succ;p, les résultats illustrés précédemment se formalisent
de la fagon suivante :

Théoréme 8 Soient un codage implicite d’une pyramide définie par n niveaux et un brin b de
niveaw 1. Pour tout i € {l,...,n} NDSy, le ¢ ou o successeur de b au niveau j < L ;(b) peut étre
retrouvé dans SC;(b*) a Uaide de l'équation suivante :

Vie{l,...,n}NDS,, ©j—1(0) = dsucc,,(j) Sib est contracté
vie{l,....,L (b} 0j-1(b) = dsucc,,(j) Sib est supprimé.

Preuve:
Voir [39] Théorémes 4 et 5. O

L’utilisation de ce théoréeme pour le brin —5 au niveau 4 nous donne :

0'0(75) = bsuc041,5(1) = bQ = 6
o1 (_5) = bsuc04,,5(2) = b4 = -9
02 (75) = bsuc04,,5(3) = b7 = -3
03 (_5) = bsuc041,5(4) = b17 = 5.
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Le Théoréeme 8 nous a permis de retrouver I’ensemble des successeurs de —5 dans la pyramide. Il
existe toutefois deux cas ol ce théoreme ne peut étre appliqué ou ne nous fournit pas toutes les
informations désirées.

Le premier cas se produit lorsque b est le dernier brin d’une séquence de niveau ¢. On a dans
ce cas i € DSy et le Théoreme 8 ne nous fournit aucune information. Dans ce cas, 'information
manquante est fournie par le og ou g successeur de b. On a en effet :

Proposition 1 Soient une pyramide définie par n niveauz et un brin b de niveau l. Si b est le
dernier brin d’une séquence de connexion de niveau i > [, on a :

. B 0;j(b) = o(b) Sib est contracté
Vi €0, 1= 1) { oj(b) = oo(b) Sib est supprimé.

Preuve:
Voir [39] Proposition 8 [J

Notons que dans ce cas, po(b) ou og(b) est égal & ;(b*) ou o;(b?) selon I'opération appliquée
sur b et le type de K; (Théoreme 4).

Le brin 3 contracté au niveau 3 est le dernier brin de SC'4(—11) (figures 4.41 ou 4.43). On a
donc par la Proposition 1 :

©1(3) = 2(3) = ¢o(3) = 11.

Un autre cas particulier intervient lorsque £ ;(b) < niveau(b). Dans ce cas, le Théoreme 8 ne
peut nous fournir les ¢ ou o successeurs du brin b pour les niveaux {L£ ;(b),...,niveau(b) — 1}.
Un tel cas se produit lorsque le brin b contracté au niveau I est le dernier brin de CW;(b'). En
effet, dans ce cas b.5C;_1(a(b)) est un suffixe de SC;(b!). Le ¢ ou o successeur de b au niveau
[ —1 ne sera donc pas présent dans SC;(b'). Plus généralement, tous les successeurs de b du niveau
Li—1(a(b)) a1 — 1 ne seront pas présents dans SC;(b'). Cette situation peut perdurer sur plusieurs
niveaux tant que les brins b* seront les seuls ou les derniers brins de leurs séquences de connexion.
Dans ce cas, la solution est encore une fois fournie par le oy ou ¢ successeur du dernier brin de la
séquence.

Proposition 2 Soient une pyramide définie par n niveaux et un brin b de niveau . Pour tout
niveau i > 1 tel que L ;(b) <1, on a :

) _ _ w;j(b) = bV sib est contracté
Vi €{La0),. =1} { oj(b) = bV sib est supprimé
avec : ,
b — @i(b) st K; est un noyau de contraction
o;(b")  si K; est un noyau de suppression.
Preuve:

Voir [39] Corollaire 5 et Proposition 13 O

Notons la similitude entre la Proposition 2 et le second cas du théoreme 6. De fait, si £ ;(b) <1
on a L ;(b) = Li—1(a(b)) ([39] Proposition 13) et la Proposition 2 peut se concevoir comme une
application de ce théoréme & la séquence de connexion SC;_1(a(b)). Notons également que cette
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proposition s’utilise en conjonction avec le Théoreme 8. En effet, le Théoreme 8 nous fournit les ¢
ou o successeurs d’un brin b des niveaux 0 & £ ;(b) — 1 tandis que la Proposition 2 nous fournit les
successeurs pour les niveaux restants : {£ ;(b),....0 —1}.

Si nous considérons le brin 5 au niveau 4, nous avons L 4(5) = 3 < 4. Le o successeur de 5 au
niveau 3 n’est donc pas présent dans SC4(11). Nous le retrouvons & 1’aide de la Proposition 2 :

0’3(5) = 0‘4(—11) = @0(3) =11.

Notez que la derniere égalité (o4(—11) = ¢o(11)) provient du Théoreme 4.

4.6.7.c Un algorithme séquentiel calculant I’ensemble de la pyramide

L’Algorithme 1 prend en parametre un niveau ¢ et un brin appartenant a BS; et initialise
l’ensemble des o ou ¢ successeurs des brins contenus dans SC;(b). L’ensemble des brins parcourus
par cet algorithme est égal & SC;(b%)p;(b?) si K; est un noyau de contraction et SC;(b*)a;(b?) si K;
est un noyau de suppression. Le calcul du brin suivant est effectué entre les lignes 11 et 15 et se
base sur le Théoreme 5. Cet algorithme parcourt donc les mémes brins que I’algorithme survivant
(figure 4.39(b)).

Les résultats obtenus dans le Théoreme 8 et les propositions 1 et 2 peuvent se résumer de la
fagon suivante :

Soient un niveau ¢ et un brin b de niveau [, le o ou ¢ successeur de b & un niveau j € {0,...,l—1}
est le premier brin de niveau supérieur ou égal & j qui suit b dans la séquence SC;(b%)g;(b?) si K;
est un noyau de contraction et dans SC;(b*)o;(b?) si K; est un noyau de suppression.

D’un point de vue algorithmique, le principal inconvénient de cette formulation est que le ¢ ou
o successeur de niveau j d’un brin b se trouve en avant de b dans la séquence de connexion. Si 'on
parcourt par exemple SC4(—11) (figure 4.43), on rencontrera donc —5 avant de connaitre ses o
successeurs. Afin de pallier cet inconvénient, nous stockons un tableau prec de taille 7 + 1 initialisé
de telle fagon que prec[j] contienne & chaque étape le dernier brin rencontré de niveau supérieur ou
égal a j. Ce tableau est donc initialement rempli par le premier brin de la séquence de connexion
(Algorithme 1 lignes 6 et 7) puis rempli jusqu’au niveau niveau(b’) pour chaque brin &’ traversé.

Si o’ représente le brin courant durant notre parcours et si ¥ € SC;(b), tous les brins entre
prec[j] et b’ auront donc un niveau inférieur & j. Le brin b’ est donc le premier brin de niveau
supérieur & j que l’on rencontre en parcourant SC;(b) depuis prec[j] et 'on a (Définition 25) :

VoW e SCib)

Y
vV j € {1,...,niveau(d’)} }bsucci,prec[j](j) =0. (4.27)

On peut donc appliquer le Théoreme 8. De méme, les Propositions 1 et 2 peuvent s’appliquer
si b est égal & ;(b%) ou o;(b%). Les affectations induites par le Théoréme 8 et les Propositions 1
et 2 sont effectuées lignes 17 a 25.

Nous avons montré [39] que cet algorithme calcule bien I’ensemble des successeurs de tout brin
b € B de 0 a niveau(b). Plutét que de fournir une preuve exhaustive de la validité de cet algorithme,
nous allons illustrer son fonctionnement sur la séquence de connexion SC4(—11) (figure 4.43). Le
tableau prec est initialement rempli par le premier brin de la séquence c’est & dire 11 (ligne 6 et
7). Le premier brin considéré dans la boucle est le second brin de la séquence —5. Le brin —5 étant
de niveau 4 et K4 étant un noyau de suppression, nous pouvons appliquer le Théoréme 6 :

0’3(—11) = 0'2(—11) = 0'1(—11) = 0'0(—11) = —b5.



184 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS HIERARCHIQUES

construire_pyramide_seq(entier i,brin b)

{
brin b’ ;

brin prec[i+1]

Pour j=1 & min(niveau(b),i+ 1)

prec[jl=b;
Faire
{
Si ((état(niveau(b’)) == Contracté) ou
(niveau(b’) > i et état(i) == Contracté))
V=) ;
sinon
b =0o();
Pour j=1 & min(niveau(b’),i + 1)
{
Si (état(niveau(prec[j])) == Contracté ou
(niveau(prec[j]) > i et état(i) ==Contracté)
)
X (j = Lalpreci])) =b"; //pj-(preclj]) =¥/
sinon
X(j = Lpreclj]) =5 //oj1(precfj]) =V
}
Pour j=1 & min(niveau(b’),i + 1)
prec[jl=b’ ;
}

tant que (niveau(b’) < i)

Algorithme 1: construction séquentielle de la pyramide
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Valeurs successives du tableau prec Affectations
brins | niveau | prec[5] | prec[4] | prec[3] | prec[2] | prec[1]
0'3(711) = -5 02(711) =
-5 4 -11 -11 -11 -11 -11 1D = 5 on(_1l) =
6 1 -11 -5 -5 -5 -5 oo(=5) = 6
12 |1 -11 -5 -5 -5 6 ©o(6) = —12
9 2 11 5 5 5 12 01(=5) = —9 po(—12) =
1 1 11 5 5 9 9 00(—9) = —4
-8 2 -11 -5 -5 -9 -4 o1(=9) = =8 ¢o(—4) =
0‘2(—5) = -3 0'1(—8) =
-3 3 -11 -5 -5 -8 -8 oo(—8) = —3
-7 1 11 5 -3 -3 -3 wo(=3) = -7
1 1 -11 5 -3 -3 -7 wo(—7) = 1
8 2 11 5 -3 -3 1 e1(=3) = 8 (1) = 8
2 1 -11 -5 -3 8 8 o0(8) = 2
9 2 -11 -5 -3 8 2 01(8) = 9 ¢o(2) = 9
-2 1 -11 -5 -3 9 9 o0(9) = -2
-1 1 11 5 3 9 2 o0(—2) = -1
7 1 -11 -5 -3 9 -1 wo(—-1) = 7
10 1 -11 -5 -3 9 7 ©0o(7) = 10
0'3(5) = 5 @2(*3) = 5
5 4 -11 -5 -3 9 10 (9 = 5 oo(10) = 5
10 |1 11 5 5 5 5 o0(5) = —10
o2(5) = 3 o1(5) = 3
3 3 -11 5 5 5 -10 po(—10) = 3
oi(—11) = 11 o3() = 11
11 5 -11 5 3 3 3 ©2(3) = 11 (3 = 11
po3) = 11

TAB. 4.3 — Les differentes valeurs prises par le tableau prec et les affectations effectuées durant le
parcours de SC4(—11) par ’Algorithme 1.
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Ces affectations sont effectuées lignes 17 & 25 (voir également la Table 4.3 ).

Supposons a présent que le brin courant soit le brin —3. Le brin —3 est le premier brin de niveau
supérieur & 2 que l’on rencontre en parcourant SC4(—11) depuis —8 et le premier brin de niveau
supérieur & 3 que 'on rencontre en parcourant SCy(—11) depuis —5 (figure 4.43). On a donc :

bSuCCL,g = bsuchy,g =-3Jet bsucc;;y,g, =-3.
Les brins —8 et —5 étant tout deux supprimés dans la pyramide, on a d’apres le Théoreme 8 :

0‘2(—5) = -3 0'1(—8) = -3
0'0(78) = 3.

L’algorithme 1 comporte deux boucles imbriquées dans la boucle tant que (lignes 9 a 29).
L’ensemble des séquences de connexion de niveau ¢ formant une partition de I’ensemble des brins
initiaux (équation 4.20), la boucle tant que considérera chaque brin initial une fois et une seule.
Si nous prenons ¢ = n, min(niveau(b’), i+ 1) est égal & niveau(d’) (lignes 17 et 26). La complexité
de I'algorithme 1 est alors égale a :

n+1
2 Z niveau(b) = 2 Z |BS;|.
beBB i=1

Intuitivement, cette derniere équation signifie que nous effectuons pour chaque brin initial 2
opérations pour chacun des niveaux ou il survit (affectation du tableau prec et du o ou ¢ succes-
seur). Notez que cette complexité est trés proche de la complexité optimale puisque l'initialisation
de la pyramide suppose au moins de parcourir ’ensemble des brins initiaux et d’initialiser pour
chacun ’ensemble des ses o successeurs pour les niveaux ou il survit.

4.6.7.d Un algorithme paralleéle calculant I’ensemble de la pyramide

Les fonctions présentées dans 1’Algorithme 2 calculent en parallele le o successeurs de chaque
brin pour I’ensemble des niveaux ot il intervient. Nous avons montré [39] la validité de cet algo-
rithme et montré que sa complexité parallele est égale & O(logy (|SC;(d™*)])) ou SC;(d™*) est la
plus longue séquence de connexion définie au niveau . Si nous supposons que toutes les séquences
ont approximativement la méme longueur on a :

8
i dmax ~
SO~ rg

= O(logy (|SC:(d™**)])) ~ O(log,(|B]) — log, (IBSil))-
La complexité de 'algorithme est donc dans ce cas approximativement en O(log,(|8])).

Plutot que de donner une explication exhaustive de ces fonctions, nous nous contenterons de
donner I’idée principale et le role des principales variables. Des explications plus détaillées peuvent
étre trouvées dans [39] section 6.

Afin de simplifier les notations, notons par S;(b) la séquence égale & SC;(b).0;(b) si K; est un
noyau de suppression et SC;(b)p;(b) si K; est un noyau de contraction. L’idée de I’algorithme 2
est de demander & chaque brin initial de calculer pour tout 7 € {0,...,i} le premier brin de
niveau supérieur a j rencontré dans une séquence de connexion. Ces résultats sont stockés dans les
tableaux First(.,b) définis de la fagon suivante :
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pyramide_par(carte G,fonction niveau, entier i )
{
Pour tout b € BB faire en paralléle
Next[b] = o(b)
Pour tout b € B faire en paralléle
suivants_par(b,i) ;
Pour tout b € BB faire en paralléle
Pour j= 0 & niveau(b) -1
¥(4,b) = First(j,b)
}
suivants_par(brin b, entier i)
{
brin d’=Next[d]
entier max_level=MIN(level(d’),i+1) ;

// Initialisation du tableau F'irst
Pour j=1 & max_level

First(j —1,b) = b

min_level [b]=max_level+1 ;

tant que (niveau(b’)< i)

{

Si (état(niveau(d’)) == Contracté)
b’ = ad);

sinon
b’ =b;

Si (min_level[b’’] > min_levell[b])

{

// b’ a trouvé des brins intéressants
// => on les recopie dans First(.,b)

Pour j=min_level[d] & min level[b’’]-1
First(j — 1,b) = First(j — 1,b")

min_level[b]=min_level([b’’] ;

b’=Next[b]=Next[b’’] ;

Algorithme 2: Initialisation en paralléle de l’ensemble du o successeur de chaque brin b pour ’ensemble

des niveaux o il intervient
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— si b est supprimé, First(j,b) est défini comme le premier brin qui suit b dans S;(b%) et dont
le niveau est supérieur ou égal a j + 1;

— si b est contracté, First(j,b) est défini comme le premier brin qui suit «(b) dans S;(a(b)?) et
dont le niveau est supérieur ou égal a j + 1.

Si nous oublions momentanément le dernier brin des séquences S;(b%), le processus associé a
b parcourra SC;(b*) si b est supprimé et SC;(a(b)?) si b est contracté. Cette dissymétrie dans les
traitements permet d’assurer que First(j,b) est égal & ¢;(b) en fin de traitement (Algorithme 2
lignes 7 & 9). Il aurait également été possible de demander au processus associé & b de parcourir
Si(b%) quelle que soit opération ayant réduit b. Dans ce cas, First(j,b) contiendrait ¢;(b) si b est
contracté.

Il est relativement clair que la complexité de cet algorithme est proportionnelle & la longueur
de la plus longue séquence de connexion de niveau ¢ si I’on n’autorise pas de communications
entre les processus. En effet, dans ce cas le temps total sera déterminé par les temps d’exécution
des processus dont les brins se trouvent en début de séquences. Afin d’améliorer la rapidité de
I’algorithme, nous échangeons les résultats partiels des processus.

Ilustrons un exemple de communications entre processus a l'aide de la figure 4.43. Les brins
—5 et 4 sont respectivement supprimés et contractés dans la pyramide. Le noyau K, étant un
noyau de suppression, les processus associés a —5 et 4 parcourent respectivement les séquences
Sy(=51) = SC4(—5% = 11)04(—11) et Sy(a(4)?) = SC4((—4)* = 11)04(—11). Les deux processus
parcourent donc SC4(—11)o4(—11). Supposons qu’a une itération de 1’algorithme le brin courant
du processus associé a —5 soit —4 alors que celui de 4 soit —7. Le brin courant de chaque processus
est stocké dans le tableau partagé Next[]. L’état des variables & ce moment la est :

First(0,-5) = 6 First(l,-5) = -9 Next[-5] = —4
First(0,4) = -8 First(l,4) = -3 First(2,4) = -3 Nextld = -T.

En lisant le tableau First(.,4), le processus associé & —5 peut donc savoir sans parcourir la
séquence de brins de —4 & —7 que le prochain brin de niveau 3 rencontré apres —4 est —3 (puisque
First(2,4) = —3)(Algorithme 2 lignes 34, 35). De plus, ayant complété son tableau First(.,—5)
a partir de First(.,4) ce processus peut sauter la séquence de brins de —4 & —7 et continuer le
parcours & partir du brin —7(Algorithme 2 ligne 38). On a donc en fin de boucle, pour le processus
—5:

First(0,—-5) = 6 First(1,—-5) = -9 First(2,-5) = -3 Next]-5] = -T.

4.6.8 Fenétres de réduction et Champs Récepteurs

Le plongement d’une carte combinatoire permet de décrire I’ensemble des pixels et des frontieres
de pixels associés & un sommet d’'une carte des régions ou une face d’une carte des frontieres.
Nous allons dans cette section étudier plus particulierement le plongement d’une carte des régions.
Chaque sommet de la carte combinatoire codera donc une région et le o-cycle d’un brin de la carte
de base pourra étre interprété comme Iensemble des lignels qui délimitent un pixel (section 4.6.1).

Les cartes combinatoires étant définies a partir des brins I’étude des partitions décrites par les
cartes suppose tout d’abord une définition des régions en termes de brins :

Définition 26 Région d’une carte combinatoire
Soient une carte combinatoire G = (B,0,a) et son graphe orienté OG = (V, E) associé. Un
ensemble de brins R C B sera appelé une région si et seulement si :
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1. L’ensemble R est connecté dans OG : Quels que soient b, b’ appartenant ¢ R, il existe un
chemin de OG inclus dans R connectant b a b’ ou'b’ a b.

2. L’ensemble R contient tous ces pixels :
c*(R)=R

Intuitivement, deux brins b et b” adjacents dans OG appartiennent soit au méme sommet (b = (b))
soit & deux sommets adjacents par 'aréte a*(b) (b’ = ¢(b)). La notion d’ensemble connexe de brins
recouvre donc bien la notion d’ensemble connexe de sommets et celle d’ensemble connexe de pixels
si chaque sommet est associé a un pixel. Le second point de la définition des régions impose que
chaque sommet dont la o-orbite intersecte la région soit inclus dans celle-ci. En d’autres termes :

VoeBo*(b)NR =10 ouc*(b) CR.

Une région ne peut donc pas contenir “une moitié” de pixel.

La o-orbite d’un brin est donc soit incluse dans la région soit disjointe de celle-ci. En revanche,
aucune contrainte n’est imposée sur I’a-orbite d’un brin. L’ensemble des brins d’une région peuvent
étre décomposés en deux classes en fonction de 'intersection de leurs a-orbites avec la région :

Définition 27 Brins Internes et Frontiéres

Soient une carte combinatoire G = (B, 0, a) et une région R de G. Un brin b € R sera qualifié
de :

— brin interne de R si a(b) appartient également ¢ R. On a dans ce cas :

o*(b) C R et 0" (a(b)) C R;
— brin frontiére, si a(b) € R. Dans ce cas :
o*(b) C R alors que o™ (a(b)) N R = 0.

Dans le cadre des pyramides, la notion de plongement est codée grace aux notions de fenétre
de réduction et de champs récepteurs (section 4.2).

4.6.8.a Fenétres de réduction

Dans le cadre des pyramides usuelles, une fenétre de réduction relie un sommet survivant de
niveau ¢ a un ensemble de sommets non survivants de niveau ¢ — 1. Dans le cadre des cartes
combinatoires, un sommet est défini par son o-cycle. Nous devons donc tout d’abord définir la
notion de fenétre de réduction d’un brin puis agréger les fenétres de réduction des brins définissant
un o cycle afin d’obtenir la fenétre de réduction d’un sommet. Deux brins successifs b et b d’un
sommet survivant sont reliés par o’(b) = b’ ol o’ représente la permutation o de la carte réduite.
La fenétre de réduction d’un brin b est donc définie comme ’ensemble des brins non survivants
qu’il nous faut traverser pour connecter b & o’(b) :

Définition 28 Fenétre de réduction d’un brin
Soient une carte combinatoire G = (B, 0,), un noyau K et la carte réduite G' = (BS,d’, ).
La fenétre de réduction d’un brin b € BS, notée RW (b) est définie par :

RW(b) = CW (b) Si K est un noyau de contraction
Tl BCWH(a(b)) Si K est un noyau de suppression

ot CW*(b) représente le chemin de connexion CW (b) sans son premier brin b.
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La fenétre de réduction d’un brin b, RW(b) = b.b1....b, est donc composée du brin b suivi
d’une séquence de brins non survivants. On a de plus par ’équation 4.12 :

p @(bp) si K est un noyau de contraction
o'(b) = . -
o(bp) si K est un noyau de suppression.

Une fenétre de réduction de brins connecte donc bien un brin & son o successeur dans la carte
réduite. De plus, nous avons montré [38] qu'une fenétre de réduction définit un chemin dans OG
et est donc connectée.

(4.28)

Notez que cette définition d’une fenétre de réduction est dictée par le choix d’utiliser une carte
des régions. Si nous utilisions un carte des frontieres, les régions seraient décrites par des ¢-cycles
et la fenétre de réduction d’un brin devrait connecter celui-ci a son ¢ successeur dans la carte
réduite.

Un sommet de la carte réduite G’ est défini par son o-cycle o’*(b1) = (b1,...,bp), chaque brin
b; étant lié & bj+1 par bjy1 = 0’(b;). Le plongement d’un sommet de la carte réduite dans la carte
initiale est donc défini comme la concaténation des fenétres de réduction connectant chaque brin
bj abjiq.

Définition 29 Fenétre de réduction d’un sommet
Soient une carte combinatoire G = (B, 0,), un noyau K et la carte réduite G' = (BS, o', a).
La fenétre de réduction d'un sommet 0’*(by) = (b1,...,bp), notée FRym (4, est définie par :

FRore4,) = O RV (b))
ot () désigne lopérateur de concaténation.

Chaque fenétre de réduction d’'un brin est connectée. De plus par 1’équation 4.28 chaque premier
brin d’une fenétre de réduction est le o ou ¢ successeur du dernier brin de la séquence de connexion
précédente. La fenétre de réduction d’un sommet est donc connectée. Plus précisément, le dernier
brin de RW (b,) étant connecté a by, on peut montrer que FR,,) forme un cycle dans le graphe
0g.

Si K est un noyau de suppression, nous avons montré [38] que la fenétre de réduction du sommet
reconstitue 'orbite originale du sommet. En d’autres termes :

Vb€ BS FRyuq) = o™ (b). (4.29)

La région étant réduite a un seul sommet contient trivialement tous ces sommets.
Si K est un noyau de contraction, la preuve qu’une région contient tous ses sommets est un
peu plus délicate et est basée sur la proposition suivante [36, 38] :

Proposition 3 Soient une carte initiale G = (B, 0,a), un noyau de contraction K, et la carte
contractée G' = (BS = B— K, o', a). Les composantes connexes de K vérifient :

VT € CC(K), Vb € o*(T)NBS o*(b)) = o*(T)NBS (4.30)
T = U ,CW*(alby)) (4.31)

ot CC(K) représente ’ensemble des composantes connezxes de K et 0" (by) = (b1,...,bp).
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Le noyau de contraction définissant une forét de K, chacune de ses composantes connexes est
un arbre qui contracte en un seul sommet un ensemble de sommets non survivants. L’équation 4.30
nous indique que ’ensemble des brins survivants appartenant aux sommets d’un arbre définissent
la g-orbite d’un sommet survivant. Le noyau K étant un noyau de contraction, chaque séquence
CW*(a(bj)) peut s’interpréter comme la séquence de brins non survivants connectant b; a o’ (b;) =
bjt1 (figure 4.44(a)). L’équation 4.31 nous montre que l'union de telles séquences définit I'ensemble
des brins non survivants de 'arbre. Notons d’ailleurs que si nous substituons 'opérateur d’union a
l'opérateur de concaténation, nous définissons un sens de parcours dans ’arbre qui nous fait passer
2 fois par chaque aréte (voir par exemple la séquence CW*(a(b1)).CW*(a(bs)) sur la figure 4.44).

T = a*(a1,a2,a3)
BS = a”(bi,b2)
U*(T) = a*(al,ag,ag) U{bl,bg}
c;{o\ o' (by) = (bi,b2) = 0" (T)NBS
asz
y. /. (b/».kxbj CW*(OL(bl)) = a1.a2.a3
o(br) a3 a(bs) CW*(a(b2)) = a(as).alaz).a(a1)
1 o o) i T —  CW*(a(b)) UCW*(a(by))
2
a(bz)
(a) T (b) o’*(b1) (c) Relations entre les entités

F1a. 4.44 — Un arbre d’un noyau de contraction (a) et le sommet réduit associé (b). Les brins
contractés sont représentés par des triangles pleins. La Figure (c) représente les différentes relations
entre les entités décrites dans les Figures (a) et (b).

Considérons un sommet survivant o”*(b1) = (b1,...,b,) et un arbre 7 = UY_, CW*(a(d;)).
Puisque 7 est une composante connexe de K, un brin b € ¢*(7)NK doit appartenir & 7 autrement
7T serait connecté & un autre arbre de K. On a donc ¢*(7)NK = 7. De plus puisque BS = B— K,
onaB=BSUK et:

o(T) = o*(T)NB=0"(T)N(BSUK)
= (o*(T)NBS)U (c*(T)NK)
= o"(b)uT (équation 4.30)
= " (b)) Ui, CW*(a(by)) (équation 4.31)
= BP— b;.CW*(a(by))

% 1
j=1 RW(bj)
ot o’*(b1) = (b1,...,bp).
La région FRy 4,y = Of_; RW(b;) définit donc un ordre sur 0*(7) et l'on a :
O'*(FRU/*(bl)> =0"(c*(7T))=0"(T) = FRy (3,

La fenétre de réduction d’un sommet contient bien ’ensemble de ses sommets et définit une région.
L’ensemble des chemins de connexion définissant une partition de I’ensemble des brins initiaux,
I’ensemble des fenétres de réduction vérifie la méme propriété. L’ensemble des o orbites de la carte
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réduite définit également une partition de l’ensemble des brins survivants. Un brin de la carte
initiale appartient donc & une et une seule fenétre de réduction de brin qui est elle méme impliquée
dans la création d'une et une seule fenétre de réduction de sommet. L’ensemble des fenétres de
réduction de sommets forme donc une partition de ’ensemble des brins initiaux.

F1a. 4.45 — Une carte des régions codant une grille 3 x 3 (a) et son dual (b) contractés par un
noyeau K7 = a*(1,2,4,12,6,10). Les arétes contractées sont représentées en traits épais sur les
figures (a) et (b).

La figure 4.45 reprend I'exemple de la figure 4.25 ol une carte des régions codant une grille 3 x 3
est contractée par un noyau de contraction K; (figure 4.45). Les graphes orientés OG et OG; sont
représentés sur le figures 4.25(c) et 4.28(c). La figure 4.46 représente la fenétre de réduction du
sommet 0" (—8) (sommet cental sur la figure 4.45(c)) dans la carte des régions, la carte duale et le
graphe orienté OG. Le sommet survivant est représenté par le o’ cycle (-8, —3,11, —11, —5,20, 19, 18,
17,-9) (figure 4.45(c)). Si nous calculons la fenétre de réduction de chaque brin survivant (fi-
gure 4.34), nous obtenons :

FR, (g = [-8]]-3]{11.4.12.-6][-11][-5][20.6]{19][18.-12][17][-9.-4] (4.32)

ou chaque boite entoure une fenétre de réduction.

La région FR,/-(_g) est composée de 4 pixels avec 4 lignels correspondant & des brins internes
et 8 lignels correspondant & des brins frontiere (Définition 27). On peut noter que la dénomination
de ces brins correspond a la notion intuitive que I'on peut avoir d’un brin interne et d’un brin
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S OhE)
OG-0l
@@@@

@ @~

a) FR,=(_g) dans FR,»(_gy dans G c) FR,x(_g) dans
i(—s) dans G b) FRoy(—s) dans G i (-g) dans OG

FI1G. 4.46 — La fenétre de réduction FR,«(_g) définie par K (Figure 4.45)

frontiere. Les brins internes connectent deux pixels de la région alors que les brins frontieres codent
les relations d’adjacence de la région et délimitent sa frontiere. De plus, 'on peut noter que la
séquence de brins frontieres rencontrée dans FR,/«(_g) : -8,-3,-5,20,19,18,17,-9 correspond a une
orientation de la frontiere dans le sens négatif (figure 4.46). Cette derniere propriété bien que
vérifiée sur de nombreux exemples n’est pas encore complétement démontrée.

4.6.8.b Champs récepteurs

Dans le cadre des pyramides usuelles, I’ensemble des enfants d’un sommet est appelé sa fenétre
de réduction (pages 128 et 131). Chacun des sommets d’une fenétre de réduction possede lui méme
des enfants et l'itération de cette relation parent - enfant permet d’associer a un sommet de la
pyramide un ensemble de sommets définis dans le graphe ou I'image & la base de celle-ci. Cet
ensemble d’enfants & la base de la pyramide est appelé le champ récepteur du sommet (page 128).

Dans le cadre des pyramides combinatoires, cette notion d’itération de relations parents-enfants
est prise en compte dans la notion de séquences de connexion qui sont construites récursivement
a partir des séquences de connexion de niveau inférieur. Nous définissons donc le champ récepteur
d’un brin b suivant le méme schéma que les fenétres de réduction mais en utilisant des séquences
de connexion plutét que des chemins :

Définition 30 Champs récepteur d’un brin
Soient une pyramide définie par n noyauz, un niveau i € {1,...,n} et un brin b € BS;. Le
champ récepteur de b de niveau i, noté RF;(b) est défini par

RF,(b) = SCi(b) Si K; est un noyau de suppression
ST b.SCT (ab))  Si K est un noyau de contraction.

Soit un brin b € BS; avec RF;(b) = b..... bp. Si K; est un noyau de suppression, nous avons
RF;(b) = SC;(b) et 0;(b) et égal & o¢(b,) ou ¢o(by) selon I'opération qui a réduit b, (Théoréme 4).
De méme, si K; est un noyau de contraction, on a RF;(b) = b.5C;(a(b)) et @;(a(b)) = o;(b) est
égal & og(bp) ou pg(by). On a donc dans les deux cas :

os(b) = { wo(bp) Sib, a été contracté (4.33)

oo(bp) Si b, a été supprimé
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ou b, est le dernier brin de RF;(b).

Notez que le champ récepteur d’un brin est trivialement connecté en vertu du Théoréme 5.
Plus précisément, le champ récepteur d’un brin définit un chemin dans le graphe OG.

Etant donnée la notion de champ récepteur d’un brin, nous agrégeons comme précédemment
les champs récepteurs des brins de facon a former le champ récepteur d’un sommet.

Définition 31 Champ récepteur d’un sommet
Soient une pyramide définie par n noyauz, un niveau i € {1,...,n} et un brin b € BS;. Le
champ récepteur de o (b) est défini par :

Rox iy = Of— RE;(b))
avec o} (b) = (b1,...,bp).

Le g ou oy successeur du dernier brin d’'un champ récepteur RF;(b;) étant égal & bj 1 = 0;(b;)
(équation 4.33), le champ récepteur d’un sommet est trivialement connecté dans la carte initiale.
De plus, 'ordre défini dans une o orbite étant un ordre circulaire, le champ récepteur d’un sommet
décrit un cycle dans le graphe OG. La preuve que le champ récepteur d’un brin contient tous ces
sommets est encore une fois un peu plus délicate et est basée sur le théoreme suivant :

Théoréme 9 Soient une pyramide définie par une carte initiale G = (B, 0, &) et n noyauzr K1, ..., K,.
Le champ récepteur d’un sommet de niveau i > 1, of(b1) = (b1,...,bp) vérifie :
— 51 K; est un noyau de suppression :

Roxvy) = Ror (b))

~ 51 K; est un noyau de contraction, le sommet o} (b) est associé a un arbre T = Qf_, CW;(a(b;))
dans G;—1 (Proposition 3). Si nous sélectionnons un brin d; pour chaque sommet de T, l'en-
semble de brins dy, . ..,d, vérifie

q
Ro: o) = U Ror_y(ay)-

Jj=1

En d’autres termes, si K; est un noyau de suppression, le champ récepteur d’un sommet sur-
vivant ne varie pas entre les deux niveaux. Cette propriété est analogue a celle vue dans le cadre
des fenétres de réduction (équation 4.29). Si K; est un noyau de contraction, le sommet o} (b)
peut s’interpréter comme une union de tous les sommets définis au niveau ¢ — 1 et fusionnés dans

of(b) au niveau i. Le champ récepteur associé & ce sommet est donc logiquement une union des

3
champs récepteurs associés aux sommets fusionnés. Un simple raisonnement par induction basé
sur le Théoreme 9 permet de montrer que le champ récepteur d’'un sommet de niveau 7 contient
tous ses sommets de la carte de base. C’est donc une région au sens de la Définition 26. On peut de
meéme montrer par induction que I’ensemble des champs récepteurs de sommets de niveau 7 forme
une partition de I’ensemble des brins initiaux.

Afin d’illustrer la notion de champ récepteur, développons la pyramide représentée sur la fi-
gure 4.45 sur deux niveaux supplémentaires. Le noyau de suppression Ko permet de simplifier
la carte combinatoire en enlevant les arétes multiples et les boucles vides (voir section 4.6.3 et
équation 4.15). La carte ainsi simplifiée décrit une partition en 3 régions. Cette carte est & nouveau
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F1G. 4.47 — Simplification de la carte représentée sur la Figure 4.45 suivie d’une nouvelle contraction
par K3 = a*(b).
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contractée par le noyau de contraction K3 = o*(5) qui fusionne les deux régions o5(5) et o5(—5)
en une seule décrivant les deux dernieres lignes de I'image. (figure 4.47(d)).
Le noyau K3 étant un noyau de suppression, nous avons d’apres le Théoreme 9 :

Vb€ BSy  Ryz) = Roxv)-

Intéressons nous donc aux régions définies au niveau 3. L’aréte a*(5) étant la seule aréte contractée
les seuls chemins de connexion de niveau 3 non réduits a un singleton sont :

CWs(—23) = -235
CW3(8) = 8. —5.

On aura donc SC3(—23) = —23.5C5(23).5.5C5(—5) et SC5(8) = 8.5C5(—8). — 5.5C5(5) alors
que toutes les autres séquences de connexion subissent simplement la transformation SC3(b) =
b.SC5(a(b)) (figures 4.48(a) et (b)). Le noyau K3 étant un noyau de contraction, les champs
récepteurs se déduisent aisément des séquences de connexion en permutant b et a(b) au début de
chaque séquence (figure 4.48(c)). Finalement, les fenétres de réduction des sommets sont construites
en concaténant les fenétres de réduction des brins de chaque sommet. On obtient ainsi, 3 cycles
Ryx(-8), Roz(8), Roz(—23) dans le graphe OG formant une partition de I'ensemble des brins de ce
graphe. Le plongement de chaque région peut s’observer en comparant les cycles sur le graphe OG
avec la carte initiale (figures 4.45). La région Ryx(s) code la premiere ligne de I'image tandis que
Ryx(—s) code les deux lignes du bas et Ry:(_23) code 'extérieur de I'image.

4.6.9 Résultats récents et conjectures

Le codage de la pyramide par les fonctions niveaux et état, permet d’envisager un stockage de
celle-ci & l'aide d’une image de taille (L+1) x (H+1) ou L et H représente respectivement la largeur
et la hauteur de I'image. Etant donnée une carte Gy correspondant a une carte des régions d’une
grille 4-connexe, chaque sommet de G peut étre associé & un coin de pixel ou pointel (section 4.6.1
et figure 4.45(b)). L’ensemble des pointels peut étre stocké sur une image (L+1) x (H+1). Si nous
convenons de stocker dans chaque pointel les niveaux des arétes situés en haut et a gauche nous
obtenons un stockage des niveaux de 1’ensemble des arétes. Par exemple, dans la figure 4.45(b), les
pointels des 2 premieres lignes stockeront les niveaux des arétes suivantes :

Aucune aréte a*(13) a*(14) a*(15)
a*(24) a*(1),a*(7) | a*(2),a*(8) | a*(16),a*(9)

Si la pyramide est limitée & n niveaux, chaque pointel stockera au plus 2log,(n) bits. Le cofit total
en mémoire sera donc de :
n+ 2logy(n)(L + 1)(H + 1) bits

ou le premier n code le cout de stockage de la fonction état.
A titre de comparaison, le stockage de la géométrie d’une partition en utilisant la topologie
inter-pixel est égal & [30] :
4(L + 1)(H + 1) bits.

Si nous limitons par exemple la taille de la pyramide & 256 niveaux, le cotit mémoire de la
pyramide sera de O(16(L + 1) x (H +1)). On a donc un rapport de 4 entre un stockage d’une
partition et le stockage des cartes combinatoires codant 255 partitions.
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F1a. 4.48 — Les séquences de connexion d’ordre 2 (a) et 3 (b) avec les fenétres de réductions de
brins (c) et de sommets (d) de niveau 3.
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Si nous stockons explicitement 1’ensemble des niveaux de la pyramide, en utilisant par exemple
la fonction ¥ (Définition 23 et Table 4.2) et un codage implicite de l'involution «, chaque entrée
du tableau ¥ peut étre codée avec log, ([B|) bits. Le cotlit mémoire est donc de :

n

" |B r .
log, (181) Y B, = log; (18) > 15 ~ (8] log, (18) " bits
i=0

i=0

ot (BS;),;c (0.} représente 'ensemble des brins survivants de niveau ¢ et r le facteur de décimation
entre deux niveaux. Les cotits du codage implicite et explicite peuvent étre comparés en utilisant
la relation :

B
18] = 1= nlog,(r) =log, (|B]).

/r’ll

Si nous prenons r = 2, le colit du stockage explicite est donc de :
2|Bllog, (|1B]) = 2|B|n =~ 2n(L + 1)(H + 1) bits.

Le colit mémoire d’un stockage explicite de la pyramide varie donc linéairement en fonction du
niveau en utilisant un stockage explicite alors qu’il varie comme un log du niveau avec un stockage
implicite.

Un avantage subsidiaire du codage implicite devrait étre une étude plus aisée du plongement
du champ récepteur d’un sommet. En effet, ce codage sous entend une association entre le numéro
d’un brin et le lignel correspondant. Une telle association peut facilement étre réalisée a I’aide d’une
convention quelconque de numérotation des brins. Notons toutefois que nous n’avons pas défini
précisément la notion de plongement d’un champ récepteur. Intuitivement, il est assez “clair” que
le champ récepteur d’un sommet correspond & une région de I'image et que I’ensemble de ses brins
correspond a l’ensemble des lignels appartenant a la région. Ce résultat n’a toutefois pas encore
été démontré. Une piste certainement prometteuse consiste a expliciter la carte topologique codant
une grille discrete comme la donnée d’'un ensemble de pointel et lignel associé respectivement aux
o et « orbites de la carte combinatoire initiale. Il convient ensuite d’interpréter les contractions et
suppressions en termes de suppression de pointels et de suppression ou de concaténation de lignels.

Une étude plus précise du plongement d’un sommet devrait également nous permettre d’accélérer
les algorithmes calculant une carte combinatoire donnée de la pyramide (Algorithmes (a) et (b)
figure 4.39). En effet, la complexité de ces algorithmes est proche de celle des Algorithmes calcu-
lant I’ensemble des cartes réduites de la pyramide (Algorithme 1 et 2). Ces algorithmes bien que
linéaires dans le nombre de brins initiaux ne sont donc clairement pas optimum. Une possibilité
d’optimisation se trouve tres certainement dans le concept de brins internes et de brins frontieres.
Dans le cadre d’une carte des régions, il semble en effet, mais cela reste & démontrer que :

1. Les brins internes correspondent :
— soit a des brins contractés,
— soit a des brins supprimés parce qu’ils correspondent a des boucles éventuellement im-
briquées. Ces brins peuvent étre caractérisé de la fagon suivante (figure 4.49(a)) :

o1 (b) = a(b) avec Vi € {1,...,n — 1}b; = o*(b) vérifie 2"~V ~1(b;) = a(b;)

2. Les brins frontieres correspondent
— soit a des brins survivants,
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a(b)
¢ (b)
b
b
(a) Boucle imbriquée (b) Aréte double

avec n =3

FiG. 4.49 — Un exemple de boucle imbriquée et d’aréte double

— soit a des brins supprimés parce qu'’ils correspondent & des arétes doubles. Ces brins peuvent
étre caractérisés par la relation p2(b) = b (figure 4.49(b)).

Si nous affinons la notion de noyau de suppression en codant la raison pour laquelle un brin a
été supprimé (boucle ou aréte double), nous devrions donc pouvoir caractériser les brins internes
et frontieres. Si F; représente ’ensemble des brins frontieres de niveau i, nous pouvons définir
Iintérieur et la frontiere du champ récepteur d’'un sommet comme :

— frontiere d’'un champ récepteur :

ORqr ) = Rozv) N Fi;

— intérieur d’un champ récepteur :

o

Rorv) = Roy) N (B = Fi) = Ror ) — ORor 1)-

ou l'ordre dans 8Rg:(b) et Ry-(p) est déduit de celui de R (1)
Si nous nous référons a l'exemple de la section précédente, on a (figures 4.48(d) et 4.50) :

ORys (1) = 16.15.14.13.24.7.8.9.

Cet ensemble de brins correspond a I'ensemble des lignels délimitant R,x(16), on a de plus une
orientation dans le sens positif autour de la région.

La frontiere d’un champ récepteur de sommet semble donc pouvoir s’interpréter comme une
frontiere de région. L’ensemble des brins de la frontiere doit pouvoir étre retrouvé par la conjecture
suivante :

Vi€ {1l,...,n} bjy1 = @™ (a(bj)) avec nj = Min{k € IN* | o*(a(b;)) € F;} (4.34)

ou BRU:(;,) = bb1 ceey bn
Notez que puisque nous utilisons une carte des régions, les ¢ orbites de brins sont forcément
bornées (par 4 dans le cas de la 4-connexité). Si la conjecture précédente est vraie, la frontiere
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d’une région doit donc pouvoir étre déterminée dans un temps proportionnel a son nombre de
brins. De plus, la frontiere de la région comprenant les brins frontieres comprend également les
brins survivants. Par construction d’une région 'ordre des brins dans o (b) est respecté dans Rox ().
Il est donc également respecté dans 8R03(b). On peut donc retrouver les o; successeurs des brins
survivants de niveau ¢ en parcourant la frontiere des champs récepteurs de sommet plutot que
les champs récepteurs eux mémes. Cette derniere propriété devrait nous permettre d’optimiser les
algorithmes calculant une carte réduite a partir de la base de la pyramide.

13 14 15
1-1 2-2 1-1 2-2
o>—<eb—<te
24 6
7 8 9
(a) Rsx(16) dans G °

(b) R;x(16) dans G

13 14 15 13 14 15
7 8 9 7 8 9

(C) Ro'é*(lG) dans @ (d) aRo‘é"(lG) dans 5

F1G. 4.50 — Le champ récepteur Ry (16)-

4.6.10 Une implémentation des pyramides combinatoires

L’implémentation que nous avons réalisée est basée sur un codage implicite de la pyramide.
Celle-ci se compose donc d’'une carte combinatoire codant le sommet de la pyramide et d’un ta-
bleau codant le niveau de chaque brin de la carte initiale. Nous avons décomposé I'opération de
suppression en deux étapes de facon a pouvoir distinguer les opérations de suppression d’arétes
doubles des opérations de suppression de boucle (section 4.6.9). La réduction d’une carte combi-
natoire s’effectue donc en trois étapes :

1. contraction d’arétes a I’aide de noyaux de contraction ;
2. suppression des boucles redondantes ;
3. suppression des arétes doubles.

Cette décomposition pénalise légerement les algorithmes paralleles puisque les opérations de
suppression de boucles et d’arétes redondantes doivent étre effectuées séquentiellement. Elle permet
toutefois de distinguer 'opération de suppression d’arétes doubles et de coder implicitement la
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fonction état comme une opération modulo a partir du niveau. De fait, les trois opérations :
contraction, suppression de boucles redondantes et suppression d’arétes doubles sont effectuées
séquentiellement. Nous avons donc pour tout brin b :

— si niveau(b) mod 3 = 1, état(niveau(b))= Contracté;

— siniveau(b) mod 3 = 2, état(niveau(b))= Supprimé et b correspond & une boucle redondante ;

— si niveau(b) mod 3 = 0, état(niveau(b))= Supprimé et b correspond & une aréte double.
Nous avons implémenté deux méthodes permettant de coder 'opération de contraction. L’opération
de suppression est déterminée a partir des arétes redondantes de la carte contractée et est donc
effectuée automatiquement.

4.6.10.a Contraction parallele

Notre premieére opération de contraction est basée sur les méthodes de Jolion [114] et Montan-
vert [146]. Celle-ci prend en parametre les pointeurs de fonctions suivants :

— double intérét(pyramide, niveau,sommet) : renvoi une valeur indiquant l'intérét d’un
sommet. Les sommets dont la valeur représente un minima local seront sélectionnés comme
sommets survivants (section 4.3.1);

— double similitude(pyramide, niveau,sommet,sommet) : cette fonction renvoie une va-
leur indiquant la similitude entre deux sommets. Chaque sommet non survivant est attaché
au sommet survivant adjacent dont il est le plus similaire (section 4.3.2);

— booleen lambda(pyramide,niveau,sommet,sommet) : une valeur fausse renvoyée par cette
fonction indique que les deux sommets ne doivent pas étre fusionnés quelque soit leur simili-
tude (section 4.3.2).

Notons que ces trois fonctions utilisent généralement des attributs attachés a chaque sommet.
Jolion [114] définit par exemple la fonction interet & partir de la variance des niveaux de gris
et la fonction similitude en fonction de la distance entre les niveaux de gris moyens des régions
associées aux sommets.

Notre premiere méthode de contraction utilise donc les fonctions intérét, similitude et
lambda pour calculer un noyau (section 4.3.1). L’ensemble des arétes & contracter forme alors une
forét composée d’arbres de profondeur 1. La technique utilisée pour construire ces arbres dépend de
la valeur des pointeurs de fonctions passés a notre fonction de contraction. Les différents passages
de parametres sont les suivants :

1. siles pointeurs de fonctions interet et similitude sont non nuls alors le pointeur de fonction
lambda sera utilisé s’il n’est pas nul;

2. si les pointeurs de fonctions interet et similitude sont nuls alors le pointeur de fonction
lambda ne doit pas étre nul.

Nous utilisons les fonctions interet et similitude dans les cas ou le calcul des noyaux de
contractions (et donc des régions) doit étre effectué durant I'opération de contraction. Si nous
faisons un parallele avec les algorithmes de croissance de région, la fonction interet nous permet
de sélectionner les germes du processus de croissance de région tandis que la fonction similitude
permet de faire croitre ces méme germes par des opérations de fusion. Notons toutefois que 1'en-
semble des sommets survivants doit former un noyau (section 4.3.1) afin d’obtenir un facteur de
réduction fixe entre deux niveaux de la pyramide. Cette contrainte peut étre relachée en excluant
du graphe certaines arétes a l’aide de la fonction lambda (section 4.3.1).
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La fonction lambda peut également étre utilisée seule lorsque 'on connait a priori les regroupe-
ments de régions qui doivent étre effectués. Par exemple, dans le cas de ’analyse des composantes
connexes issues d’une opération de quantification (section 3.2), la fonction lambda se définie sim-
plement au niveau de base en indiquant qu’elle doit renvoyer :

— vrai si les sommets adjacents ont la méme couleur représentative;

— faux sinon.

Dans ce cas, 'utilisation des fonctions interet et similitude est inutile et notre opération de
contraction est similaire & celle définie par Montanvert [146](section 4.3). Les pointeurs sur les
fonctions interet et similitude sont donc, dans ce cas, positionnés a nul. Notre implémentation
de I'ensemble des sommets nous permet d’affecter automatiquement un entier a chaque sommet.
Cette valeur est utilisée de préférence a la variable aléatoire utilisée par Montanvert pour ne pas
avoir a reparcourir les sommets de la carte dans une implémentation séquentielle.

4.6.10.b Contraction par un algorithme séquentiel

Afin de mieux appréhender I'intérét d’un algorithme spécifiquement congu pour une architecture
séquentielle, étudions la complexité séquentielle de l'algorithme précédent sur un cas simple :
supposons que le but de 'opération de contraction est de réduire une image de taille 227 x 22" & un
seul sommet. Le méme type de raisonnement peut étre appliqué pour la contraction d’une région
d’une image en un seul sommet. Nous pouvons appliquer pour ce type d’application la méthode
de Montanvert en utilisant uniquement la fonction lambda. Selon Montanvert [146], le facteur de
réduction entre deux niveaux est approximativement égal a 4 et le nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir une noyau (section 4.3.1) est égal & 5. La pyramide contractant 'image 22" x 22" en un
seul sommet sera donc composée de n niveaux et nous devrons parcourir I’ensemble des sommets
de chaque niveau en moyenne 5 fois. La complexité séquentielle de cet algorithme est donc :

5 zn: ZUXT (o oyt _gg(a x 2?)
=0 4 - o -

4—-1

L’algorithme parallele nous oblige donc & parcourir au moins 6 fois I'image pour la coder en un
seul sommet. Cette complexité importante est due a deux facteurs :

1. le nombres de niveaux de la pyramide est due a 'utilisation de noyaux qui restreignent les
opérations de contraction & des arbres de profondeur 1;

2. les itérations nécessaires a chaque niveau sont dues a la méthode utilisée par Montanvert.
Cette méthode congue dans le cadre d’une implémentation parallele, permet une indépendance
des données distribuées sur les différents processeurs. Cette indépendance des données n’est
plus nécessaire dans le cadre d’un calcul séquentiel.

Notre méthode séquentielle est basée sur une définition directe des noyaux de contractions
(section 4.5.2) définissant les différentes régions. Notre méthode va donc construire pour chaque
région un arbre qui recouvre ’ensemble des sommets de celle-ci. Si la carte a contracter est située a
la base de la pyramide, chaque sommet est associé a un pixel. L’utilisation de noyaux de contraction
plutot que de noyaux permet donc de s’affranchir de la contrainte imposant aux arbres d’avoir une
profondeur 1. Nous supprimons également les itérations nécessaires pour construire de tels arbres
en utilisant des techniques d’unir-trouver importées en traitement d’image par Fiorio [77, 76].
Notre adaptation des techniques d’unir-trouver de Fiorio, initialement congues pour des pixels est
la suivante :
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— nous attachons a chaque sommet du graphe I'indice de son pere. Initialement chaque sommet
est son propre pére et nous avons pére(v) = v pour tout sommet v;

— deux sommets sont attachés au méme arbre si ils doivent étre fusionnés et si ils n’ont pas le
méme pere. Lors de 'opération de fusion de deux sommets v; et vg, le pere d’'un des deux
sommets, disons v1, est mis & jour par : pére(vl) = V9.

Cette mise a jour de la relation pére peut impliquer de multiples indirections lorsque les arbres

ont une profondeur supérieure a 1. En effet, si le sommet v; est fusionné a vs puis vy est fusionné
a vz nous auront les relations :

peére(vi) = vy et pere(ve) = v3

Il faut alors une indirection pour déterminer le pére de v;. Afin de corriger ce probleme, nous
utilisons l'algorithme trouve_compresse [77] (algorithme 3) qui remet & jour les péres de I’ensemble
des sommets se trouvant sur le chemin (dans 'arbre) entre le sommet passé en parametre et la
racine de l'arbre.

\. trouve_compresse (tableau pére,sommet v)

/ \ — - {
AN A R si (pére(v) == v )
e & T ° I renvoyer v ;
sinon
[ ]
v v {
pére(v) = trouve_compresse(pére,
pere(v))

renvoyer peére(v)

Algorithme 3: L’algorithme trouve_compresse. La figure en regard de l’algorithme montre [effet de
celui-ci sur un arbre.

L’algorithme trouve_compresse nous permet d’avoir un identifiant unique pour chaque arbre
du noyau de contraction. La construction de celui-ci est alors réalisée par ’algorithme 4. La contrac-
tion effective de la carte combinatoire & partir du noyau de contraction est alors réalisée en utilisant
les chemins de connexion (section 4.6.3, figure 4.32)

Les temps nécessaires a notre méthode séquentielle et a celle basée sur les méthodes de Jolion
et Montanvert (section 4.6.10.a) pour contracter une image de taille 2" x 2™ en un seul sommet
sont représentés sur la table 4.4. L’ordinateur séquentiel utilisé pour cette expérience est un Athlon
XP1800 1533M z.

4.6.10.c Sauvegarde et restauration de pyramides combinatoires

Nous avons utilisé le format de sauvegarde décrit dans la section 4.6.9 pour sauver la pyramide.
Celle-ci est donc sauvegardée dans une image de taille (L + 1) x (H 4+ 1) ou L et H représentent
respectivement la largeur et la hauteur de I'image. Chaque pixel de cette image stocke le niveau de
deux arétes en fonction de la convention décrite dans la section 4.6.9. Afin de pouvoir visualiser nos
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contraction_sequentielle(pyramide P, fonction lambda)

{

noyau de contraction K =10

pour tout sommet v au plus haut niveau de la pyramide
pére(v) =wv

Pout tout brin b de la carte au sommet de la pyramide

{

v1= sommet de b

vo= sommet de «(b)

Si (trouve_compresse(pére,vi) !=trouve_compresse(pére,vs) et
lambda(P,v1, v2))

{

ajouter b au noyeau de contraction K
pére(vi) = v2

renvoyer K

Algorithme 4: Détermination du noyau de contraction

temps | Algorithme séquentiel | Jolion-Montanvert
32 x 32 0.00 s 0.06 s
64 x 64 0.01s 0.41s
128 x 128 0.05 s 3.34 s
256 x 256 0.23 s 26.15 s
512 x 512 2.35s 3 min 27 s
1024 x 1024 | 1 min 5 s 27 min 37 s

TaAB. 4.4 — Temps requis par nos algorithmes (sections 4.6.10.a et 4.6.10.b) pour contracter une
image de taille variable en un seul sommet. Les symboles min et s représentent respectivement les
minutes et le secondes.
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images de sauvegardes, nous avons stocké le niveau de chaque aréte sur 12 bits. Ce format permet
donc de stoker des pyramides composées de 212 = 4096 niveaux. Sachant que 'obtention de chaque
partition nécessite deux étapes de suppression d’arétes, le nombre de partitions correspondant & ces
niveaux est de % = 1365. Nous utilisons comme format de sauvegarde le format ppm qui permet
de coder une image RGB sur 24 bits. Nous utilisons la composante R et les 4 bits de poids faible de
la composante G pour la premiére aréte. La seconde aréte est codée sur les 4 bits de poids fort de la
composante G et la composante B. La figure 4.51 représente en fausses couleurs, deux sauvegardes
d’une pyramide codant les composantes connexes de I'image représentée sur la figure 4.51(a).
L’image de la figure 4.51 est obtenue & partir de notre méthode séquentielle (section 4.6.10.b)
tandis que la figure 4.51(c) est obtenue & partir de notre méthode parallele (section 4.6.10.a). La
structure de I'image apparait clairement dans la figure 4.51. En effet, 1'utilisation de noyaux de
contractions de profondeur quelconque permet d’appliquer a un niveau la méme opération a un
grand nombre d’arétes. Inversement, le nombre élevé d’itérations effectué par ’algorithme parallele
se traduit par un nombre plus élevé de couleurs sur la figure 4.51(c).

(a) Image originale (b) Pyramide séquentielle (c) Pyramide parallele

F1G. 4.51 — Sauvegarde de pyramides combinatoires codant les composantes connexes de la figure
(a). La figure (b) a été obtenue & l'aide de notre méthode séquentielle (section 4.6.10.b) tandis que
la figure (b) a été obtenue par notre méthode parallele (section 4.6.10.a).

Notre implémentation des pyramides combinatoires étant basé sur un codage implicite des py-
ramides, le chargement d’une pyramide & partir d’un fichier de sauvegarde nécessite de rechercher
le niveau de chaque brin de la carte initiale et de calculer la carte située au sommet de la py-
ramide. Nous utilisons pour cette derniere opération la conjecture définie dans la section 4.6.9
(équation 4.34). Cette équation nous permet de retrouver la carte combinatoire située au sommet
de la pyramide en ne parcourant que les frontiéres de la partition associées a cette carte. Notre
procédure de chargement effectue donc les opérations suivantes :

1. parcourir I'image de sauvegarde afin de déterminer le nombre de brins initiaux pour chaque

niveau;

2. parcourir une seconde fois I'image de sauvegarde afin de stocker les brins initiaux dans un

tableau. La place nécessaire pour chaque niveau a été réservée a la fin de la premiere étape;

3. pour chaque brin de plus haut niveau parcourir la frontiere qui lui est associée en utilisant

I’équation 4.34. Le dernier brin parcouru est le o-successeur du brin initial.
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Notre procédure de restauration de la pyramide réclame donc deux parcours de 'image de sauve-
garde et un parcours des frontieres de la partition définies au sommet de la pyramide.

4.6.10.d Obtention des contours d’une partition

Les contours d’une partition sont obtenus & nouveau par 1'équation 4.34 (section 4.6.9) qui
nous permet de retrouver ’ensemble des lignels définissant une partition en parcourant uniquement
I’ensemble des frontiéres. La figure 4.52 représente les contours d’une partition produite par un
algorithme de quantification [41] (section 3.2). Cette partition est codée par une pyramide utilisant
une fonction lambda qui renvoie vrai si deux sommets codent deux pixels ou deux régions de meéme
couleur (section 4.6.10.a). Les contours verticaux sur cette figure correspondent aux arétes fictives
codant les relations d’inclusion entre les régions. Les nombreuses petites régions de cette image
peuvent étre supprimées en rajoutant une nouvelle étape qui fusionne a une région adjacente toute
région dont la taille est inférieure & seuil (fixé ici & 20 pixels). L’image résultat est représentée sur
la figure 4.53 sans les contours des arétes fictives.

(a) Image originale (b) Image quantifiée (c¢) Contours

F1a. 4.52 — Contours (¢) des composantes connexes obtenues & partir d’un algorithme de quanti-
fication (b) appliqué sur 'image Lenna (a).

Notons que les lignels que nous parcourons séparent des pixels appartenant & des régions
différentes. Nous pouvons accéder a ces pixels en calculant les sommets de la carte de base qui
possedent les deux brins associés a chaque lignel. La figure 4.54 représente un grossissement des
contours de l'image Lenna dans lesquels nous avons affecté des couleurs différentes aux pixels de
part et d’autres de chaque frontiere. Dans le cadre d’un calcul de la frontiere d’une région et non
plus de I'ensemble des frontieres de la partition, I'orientation définie sur chaque frontiére nous
permet de définir la frontiere intérieure d’une région. En effet, pour un sommet v et un brin b
appartenant a ce sommet, ’ensemble des brins frontieres calculés par ’équation 4.34 appartient
au champs récepteurs de b. Le champ récepteur d’un sommet étant défini comme la concaténation
des champs récepteurs de ses brins (définition 31), les sommets de la carte de base appartiendront
au champ récepteur de v et donc a la région associée a celui-ci.



4.6. NOTRE CONTRIBUTION : LES PYRAMIDES COMBINATOIRES 207

(a) Image bruitée (b) Image (a) sans arétes (¢) Suppression des pe-
fictives tites régions

F1G. 4.53 — Suppression des régions de taille inférieures & 20 dans I'image (a).

(a) Contours intérieur (b) Région en bas
a droite

F1G. 4.54 — Zoom (b) de la région située en bas & droite de I'image des contours intérieurs de
Lenna (a). Les pixels de part et d’autre de chaque frontiére ont été tracés avec les couleurs noires
et rouge.
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4.6.11 Conclusions et perspectives

Nous avons décrit dans la section 4.6 un nouveau type de modele pyramidal basé sur les cartes
combinatoires. Ce modele se distingue des modeles basés sur des graphes simples ou des graphes
duaux (sections 4.3 et 4.5) par un codage implicite des sommets et un codage explicite de 1'orien-
tation. Ajoutons que les cartes combinatoires sont le seul modele basé explicitement sur un codage
d’une carte topologique (section 4.6.1). Cette mise en correspondance entre les arétes de la carte
combinatoire et les frontieres de la partition permet de décrire finement celle-ci. Nous avons décrit
dans les sections 4.6.2 et 4.6.3 les principaux outils permettant de construire explicitement la pyra-
mide comme un suite de cartes combinatoires successivement réduites. Nous avons ensuite étudié
des outils permettant de combiner des noyaux de méme type (section 4.6.4) ou de types différents
(section 4.6.5). Les outils décrits dans les sections 4.6.5 et 4.6.6 nous ont permis de proposer un
nouveau codage de la pyramide basé uniquement sur le niveau ou disparait un brin et 'opération
qui a conduit a sa disparition. Ce type de codage a été utilisé pour retrouver soit un niveau parti-
culier d’une pyramide (section 4.6.6) soit I’ensemble des niveaux (section 4.6.7). Enfin nous avons
décrit dans la section 4.6.8 les notions de fenétres de réduction et de champs récepteurs dans le
cadre des pyramides combinatoires. Notez que les fenétres de réduction et les champs récepteurs
sont respectivement basés sur les chemins et les séquences de connexion qui ont été utilisés pour
construire la pyramide. Ces outils servent donc a la fois dans le cadre d’une analyse ascendante
pour construire la pyramide mais également dans le cadre d’une analyse descendante pour retrouver
I’ensemble des fils d’un brin ou d’un sommet.

Finalement, nous pouvons mentionner des résultats extrémement intéressants de Guillaume
Damiand et Pascal Lienhardt [61] concernant 'extension & n dimensions de nos travaux définis
pour des cartes 2D. Ces travaux sont basés sur une extension des cartes combinatoires appelée
cartes combinatoires généralisées qui permettent de coder une partition d’un espace de dimension
n en objets avec ou sans bords orientables ou non orientables :

Définition 32 Cartes généralisée

Soit n > 1. Une carte combinatoire généralisée de dimension n (n-G-carte) est une algébre
G=(B,ag,...,an) ot :

1. B est un ensemble finis de brins.

2. Vi €{0,...,n} «; est une involution

3. Vie{0,...,n},Vje{i+2,....,n} ajoq; est une involution.

En dimension 2, une n-G-carte est un quadruplet G = (B, ay, a1, a2) ol 'involution ay permet
de retrouver les deux brins d’'une méme aréte et 'involution 1 associe deux brins incidents au
méme sommet dans une méme face. Enfin, 'involution as met en relation deux brins associés a la
méme aréte et au méme sommet mais dans deux faces différentes (figure 4.55).

La permutation g joue donc un roéle identique a notre permutation «, alors que notre permuta-
tion o correspond & a0 ;. Plus précisément, il a été montré [132] que le triplet (B, agoaa, agoaq)
définit une carte appelée carte des hyper-volumes de G.

Une cellule de dimension ¢ d’'une n — G-carte se définit comme 'orbite d’un brin b par le
groupe de permutations engendré par < «g,...,Q—1,Qit1...,q, > [61]. Ce dernier groupe de
permutations est notée <>py_; et la i-cellule d’un brin b est donc noté <>x_; (b). La i cellule
d’un brin b correspond donc a I’ensemble des brins que I’on peut atteindre a partir de b en utilisant
toutes les involutions sauf a;- Intuitivement, une cellule de dimension 0 correspond a un point
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a0(2) = -2

a1(2) = -1

042(2) = -8

b—d '|>7 7Q

A _9 8 6 <>n-0(2) = {2,-8,5,-1}
<>N-1 (2) = {27—2,8, —8}

—4 2AR8 O <>no2(2) = {2,-2,3,-3,4,

(a) {-8,...,—1,1,...,8}, 0, x1, x2) (b) « successeurs et i-cellules de 2

F1a. 4.55 — Une 2-G-carte (a) et les o successeurs et i orbites de 2(b)

tandis que les cellules de dimensions 1, 2 et 3 correspondent respectivement a une aréte, une face
et un volume (figure 4.55).

En dimensions 2, les opérations de contraction et de suppression peuvent s’interpréter en termes

d’opérations sur des cellules. En effet :

— la contraction d’une aréte peut s’interpréter comme la contraction d’une cellule de dimen-
sion 1;

— la suppression d’une boucle peut s’interpréter comme la suppression d’une cellule de dimen-
sion 1;

— ma suppression d’une aréte double peut simultanément s’interpréter comme la suppression
d’une cellule de dimension 0 dans le dual ou la contraction d’une cellule de dimension 2 dans
le primal.

La simplification d’une partition d’un espace de dimension n peut donc s’exprimer en termes

de suppressions et contractions de cellules de dimensions ¢. On peut notamment définir une notion
analogue a celle des chemins de connexion :

Définition 33 Chemins de connexion dans des G cartes
Soit un ensemble de brins K. On dira que K définit un ensemble d’i-cellules si et seulement
K =<>n_; (K).

Dans ce cas, le chemin de connexion de tout brin b € BS = B — K est défini par :
- st K désigne un ensemble d’i-cellules a supprimer tel quet =n —1 ou

Vbe K Qj42 O ai+1(b) = Qj+1 O Qj42 (b)
alors le chemin de connexion de b noté CW*(b) est défini par :

CWH(b) = b. (i1 0 @i(b)) ... (aiz1 0o (B)" ™" avec n = Min{k € IN | (cviy1 0 ai(b/))koai(b) € BS};



210 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS HIERARCHIQUES

— si K désigne un ensemble d’i-cellules a contracter tel que i =1 ou
Voe K a;—20a;-1(b) = aj—10a;—2(b)
alors le chemin de connexion de b noté CW(b) est défini par :
CW'(b) =b. (a;_1 0a;(b)) ... (10 ozi(b))n*1 avec n = Min{k € N | (a;_1 0 ai(b’))koai(b) € BS}.

La condition K =<>y_; (K) correspond a la condition K = o*(K) utilisée dans le cadre des
cartes 2D. De la méme facon que ’on ne désire pas appliquer une opération sur une moitié d’aréte
pour les cartes 2D, I'on désire appliquer 'opération de contraction ou suppression sur ’ensemble
des brins d’une i—cellule dans le cadre des cartes généralisées. Les conditions a2 o a;41(b) =
@it1 © aiyo(b) et ;g 0 a;—1(b) = a;—1 o a;—o(b) utilisées respectivement pour les suppressions
et les contractions correspondent intuitivement aux configurations d’arétes pour lesquelles une
simplification est possible. Ces cas correspondent donc a notre suppression de boucles directes et
d’arétes doubles utilisée pour simplifier la partition apres ’application d’un noyau de contraction.
Notez la similitude entre la définition des chemins de connexion de la Définition 33 et celle
donnée dans le cadre des cartes 2D (Définition 18). Cette similitude entre la forme des chemins
de connexion s’étend aux résultats que l'on peut obtenir a partir de ceux-ci. En effet, pour un
ensemble d’i—cellules K et un brin b € BS tel que CW*(b) = b.b; . ...y, nous avons [61] :

{ Vji€{0,...,n},j#i (b) = a;(b)
a;(b) = ai(bp)

ou G’ = (BS,«y,...,a,) représente la carte issue de la contraction ou suppression de K.

Cette derniere équation est tres similaire a I’équation 4.12 obtenue dans la cadre des cartes
2D. G. Damiand et P. Lienhardt proposent dans le méme article [61] une généralisation de ces
résultats a des noyaux comprenant simultanément des contractions et des suppressions de cellules
de dimensions quelconques. Il reste toutefois a interpréter ces résultats en termes de fusions de
régions et de simplification de partitions et a étudier le plongement des brins d’une carte réduite.
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4.7 Lexique des principaux symboles utilisés

b brin survivant de niveau 7 dont la séquence de connexion contient b
— B ensemble des brins survivants de niveau
— OV chemin de connexion de b
= DSy ensemble des niveaux pour lesquels b a un successeur

dans la séquence de connexion qui le contient

— ensemble des arétes d’une carte topologique
B ensemble des arétes du graphe G;
Y 22 ensemble des frontieres de niveau 4
= FRor(hy v fenétre de réduction de niveau ¢ du sommet o (b)
= G ensemble des points appartenant a une carte topologique
= G graphe ou carte combinatoire
G dual de graphe ou de la carte G
= Gl graphe ou carte de niveau ¢ dans une pyramide
—Ind;(b) ... indice du brin b dans la séquence de connexion qui le contient
— K noyau de contraction ou de suppression
—Li(b) oo niveau maximum atteint dans la séquence de connexion définie par b
= Li(d) e minimum entre le niveau de b et le niveau maximum
atteint apres b dans la séquence de connexion le contenant

—Lip(d) oo index du premier dans la séquence de connexion de niveau 4
contenant b dont le niveau est supérieur ou égal a j

— N ensemble des arétes non survivantes dans un noyau de contraction
= INEl v ensemble des sommets survivants dans le processus de décimation
amélioré défini par Jolion

— OG0 graphe orienté codant une carte planaire
= Di e variable booléenne indiquant si un sommet survit lors de la définition d’'un noyau

par la méthode de Meer et Montanvert
— g; variable booléenne indiquant si un sommet reste candidat lors de la définition d’un noyau
par la méthode de Meer et Montanvert

— RWi(b) e fenétre de réduction de niveau ¢ de b
= Rop(p) cvvveiiii champ récepteur d’un sommet de niveau
[e]

= Ror(b) v intérieur de la région R, ()
R 2 arbre
— RE(D) oot champ récepteur de niveau i du brin b
Eeai S P facteur de réduction
— S ensemble des sommets survivants dans un noyau de contraction
= SCD) e séquence de connexion de niveau ¢ de b
= SUCCHD(J) veii premier brin de niveau supérieur a j rencontré apres b

dans la séquence de connexion de niveau i qui le contient
— Ve ensemble des sommets d'un graphe
2 ensemble des sommets d’une carte topologique
- Vi ensemble des sommets du graphe de niveau ¢ dans une pyramide irréguliere
— T ... variable aléatoire utilisée dans le processus de décimation de Meer et Montanvert.

O involution codant les arétes dans les cartes combinatoires
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UK e involution a de la carte des chemins de connexion
i S séquence de brins vides
D T fonction codant explicitement toutes les permutations o
des cartes d'une pyramide combinatoire

O permutation codant 1'ordre des arétes autour de chaque sommet
dans les cartes combinatoires

O e permutation o de la carte des chemins de connexion
D e permutation codant l'ordre des arétes autour de chaque face
dans les cartes combinatoires

DK e permutation ¢ de la carte des chemins de connexion

T ORGr(b) frontiere de la région R, ().



Chapitre 5

Programme de recherche

Les thémes abordés dans ce mémoire bien que se rapportant tous au traitement et & I’analyse
d’image sont extrémement divers et concernent a la fois des traitements bas niveaux et des traite-
ments hauts niveaux. Notre objectif & moyen terme est d’arriver a combiner tous ces éléments ou
a établir des collaborations entre ces différentes activités.

Fonctions de Protvisent calculer segmefnter ihentifier csemblor
réflectance > | Image numériqug — Attributs—* Régions T— Parties d’objets —Objets

Modeles de réflexion Représentation topologiques

Traitement d’images

F1c. 5.1 — Suite des processus et traitements intervenants en traitement d’images surimposée avec les
thémes abordés dans ce mémoire

Toutefois, cet objectif de cohésion ne répond pas seulement a des contraintes de confort intellec-
tuel mais également a une complémentarité réelle entre les différents themes abordés. La figure 5.1
superpose a la séquence d’opérations impliquées dans un processus d’analyse d’image (Fig. 1.1) les
domaines couverts dans ce mémoire.

Les modeles de réflexion fournissent des outils permettant de décrire le processus de formation
d’une image. Il est donc possible, dans un environnement contrélé, de prédire les propriétés de
I’ensemble des couleurs d’une image a partir des propriétés de la scéne. Certains résultats statis-
tiques [151, 42] suggerent que des informations sur ’ensemble des couleurs d’une image peuvent
étre supposées a priori lorsque 'environnement d’acquisition est moins controlé et les scénes plus

213
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variées. Les modeles de réflexion peuvent dans ce cas aider & définir le cadre dans lequel ces infor-
mations peuvent étre supposées. Ces informations statistiques ont été utilisées deux fois dans le
chapitre 3 (section 3.4).

Les algorithmes de traitement d’images couleurs utilisent les informations fournies par les
modeles de réflexions pour calculer des attributs de pixels et définir & partir de ceux-ci des quantités
invariantes pour chaque matériau de I'image (section 2.4). Les algorithmes de traitement d’images
ne se limitent pas a l'utilisation des modeles de réflexion et une grande variété de criteres et de trai-
tements peuvent étre utilisés pour traiter une image ou extraire des informations de celle-ci. Dans
ce cadre, les méthodes de quantification (section 3.2) permettent de regrouper certaines couleurs
de 'image afin d’obtenir une premiere partition de celle-ci en régions homogenes. La quantification
peut donc étre utilisée comme pré-traitement de méthodes de segmentation plus complexes ou
pour découper des régions dans le cadre d'un algorithme de découpe récursive ou de découpe -
fusion [33].

Les régions définies par les algorithmes de traitement d’image peuvent étre codées par une
représentation topologique telle que les pyramides combinatoires (section 4.6). Les algorithmes
de traitement d’images fournissent donc aux modeles de représentation topologiques des criteres
permettant de définir des régions. Inversement, les représentations topologiques fournissent aux
méthodes de traitement d’images des informations topologiques sur la partition telles que les rela-
tions d’adjacences, d’inclusion ou la liste des frontieres d’une ou plusieurs régions. Ces informations
sont utilisées par les algorithmes de traitement d’image pour modifier la partition. Les collabo-
rations entre les différents domaines abordés dans ce mémoire sont représentées sur la figure 5.2.
Notons toutefois, que dans le cadre d’une application les trois composantes représentées sur la
figure 5.2 sont étroitement imbriquées. On obtient alors plus simplement, un algorithme de traite-
ment d’image basé sur une représentation topologique et qui utilise des modeles de réflexion.

—_— .
couleur topologiques

réflexion

2)
Modeles de (1) Traitement d’images /\\‘ Représentations

(3)
(1) fournit des informations sur ’ensemble des couleurs d’une image;
(2) fournit des criteres d’homogénéité définissant les régions;
(3) fournit des informations topologiques permettant de définir les critéres d’homogénéité.

F1G. 5.2 — Relations entre les themes abordés dans les différents chapitres

Nous avons évoqué tout au long de ce mémoire de multiples questions qui demeurent en sus-
pend. Certaines de ces questions sont internes a une problématique tandis que d’autres concernent
simultanément plusieurs domaines abordés dans ce mémoire. Ces problemes peuvent se regrouper
en différents themes de recherche que nous allons brievement énumérer avant de les développer et
indiquer la démarche que nous comptons utiliser pour les aborder.

Liens entre les modeles de réflexion et le traitement d’images
Les modeles de réflexion permettent de prédire la couleur d’un pixel en fonction des pa-
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rametres de la scene. Ces modeles permettent de prédire a prior: des informations sur 1’en-

semble des couleurs d’une image en fonction de la scéne. Toutefois, les applications actuelles

de ces modeles concernent essentiellement :

— la segmentation en matériaux;

— les méthodes de mesure des propriétés optiques de surface grace a I'estimation des pa-
rametres des modeles de réflexion ;

— les méthodes de reconstruction basées sur une inversion des modeles de réflexion. Il s’agit
en effet, de retrouver la normale en chaque point de la scéne en fonction de la couleur des
matériaux.

Nous envisageons d’élargir les domaines d’applications de ces modeles en étudiant plus ex-

haustivement les relations entre les parametres de la scene et la distribution de I’ensemble

des couleurs d’une image. Cette étude devrait permettre de nombreuses applications en ima-
gerie couleur et confirmer certains résultats statistiques précédemment obtenus [151] tout en
précisant les domaines de validité de ceux-ci.

Méthodes de quantification mixtes
Comme nous 'avons vu dans la section 3.2.6, les méthodes de quantification mixtes ont été
jusqu’ici assez peu explorées malgré leurs fort potentiel. Le développement de ces méthodes
doit pouvoir s’effectuer en travaillant simultanément sur :

1. les méthodes de découpes initiales : il s’agira dans ce cas d’étudier des méthodes de
découpe permettant de réduire la quantité de données de I'image avec une perte d’in-
formation minimale ;

2. les méthodes de fusion : il faudra étudier plus attentivement les heuristiques de fusion et
évaluer le colit de celle-ci en regard des améliorations apportées a la qualité de I'image.

Notons que les deux problemes sont liés. En effet, une réduction importante des données de
I'image se justifie si elle permet 1'utilisation d’un algorithme de fusion plus efficace. Dans ce
domaine, l'erreur de partition finale reste un critere déterminant pour juger de la validité
d’une heuristique.

Liens entre représentation topologiques et hiérarchiques

Les représentations topologiques basées sur les cartes combinatoires ou les cartes combina-
toires généralisées ont été utilisées en synthese et traitement d’images pour modéliser respecti-
vement des scénes 3D [15, 133] et des partitions d’images 2D [26, 21, 2] ou 3D [23, 22, 14, 62].
Notre contribution a ce domaine de recherche a consisté a introduire la notion de hiérarchies
dans le cadre des représentations topologiques. Cette recherche a abouti au modele des pyra-
mides combinatoires 2D que nous avons développé et implémenté. Il reste toutefois a élargir
Iintégration des modeles hiérarchiques dans les représentations topologiques. Les deux direc-
tions sur lesquelles nous comptons travailler sont :

1. Pextension & des dimensions quelconques;
2. l'utilisation d’une carte initiale quelconque pour la pyramide.

Le premier point doit nous permettre de traiter des données 3D utilisées en imagerie médicale.
Des données de dimensions supérieures pourraient également étre traitées si une application
se présentait. Le second point doit nous permettre d’étendre le domaine d’application des
représentations hiérarchiques a base topologiques aux domaines n’utilisant pas une grille
discrete a la base de la pyramide. Les applications que nous envisageons sont la représentation
hiérarchique de maillages modélisant des scenes 3D, des terrains ou des couches géologiques.
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Liens entre les représentations topologiques et les méthodes de traitement d’images
L’utilisation de graphes en traitement d’images n’est pas nouvelle et le comité technique
numéro 15 d’TAPR (IAPR-TC15) a montré lors de ses différents groupes de travail que les
applications des graphes en traitement d’images ouvraient de nombreuses perspectives a
différents sous-domaines du traitement et de Panalyse d’images tels que la segmentation [86],
la reconnaissance de formes [176, 169] ou l’analyse de scenes [7].

Nous comptons étudier 'apport des cartes combinatoires au problemes d’appariement de
formes codées par des graphes planaires. Ce probleme est un des domaines importants abordé
par 'TAPR-TC15 et a des fortes applications en reconnaissance de formes et en classification
d’images [99, 145]. Nous pensons que orientation codée explicitement par les cartes com-
binatoires peut permettre une meilleure discrimination des graphes et donc des formes ou
images représentées par ceux-ci.

Nous pensons également poursuivre notre effort dans le domaine des pyramides combina-
toires. La poursuite de cet effort se traduira par des applications utilisant le traitement
d’images couleurs dans un cadre hiérarchique ascendant. Nous comptons notamment définir
des méthodes de segmentation prenant en compte simultanément les phénomenes physiques
qui créent un vecteur couleur et les phénomenes physiologiques qui permettent une in-
terprétation de celui-ci par ’étre humain.

Axes de recherches a court terme

Nous comptons rapidement appliquer les pyramides combinatoires a la segmentation en
matériaux. Nous comptons également poursuivre nos investigations sur les méthodes de quan-
tification mixtes en utilisant une découpe de la projection du multi-ensemble initial sur son
plan principal.

Axes de recherches a moyen terme

A moyen terme, nous comptons résoudre les derniers problemes théoriques qui se posent dans
le cadre des pyramides combinatoires. Ces problemes concernent essentiellement le plonge-
ment de la carte combinatoire et la conception de méthodes permettant un acces efficace aux
informations souvent sollicitées par les algorithmes de traitement d’images.

Nous comptons également étudier les liens existants entre les modeles de réflexion et la
distribution de ’ensemble des couleurs d’une image.

Axe de recherches a long terme

Nos axes de recherche a long terme se placent dans le cadre d’un renforcement des liens
entre les traitements haut et bas niveaux. Nous comptons notamment étudier les méthodes
d’appariement de cartes combinatoires 2D dans le cadre de la reconnaissance de formes.
Nous comptons également intégrer dans le cadre de traitements hiérarchiques deux aspects
fondamentaux de la couleur : la prise en compte des phénomenes physiques qui créent le
triplé couleur & la base de la pyramide (donc lors de la formation de petites régions) et
prise en compte de la perception des images colorées a des niveaux plus élevés. Les relations
topologiques entre les régions devraient étre un outil fort utile dans cette derniere étape.

Nous comptons également étudier avec I’équipe modélisation du laboratoire IRCOM-SIC de
Poitiers ’extension des pyramides combinatoires a des dimensions supérieures. Cet axe de
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recherche a des application évidentes en imagerie médicale ot I’on doit traiter de nombreuses
images 3D. Plus généralement cet axe de recherche devrait ouvrir de nombreuses opportunités
d’applications dans tous les domaines ot I’on doit traiter et structurer des masses importantes
de données.

Nous comptons enfin étudier les problémes impliqués par les opérations de «relinkings [147]
dans le cadre des pyramides combinatoires. Cette opération consiste a modifier le pere d’un
sommet non survivant a un certain niveau de la pyramide. Cette opération a des répercussions
sur les niveaux supérieurs a celui-ci. Ce type d’opération permet donc de remettre en cause
une fusion entre deux régions effectuée a un certain niveau de la pyramide. Ce type de
méthode peut s’avérer tres utile dans le cadre de 'adaptation de pyramides a de nouvelles
données.

5.1 Traitements d’images couleur et modeles de réflexion

Nos activités de recherche sur le traitement et l'affichage d’images couleur ont porté sur les
méthodes de quantification et d’inversion de tables de couleurs. Comme nous I’avons mentionné, il
est peu probable qu'une évolution majeure intervienne dans le domaine des méthodes de quantifica-
tions descendantes (section 3.2.3). Toutefois, les méthodes de quantification mixtes (section 3.2.6)
semblent présenter un fort potentiel jusqu’ici peu exploité. Le principal avantage de ce type de
méthode est de pouvoir étre appliqué simultanément dans le cadre de I'affichage d’images et de la
classification. Les méthodes de quantification spatiale sont quand & elles plus dévolues a ’affichage
d’images et représentent certainement l’avenir de ce domaine de recherche.

Nos perspectives de recherche dans ce domaine sont doubles : nous pensons tout d’abord appro-
fondir notre étude des méthodes mixtes. Nous comptons pour cela étudier prochainement l'intérét
d’une méthode de quantification mixte basée sur une découpe du plan principal du multi-ensemble
d’une image. Utiliser une partition du plan principal plutdot qu'une partition du multi-ensemble
initial revient a s’interdire des découpes suivant le troisieme vecteur propre du multi-ensemble.
Cette projection devrait permettre de s’affranchir de certaines des limitations de notre méthode
basée sur une découpe du cube RGB. En effet, un des inconvénient d’une découpe uniforme 3D
du cube RGB est qu'un nombre important de cubes issus du partitionnement uniforme sont vides
ou ne contiennent que tres peu de couleurs. Ce type de partitionnement utilise donc inutilement
de la place mémoire. De plus, la relation entre le nombre de cubes utilisés pour le partitionnement
initial et le nombre de cubes non vides effectivement utilisés par I’algorithme de fusion dépend de la
distribution de couleurs de I'image et est donc difficile a paramétrer. La projection sur le plan prin-
cipal doit nous permettre de travailler sur un espace beaucoup plus «plein» dans lequel le nombre
de carrés utilisés pour le partitionnement initial sera proche du nombre utilisé effectivement par
I’algorithme de fusion.

Toutefois, cette méthode ne sera intéressante que si la projection sur le plan principal n’occa-
sionne pas une perte trop importante d’information. Ici encore, nous nous appuyons sur les travaux
d’Otha [151] confirmés par nos propres expériences (section 3.3.6). En effet, selon Otha, la valeur
de la troisieme valeur propre d’un multi-ensemble est souvent négligeable par rapport aux deux
premieres. Le multi-ensemble varie donc peu a priori suivant le troisieme vecteur propre. Il est
donc probable que des cubes découpant le multi-ensemble initial perpendiculairement & ce vecteur
seront réunis ultérieurement par l'algorithme de fusion. Projeter le multi-ensemble sur son plan
principal revient donc a anticiper cette action.
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Plus généralement, nous aimerions étudier 'apport éventuel des modeles de réflexions sur les
méthodes de quantification. En effet, les modeles de réflexion peuvent fournir des informations
a priori sur I'ensemble des couleurs d’une image qui peuvent étre utilisées dans le cadre de la
quantification. Notons qu’une approche similaire a été effectuée par Ramamoorthi [164] dans le
cadre de l'analyse d’objets acquis a l'aide d’illuminants de différentes directions. Ramamoorthi,
utilise un modele Lambertien pour mener une étude théorique permettant de définir un ensemble
de directions d’illumination fournissant des informations maximales et non corrélées.

Nous comptons nous investir d’avantage dans la segmentation en matériaux en étudiant plus
attentivement les liens existants entre les méthodes d’estimation de parametres pour la reconstruc-
tion et les méthodes de segmentation en matériaux. En effet, les constantes des modeles de réflexion
sont déterminées par les propriétés optiques des matériaux; les évaluer permet donc d’obtenir des
invariants pour chacune des régions codant un matériau de I'image. Par exemple, si nous compa-
rons les méthodes de segmentation en matériaux de Klinker [94](section 2.4.1) et d’estimation de
parametres de Kay [118] (section 2.5.3) nous pouvons remarquer que :

1. Fixer le modele de réflexion d’un pixel détermine les variations de sa couleur en fonction de
la normale a la surface. La détermination par Kay du meilleur modele permettant de décrire
la réflexion d’un pixel a donc forcément un lien avec la dimension du voisinage de chaque
pixel calculée par Klinker.

2. L’estimation de la valeur des constantes effectuée par Kay pour chaque pixel est extrémement
proche de I'affectation par Klinker de chaque pixel a un matériau.

5.2 Représentation hiérarchiques et traitement d’images

L’introduction des représentation hiérarchiques en traitement d’images se situe dans le milieu
des années 70 [183]. Le lien entre représentations hiérarchiques et traitement d’images est donc
ancien et ne s’est jamais rompu [45, 115, 146, 114, 141, 53, 124, 40].

Nous comptons étudier prochainement ’apport des représentation hiérarchiques a la segmen-
tation en matériaux. Nous allons pour cela combiner la méthodes de segmentation en matériaux
de Klinker [94] (section 2.4.1) basée sur une approche ascendante avec la méthode de décimation
définie par Jolion [114](section 4.3).

La méthode de Klinker repose sur une estimation de la dimension de I’ensemble des couleurs au
voisinage de chaque pixel de I'image. L’espace couleur étant de dimension 3, la dimension associée a
chaque pixel est donc égale a 1, 2 ou 3. Klinker effectue dans un premier temps des fusions de pixels
ou de régions de dimension 1 si le résultat conserve cette dimension. Dans un second temps, Klinker
fusionne des régions de dimension 1 adjacentes si I’ensemble des couleurs de la région fusionnée
vérifie une condition appelée 'hypothese des 50% supérieurs (section 2.4.1). De son coté, Jolion a
défini une méthode de segmentation ascendante basée sur les pyramides irrégulieres. Dans le cadre
du processus de décimation défini par Jolion, les sommets survivants ont une variance minimale.
Cette variance est calculée sur un voisinage de chaque sommet. Les sommets non survivants sont
alors attachés au sommet survivant adjacent dont le niveau de gris est le plus proche.

Une adaptation de la méthode définie par Jolion a la segmentation en matériaux consistera a
attacher a chaque sommet initial une valeur représentant 1’écart entre la distribution des couleurs
du voisinage d'un sommet et une droite. Cet écart peut étre défini par le rapport :

v2 + U3
’L)1+’L)2+’L)3
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ou (v1,ve,vs) représentent les 3 valeurs propres de la matrice de covariance calculée & partir de
I’ensemble des couleurs du voisinage d’un sommet.

Chaque sommet non survivant est alors attaché au sommet survivant dont il modifie le moins la
distribution des couleurs. Ce processus de décimation peut étre combiné avec la fonction A définie
par Montanvert [146](section 4.3) de fagon & exclure temporairement du processus de fusion les
pixels de dimension 2 ou 3. On peut également utiliser un processus de décimation asynchrone
(section 4.4) de fagon & privilégier la fusion des sommets de dimension 1.

La construction de la pyramide va donc agréger les pixels de telle facon que l'’ensemble des
couleurs de chaque région forme une droite dans l'espace couleur choisi (cet espace doit tout de
méme étre déduit des réponses des capteurs par une transformation linéaire). Un second critére de
fusion peut alors étre utilisé dans la pyramide de fagon & fusionner toutes les régions adjacentes
de dimension 1 dont la fusion produit une région de dimension 2 vérifiant ’hypothese des 50%
supérieurs. Un troisieme critere de fusion peut étre utilisé pour fusionner les sommets de dimension
2 ou 3 initialement rejetés du processus de fusion. Chaque pixel de dimension 2 ou 3 est alors
fusionné & la régions de dimension 2 dont il modifie le moins la distribution.

Nous comptons également étudier 'apport des pyramides combinatoires aux problémes de re-
connaissance de formes basées sur d’appariement de graphes. Nous pensons en effet que ’orientation
peut étre extrémement intéressante dans ce cadre. Etudions, a titre d’exemple, le graphe représenté
sur la figure 5.3(a). Ce graphe est isomorphe au graphe représenté sur la figure 5.3(b) si nous appa-
rions les arétes (p1,p2) et (g1, g2). Dans le cadre d’un controle industriel ou la figure 5.3(a) coderait
le modele d’une piece et la figure 5.3(b), une piece & controler les deux pieces sont rigoureuse-
ment identiques pour un algorithme d’appariement de graphe classique. Dans le cadre des cartes
combinatoires, le seul isomorphisme possible est celui qui apparie (p1,q2) et (q1,p2). Des critéres
géométriques peuvent dans ce cas permettre de rejeter cet isomorphisme et de conclure a un défaut
de la piece.

7 7

P1

(a) (b)

F1a. 5.3 — Deux graphes similaires codés par deuz cartes distinctes

Les travaux précurseurs de R. Cori [57] sur les automorphismes de cartes combinatoires semblent
montrer qu’'un isomorphisme de cartes combinatoires obéit a des contraintes beaucoup plus fortes
qu’un isomorphisme de graphe. De fait, un isomorphisme de cartes combinatoires est déterminé
par I’association de deux brins dans chacune des cartes. Cette propriété extrémement forte permet
de calculer un isomorphisme entre deux cartes dans un temps au pire égal & O(n?) ou n est le
nombre de brins des deux cartes. Le travail que nous avons initié avec Katerina Schindler (PRIP,
Université Technique de Vienne) consiste tout d’abord & améliorer cette complexité puis & étendre
ces résultats aux morphismes de cartes.

Notons que cette activité de recherche n’exclut pas les représentations pyramidales. En effet,
une solution a 'appariement de graphes complexes consiste a construire des pyramides réduisant
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les deux graphes puis & apparier les versions réduites par une approche descendante. On procede
donc des graphes les plus simples aux plus complexes.

5.3 Représentations topologiques et hiérarchiques

Les travaux que nous avons effectués dans le cadre des pyramides combinatoires sont indépendants
du type de carte utilisée pour coder la partition et de la grille discrete associée a la carte de base. On
peut ainsi, sans changer le formalisme, utiliser indifféremment une carte des régions ou une carte
des frontieres. Plus généralement, le formalisme actuel supporte 'utilisation d’une carte quelconque
comme carte initiale. On peut donc par exemple, définir une pyramide a partir d’une vectorisation
du squelette d’une forme. La pyramide définit dans ce cas une pyramides de formes.

Toutefois, une telle généralité ne permet pas de préciser efficacement le plongement. En effet, le
plongement d’une carte décrit 'objet géométrique associé a un sommet ou une face d’une carte de
la pyramide. Préciser la géométrie de 'objet associé par exemple a un sommet implique de savoir :

1. ce que représente ce sommet, donc si nous utilisons une carte des frontieres ou des régions,

2. quelle est la géométrie associée a chaque brin de la carte de base. Autrement dit, quel type
de grille discrete a été réduit dans la pyramide.

Nous comptons entamer cette étude en nous penchant sur le cas d’une carte des régions associée
a une grille 4 connexe. Il est en effet fort probable que la plupart des résultats pourront facilement
se généraliser & d’autres types de grilles ou a des cartes des frontieres. Il est donc inutile d’étudier le
probleme dans toute sa complexité des le départ. Nous comptons montrer la validité des algorithmes
qui :

— parcourent la frontiére entre deux régions associées a un brin survivant ;

— permettent de déterminer une carte réduite de niveau 7 en ne parcourant que les frontieres

des régions de niveau i.

Nous comptons également agréger les résultats précédents en déterminant la frontiere d’une
région et l'intérieur de celle-ci. Il faudra bien évidement définir des algorithmes permettant un
parcours rapide de l'intérieur d’un région.

A plus long terme, nous pensons orienter nos recherches suivant deux directions :

Tout d’abord, nous comptons travailler en collaboration avec I’équipe modélisation du labora-
toire IRCOM-SIC de Poitiers et plus particulierement avec Pascal Lienhardt et Guillaume Damiand
de facon a étendre les résultats obtenus a des dimensions quelconques. Les premiers résultats ob-
tenus semblent prometteurs (section 4.6.11).

Nous comptons également étudier les problemes de relinking dans les pyramides combinatoires.
Le relinking dans une pyramide irréguliere [147] consiste & changer le pere d’'un sommet de la
pyramide et & mettre a jour les niveaux de la pyramide supérieurs a celui ou est défini ce sommet.
Le principal intérét de cette méthode est de permettre de remettre en cause dans le cadre d’une
approche descendante des choix qui ont été faits lors de la construction de la pyramide (donc dans
le cadre d’une analyse ascendante). Ce type d’opération permet également d’adapter des pyramides
a de nouvelles données en changeant les valeurs a la base de celle-ci et en modifiant les relations
pere - fils en fonction de ces nouvelles valeurs.
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5.4 Conclusions

Notre objectif a long terme est donc double : d’une part travailler sur les méthodes bas ni-
veau afin de mieux comprendre et exploiter I'information couleur. D’autre part, définir un modele
permettant de coder des hiérarchies de partitions de dimensions quelconques et d’étudier leurs
applications pour la modélisation et la vision.

La poursuite de ces deux objectifs complémentaires permettra de :

1. créer des ponts souvent inexistants entre les communautés scientifiques spécialisées dans la
modélisation et le traitement d’image;

2. mettre en relation des approches en traitement d’images qui se distinguent souvent unique-
ment par la dimension de ’espace ou la structure de données utilisée pour la modélisation
des partitions. Ce dernier point fait parti des problématiques abordées par 'action spécifique
AS STIC CNRS : imagerie, vision et analyse de scenes.

Créer une dynamique entre les méthodes de modélisation et de traitement d’images ouvrira des
perspectives insoupgonnées aux deux communautés.






Chapitre 6

Annexe

6.1 Algorithme de Bister

Cette section décrit I’algorithme de Bister [16] utilisé en section 4.2 (voir également la figure 4.5).
Nous reprenons ici les notations de Bister.

6.1.1 Notations

P : pixel P

P : fils du pixel P

pe : perede P

pr . pere du pixel P’ c’est & dire pere du fils du pixel P
p’ . fils de P° : fils du pere du pixel P

v(P) :  niveau de gris du pixel P

a(P) : facteur de surface du pixel P

w(P,P°) : poids du lien entre P et son pere P°

Dans le cadre de pyramides recouvrantes (section 4.2) un pixel a plusieurs fils et chaque fils &
plusieurs peres potentiels. Le pere d’un pixel qui a le plus fort lien avec celui-ci est appelé sont péere
légitime. L’algorithme général de segmentation est le suivant :

6.1.2 Construction de la pyramide

1. initialisation : Valeur(Pere) := valeur moyenne des fils;
2. itérations :
(a) lien (pere, fils),
— similarité en «niveaux de gris» entre le pere et le fils,
— 1/Distance(Peére,Fils),
— Similarité en «niveaux de gris» entre les fils.
Notons que d’autres attributs que les niveaux de gris peuvent étre utilisés pour calculer
les liens.

(b) Valeur(pere) := moyenne pondérée des valeurs des fils,

223
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3. segmentation : tous les fils sans pere deviennent des racines la valeur d’un pere est donnée
a tous ses enfants tels que Lien(pere,fils) > seuil. L’algorithme 5 présente en pseudo-code
I’algorithme général de construction d’une pyramide.

6.1.3 Attributs utilisés dans les pyramides

L’initialisation des attributs des pixels de la pyramide est effectuée des lignes 1 a 16 de ’algo-
rithme 5. On distingue différent types d’initialisation :

— pyramides initialisée : basée sur un simple filtre passe bas suivi d’un sous échantillonage [69]
(les lignes 9 & 16 du pseudo code ne sont pas utilisées);

— pyramides normalisées : basée sur une moyenne pondérée calculée itérativement. Les poids
sont inversement proportionnels a la différence des niveaux de gris entre les peres et leurs fils.
La somme des poids des liens entre un pixel et ses 4 péres est normalisée & 1 (lien normalisé) ;

— pyramides forcées : basée sur une moyenne itérative de tous les fils «légitimes» du pixel
courant (c’est & dire de tous les fils qui ont un lien maximum avec le pixel courant, les liens
étant inversement proportionnels a la différence des niveaux de gris entre un pére et son fils).

6.1.4 Segmentations pyramidales

La segmentation a partir des attributs calculés dans la pyramide est effectuée des lignes 18 a 38
de l'algorithme 5. Selon la version de la formule L (section 6.1.5) qui est utilisée, nous pouvons avoir
une segmentation non normalisée, normalisée ou forcée. La combinaison de différentes méthodes de
calcul d’attributs et de segmentations produisent différents types de pyramides. Bister distingue 5
d’entre elles représentées par les symboles suivants :

FNN : Pyramide forcée, segmentation non normalisée
NNN : Pyramide normalisée, segmentation non normalisée
INN :  Pyramide initialisée, segmentation non normalisée
IN :  Pyramide initialisée, segmentation normalisée

IF : Pyramide initialisée, segmentation forcée

6.1.5 Formules utilisées

formule I :

— niveau de gris :
un filtre passe bas (voir par exemple Meer [69], p 157, Table IV);

— facteur de surface :

nombre de pixels dans I'image originale
)

nombre de pixels au niveau courant

formule G :

— niveau de gris :
2 pv(P)a(P)w (P, P).
W)= PP Py
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

Du niveau le plus bas au niveau le plus haut de la pyramide

pour tous les pixels du niveau courant
initialiser les niveaux de gris et les facteurs de
surface (formules I)

pour tous les pixels du niveau courant
initialiser les liens entre chaque pixel et ses fils
(formule L)

faire
pour tous les pixels du niveau courant
re - calculer les niveaux de gris et les
facteurs de surface (formule G)
pour tous les pixels du niveau courant
re - calculer les liens entre chaque pixel et ses fils
(formule L)
tant que ( le pére légitime de tous les pixels ne reste pas invariant)

Du niveau le plus bas au niveau le plus haut de la pyramide
pour tous les pixels du niveau courant
recalculer les liens (formule L)

Du niveau le plus haut au niveau le plus bas de la pyramide
pour tous les pixels du niveau courant
sélectionner les racines

Du niveau le plus haut au niveau le plus bas de la pyramide
pour tous les pixels du niveau courant
si non racine
lier & la méme région que son pére légitime
si une étape de relaxation est sélectionnée pour ce niveau
pour tous les pixels du niveau courant
pour tous les fréres du pixel courant
si le frére appartient & une région différente
si le niveau de gris du pixel est plus proche du niveau de gris
du pére légitime de son frére que de celui de son propre pére légitime
lier & la méme région que celle de son frére
Pour tous les frére
appliquer la procédure de relaxation récursivement.

Algorithme 5: Algorithme de Bister
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— facteur de surface :
B d>op a(P’)w(P’,P)_
- Ypew(PPe)

a(P)
formule L :

— liens non normalisés :

w(P, P°) = (v(P) = v(P*)™%;

— liens normalisés :

(v(P) —v(P?)) "

w(P, P°) = .
Yopor (0(P°") —v(P))
— liens forcés :
w(P, P?) :{ (1) zinon (v(P) = v(P}))* > (o(P) = v(P5))*VPS # P}
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Fenétre de réduction, 127, 187
Fonction X, 172

239

Fonction de réduction, 127
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