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CHAPITRE 1

I NTRODUCTION

NOUS assistons actuellement à une explosion du «tout numérique»qui amène à
devoir stocker de plus en plus de documents électroniques detous types, qu’il
s’agisse d’écrits, d’images, de musiques ou de séquences vidéo. Pour pouvoir s’y

retrouver dans ces masses considérables de données, des méthodes d’indexation et de clas-
sification sont nécessaires. Dans le cadre du traitement d’images, une étape préliminaire
à bon nombre d’applications d’indexation de classificationmais également de suivi ou
de reconnaissance d’objets passent par un processus permettant de mettre en évidence un
objet ou une structure commune à plusieurs images.

Il existe de nombreuses approches permettant de résoudre cetype de problème. Une
des approches les plus prometteuses dans ce domaine est la mise en correspondance struc-
turelle. Les méthodes d’appariement structurel sont en général effectuées sur des points
d’intérêt ou une représentation de l’image en régions. Les méthodes d’appariement de
points ont été abondemment étudiées essentiellement en raison de la simplicité et de la
robustesse de ses descripteurs. Toutefois les informations de région décrivent des zones de
l’image et portent donc beaucoup plus d’information. Dans la suite de ce document nous
allons proposer des méthodes de construction de partitionnement d’images en région et
des méthodes d’appariement des régions obtenues.

La segmentation peut être définie comme un processus de synthèse, visant à extraire
des caractéristiques géométriques des images en faisant abstraction des nuances de cou-
leurs, des textures, des transparences et autres reflets quila composent. Comment aborder
un tel problème ? Prenons par exemple la maison présentée surla figure 1.1. Cette informa-
tion sémantique peut être représentée par la segmentation présentée sur la figure 1.1 (b) où
la forme de la maison se détache du fond. Est-ce uniquement parce que nous connaissons
le concept de maison que nous somme capable d’en tracer les contours ?

De nombreux travaux de psychologues ayant étudié la vision humaine dans le courant
duXXéme siècle, et notamment l’école du Gelstalt, tendent à prouver que notre percep-
tion visuelle aurait d’avantage tendance à effectuer le raisonnement dans l’autre sens (voir
les travaux de Palmer [PALMER99] et Gordon [GORDON97] pour une synthèse de ces
travaux ), et nous serions ainsi capable de reconnaitre un objet parce que nous savons en
détecter les contours. L’hypothèse formulée par ces chercheurs est qu’un traitement bas
niveau agirait lors des stades initiaux de l’acquisition des stimuli visuels, dans l’unique
but de structurer le flot de données brutes perçues par la rétine. L’extraction des caractéris-
tiques géométriques de l’image permettrait dans un second temps la réalisation de tâches
de plus haut niveau, telles que la catégorisation ou la reconnaissance.

La démarche méthodologique que nous allons suivre pour aborder le problème d’ap-
pariement s’inspire de ces idées. Nous allons dans un premier temps segmenter l’image
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(a) (b)

FIG. 1.1 – Exemple de segmentation d’une image naturelle

en tenant compte uniquement de ses données physiques, sans connaître préalablement son
contenu. Nous utiliserons ensuite la partition fournie parle processus de segmentation
pour mettre en œuvre la mise en correspondance

Le problème de la segmentation est néanmoins un problème malposé, essentiellement
du fait que la notion d’objet elle-même n’est pas complètement définie. En effet lorsqu’un
être humain observe une image naturelle, il y voit généralement des objets physiques ou
leurs parties. Il est donc capable de diviser cette image en parties, ou ensegmentsles re-
présentant. Les éléments composant l’image vont alors disposer de plusieurs niveaux de
description. Si l’on observe par exemple une maison, la bonne segmentation est-elle celle
proposant les contours extérieurs de la maison, ou une partition décomposant la maison en
différents éléments tels que les fenêtres, la porte, le garage. Toutes ces descriptions sont fi-
nalement valides et nous ne pouvons affirmer arbitrairementqu’une description proposant
un niveau de finesse plus ou moins important est meilleure ou moins bonne qu’une autre.

Pour pallier à cette ambiguïté, nous proposons d’utiliser une segmentation hiérarchique
d’une image permettant d’obtenir des segmentations présentant différents niveaux de dé-
tails. Pour segmenter une image naturelle, un humain va identifier différents objets phy-
siques et démarquer leur contours jusqu’à un certain niveaude détail, determiné par l’at-
tention qu’il leur accorde. La segmentation hiérarchique tente de reproduire ce processus,
réalisé naturellement par notre cortex cérébral. Pour obtenir une segmentation robuste et
visuellement cohérente des objets d’intérêt, présent dansles images, nous allons incorpo-
rer dans le processus de construction des hiérarchies, différents critères énergétiques per-
mettant, par exemple, d’obtenir une modélisation de l’image comme une fonction continue
par morceau.

Il existe différentes familles de méthodes permettant d’approcher le problème d’ap-
pariement de partitions. La complexité des méthodes d’appariement structurelles est en
général très importante et elle nécessite souvent l’utilisation d’heuristiques pour espérer
approcher la solution optimale. Nombre d’entre elles se basent sur une structure de graphe
représentant les relations entre les régions et transforment le problème en un problème
d’appariement de graphe. L’un des inconvénients majeurs dece type d’approche est dû
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au problème d’inconsistance inhérent à toute méthode de segmentation. Il est en effet très
rare d’obtenir une correspondance exacte entre une région et un véritable objet. De fait,
un objet se retrouve le plus souvent, défini par l’union de plusieurs régions ou inversement
une région peut très bien englober plusieurs objets.

Le fait d’utiliser des hiérarchies nous permet d’outrepasser le problème d’inconsis-
tance en proposant plusieurs niveaux de détail pour chaque image à apparier. Nous allons
de plus utiliser les pyramides combinatoires pour représenter nos hiérarchies. Ce type de
structure possède des propriétés intéressantes qui vont nous permettre de guider le proces-
sus d’appariement et faire baisser la complexité du problème. Elle fournit

1. un codage naturel de l’orientation du plan,

2. un vecteur de caractéristiques associé à chaque région,

3. le voisinage de chaque région, représenté à différents niveaux pour affiner le proces-
sus de mise en correspondance.

Les pyramides combinatoires on également l’avantage de ne nécessiter que très peu d’es-
pace mémoire pour être stockées et manipulées.

Le manuscrit s’articule en deux parties. Dans la première partie nous allons étudier la
segmentation hiérarchique au travers de différentes heuristiques permettant de construire
des hiérarchies de partitions. Dans un premier temps, dans le chapitre 2, nous allons rap-
peler quelques définitions ainsi que les principales propriétés des différentes structures
hiérarchiques. Nous proposerons ensuite dans le chapitre 3différentes heuristiques per-
mettant la construction de hiérarchies de partitions. Ces approches, basées sur la théo-
rie ensemble-échelle proposée par Guigues, vont nous permettre d’obtenir un compromis
entre le temps d’exécution et l’énergie des partitions obtenues.

La seconde partie considère l’appariement de régions dans deux hiérarchies. Nous
proposons, dans le chapitre 4 un tour d’horizon des principales approches pour l’apparie-
ment de graphes planaires : les approches algorithmiques etles approches par optimisa-
tion. Nous présenterons finalement dans le chapitre 5 une nouvelle approche au problème
de l’appariement de régions. Notre approche utilise les propriétés topologiques, géomé-
triques, photométrique mais également hiérarchiques, fournis par les pyramides combi-
natoires, pour mettre en correspondance deux régions issues de deux hiérarchies de seg-
mentations. Nous obtenons finalement l”appariement de deuxrégions ainsi que la mise en
correspondance d’éléments de frontières définis à différents niveaux dans la hiérarchie. La
mise en correspondance de ces éléments de frontière correspond à l’appariement de deux
voisinages de région dans l’ensemble des coupes des deux hiérarchies.
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REPRÉSENTATION HIÉRARCHIQUE
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DANS ce chapitre, nous allons rappeler les définitions ainsi que les principales pro-
priétés des structures qui nous seront utiles par la suite. Par structure nous en-
tendons d’une part les structures mathématiques (abstraites) utiles pour modéliser

notre problème mais également les structures informatiques utiles pour la manipulation de
segmentations

2.1 Graphe

Pour la terminologie classique de théorie des graphes, nousrenvoyons le lecteur à un
ouvrage de référence tel que " Graphes " de C.Berge [BERGE70, BERGE74, BERGE83].
Nous rappelons ici brièvement les quelques éléments nécessaires à la bonne compréhen-
sion du manuscrit dans le cadre du codage et de la manipulation de partitions.

Cette première section, étant principalement une suite de définition, elle s’en trouve
naturellement aride et un lecteur familiarisé avec les notions de graphe pourra la parcourir
relativement vite.

Définition 1 Graphe

Un grapheG = (V,E) est la donnée d’un ensemble finiV appelé ensemble des som-
mets et d’un sous-ensembleE deV × V , appelé ensemble des arêtes deG.

Une arêtee ∈ E est définie par une paire non-ordonnée de sommets, appelés les
extrémités dee. Deux sommetsa et b définissant une arêtee = (a, b) sont dit adjacents.
L’arête e est dite incidente àa et b.

Sauf mention contraire tous les graphes considérés dans ce document seront non orien-
tés. Une arête reliant deux sommetsa et b pourra donc être indifféremment notée(a, b) ou
(b, a).
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Définition 2 Boucle

Dans un grapheG = (V,E) une arêtee = (a, a) deux fois incidente à un même
sommet est appelée une boucle.

Définition 3 Arbre

Un arbre est un graphe connexe ne contenant pas de cycle.

Définition 4 Arbre de recherche

Un arbre de recherche est un arbre dont chacun des nœuds correspond à un état et
chaque arête code une transition entre les états qu’elle relie.

Définition 5 Feuille

Dans un arbre de recherche, une feuille est définie comme un état ne pouvant amener
à un état différent. Une feuille est donc soit un arbre vide soit une extrémité d’un arbre
ayant pour fils des arbres vides.

Définition 6 Forêt

Une forêt est un graphe défini comme l’union d’arbres deux à deux disjoints. C’est
donc un graphe acyclique dont chacune des composantes connexe est un arbre.

Définition 7 Graphe simple

Une graphe est dit simple s’il ne contient aucune boucle et sil’adjacence entre deux
sommets est codée par au plus une arête.

Définition 8 Graphe partiel

Un grapheG′ = (V,E ′) est appelé un graphe partiel deG = (V,E), siE ′ est inclus
dansE. Autrement dit, on obtientG′ en enlevant une ou plusieurs arêtes au grapheG.

Définition 9 graphe labélisé

Un graphe labéliséG = (V,E, µ, ν, Lv, Le) est défini par l’ensemble de ses sommets
V , de ses arêtesE et par deux fonctions de labelµ etν :

{

µ : V → Lv fonction de label sur les sommets
ν : E → Le fonction de label sur les arêtes

Définition 10 Sous graphe labélisé

Unsous graphe labéliséGs = (Vs, Es, µs, νs, Lv, Le) d’un grapheG = (V,E, µ, ν, Lv, Le)
est défini parµs etνs, restrictions deµ etν à Vs ⊂ V etEe ⊂ E (avecEs = E∩Vs×Vs).

Définition 11 Suppression

La suppression d’une arêtee ∈ E d’un grapheG = (V,E) définit le graphe partiel
G′ = (V,E − {e}).



2.1. Graphe 9
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(b) G \ 3
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4

1

6
7

(c) G/2

FIG. 2.1 – Suppression(b) puis contraction(c) d’une arête du graphe (a).

Soit e = (x, y) une arête d’un grapheG = (V,E). On noteG/e le graphe obtenu de
G par contraction de l’arêtee en un nouveau sommetve qui devient adjacent à l’ensemble
des voisins dex ety. La contraction d’arête se définit formellement de la façon suivante :

Définition 12 Contraction

La contraction d’une arêtee = (x, y) ∈ E avecx 6= y d’un grapheG = (V,E) définit
le grapheG′ = V ′, E ′) défini par :

V ′ = V ∪ {ve}

oùve est un nouveau sommet associé àe

E ′ = {(v, w) ∈ E|{v, w}∩{x, y} = ∅}∪{(ve, w)|(x,w) ∈ E−{e} ou (y, w) ∈ E−{e}}

Notons que la suppression d’une arête dans un graphe simple préserve la simplicité
du graphe. Ce n’est pas le cas de la contraction qui peut créer des arêtes doubles ou des
boucles. Ce phénomène est illustré sur la figure 2.1. Notons également que l’opération de
contraction n’est pas définie pour les boucles.

Définition 13 Sous-graphe

Soit un grapheG = (V,E), pour un sous-ensemble de sommetsA inclus dansV , le
sous-graphe deG induit parA est le grapheG′ = (A,E(A)) dont l’ensemble des sommets
estA et l’ensemble des arêtesE(A) est formé de toutes les arêtes deG ayant leurs deux
extrémités dansA. Autrement dit, on obtientG′ en enlevant un ou plusieurs sommets au
grapheG, ainsi que toutes les arêtes incidentes à ces sommets.

L’objet de ce manuscrit est la création et l’appariement de partitions. Comme nous le
verrons dans les sections suivantes, les graphes planairesfournissent un outil naturelle-
ment adapté au codages de tels objets. Les définitions suivantes des graphes planaires sont
empruntés à [ROY69].

Définition 14 Isomorphisme de graphe

Deux grapheG = (V,E) etG′ = (V ′, E ′) sont dits isomorphes, si leurs ensembles de
sommets et d’arcs se correspondent par les bijections :

vi ∈ V ↔ v′i ∈ V ′

vj ∈ V ↔ v′j ∈ V ′ (vi, vj) ∈ E ⇔ (v′i, v
′
j) ∈ E ′
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1

2

3

4

5

FIG. 2.2 – Un graphe planaireG = (•,−) et son dualG = ( , . . . ) définissant une arête
double et une boucle vide.

Définition 15 Graphe planaire

Un graphe planaire topologique est un graphe plongé dansR2 dont les sommets sont
des points distincts, les arêtes des courbes simples et tel que deux arêtes ne se rencontrent
pas en dehors de leurs extrémités.

Tout graphe isomorphe à un graphe planaire topologique est un graphe planaire.

Définition 16 Graphe dual

Le graphe dualG = (V ,E) d’un graphe planaire connexeG = (V,E) est défini de la
façon suivante :

– à toute facef deG on associe un sommet deV
– à toute arêtee ∈ E, on associe une arêtee ∈ E reliant les deux facesf1 et f2

séparées pare dansG.

Le graphe dual deG est donc le graphe dont les sommets correspondent aux faces
deG et où deux sommets sont adjacents s’ils correspondent à deuxfaces adjacentes. On
désignera souvent le graphe initialG sous le terme de graphe primal pour le différencier
de son dual.

Nous pouvons noter qu’il existe une relation bijective entre les arêtes d’un graphe et
celles de son dual. De plus le dual du dual deG est égal au graphe primal :

G = G

Notons également qu’il existe une correspondance entre certaines configurations d’arêtes
dansG etG. Par exemple, une boucle dansG est associée à un pont dansG alors que ré-
ciproquement un pont présent dans le primal est représenté par une boucle dans son dual.

Enfin, la planarité des graphes nous permet de caractériser certains types d’arêtes :

Définition 17 Boucle vide

SoitG un graphe planaire dont le dual estG. Une boucle vide est une boucle définis-
sant une face de degré 1 (et donc associée à un sommet de degré 1dansG).

Définition 18 Arête double

SoitG un graphe planaire dont le dual estG. Une arête double est une arête contri-
buant à la définition d’une face de degré 2. (donc associée à unsommet de degré 2 dans
G).
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Ces deux derniers types d’arêtes sont illustrés sur la Figure2.2 où l’arête1 définit une
boucle vide tandis que les arêtes 2 et 3 définissent des arêtesdoubles. Notez que4 ne
définit pas une boucle vide tandis que5 ne définit pas une arête double. En effet les faces
associées à ces arêtes ne sont respectivement pas de degré 1 et 2.

Dans le cas du codage de partition avec un graphe planaire, ilpeut être utile de définir
la notion de graphe de régions et de graphe de frontières.

Définition 19 Graphe de Régions

Un graphe planaireG connexe associé à une partition d’une image est appelé un
graphe de régions si chaque sommet deG est associé à une région.

Définition 20 Graphe de Frontières

Un graphe planaireG connexe associé à une partition d’une image est appelé un
graphe de frontières si chaque sommet deG code l’intersection de frontières de régions.

2.1.1 Définition relatives aux chaînes

SoientΣ un alphabet de symboles,Σ∗ l’ensemble des chaînes finies définies sur cet al-
phabet etX = x1 . . . xn etY = y1 . . . yn deux chaînes de tailles respectivesn etm > 0. La
distance entre les chaînesX etY est définie en termes d’opérations d’édition élémentaires
nécessaires à la transformation deX enY avec un coût minimum. Les trois opérations
d’édition de base sont :

1. substitution d’un symbolex ∈ Σ par un symboley ∈ Σ, notéex→ y

2. insertion d’un symbolex ∈ Σ, notéeλ→ x

3. suppressiond’un symboley ∈ Σ, notéey → λ

dans lesquellesλ représente la chaîne vide.

Définition 21 Séquence d’édition

Une séquence d’éditionS est définie comme une séquence ordonnée d’opérations
d’édition élémentairess1, . . . , sp.

Pour deux chaînes structurellement proches, il existe ainsi une séquence d’édition de
faible coût alors que pour deux chaînes dont la structure esttrès différente une séquence
d’édition, dont le coût est important, sera nécessaire.

La distance d’éditionde deux graphes est alors définie comme le chemin d’édition de
coût minimum entre ces deux graphes.

Définition 22 Distance d’édition entre chaîne

Soit c une fonction de coût qui attribue à chaque opération d’édition s une valeur
réelle positivec(s). Le coût d’un séquence d’édition est donc défini comme la somme des
coûts de chacunes des opérations d’édition élémentaires qui la composent :

c(S) =

p
∑

i=1

c(si) (2.1)
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La distance d’éditionentre deux chaînesX etY est alors définie comme le coût minimum
correspondant à une séquence d’édition permettant de transformerX enY :

d(X,Y ) = min{c(S) : S est une séquence d’opérations d’édition qui transformeX enY }
(2.2)

Définition 23 Chaînes équivalentes

Soit X(i) la chaîne ayant subit une rotation circulaire dei positions (i.eX(i) =
xi+1 . . . xnx1 . . . xi ). Deux chaînesX et X ′ de longueurn sont diteséquivalentessi
X ′ = X(i) pour un entier1 < i < n. Ceci définit une relation d’équivalence surΣ∗.

Définition 24 Chaîne circulaire

La classe d’équivalence d’un chaîne X, notéeX, est appelée unechaîne circulaire.

Définition 25 Distance d’édition circulaire

La distance d’édition circulaireentre deux chaînesX etY est définie par

dc(X,Y ) = min{d(X(i), Y (i)) : i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m} (2.3)

La section suivante sera axée sur la représentation de partitions d’images 2D, mais
toutes ces notions peuvent s’étendre à des espaces de dimension arbitraire

2.2 Image discrète

On désigne sous le terme d’image numérique toute image acquise, créée, traitée ou sto-
ckée sous forme binaire. L’étape d’acquisition est réalisée par des convertisseurs analogique-
numérique situés dans des dispositifs tels que les scanners, les appareils photo, les camé-
scopes numériques ou tout dispositif possédant un capteur sensible à la lumière reçue. Ces
capteurs ont de nombreuses caractéristiques : leur définition, leur sensibilité spectrale, leur
sensibilité en luminosité, leur rémanence,. . .. Pour obtenir une image correcte et la resti-
tuer au mieux et sans perte, il est nécessaire d’organiser ces capteurs de façon à obtenir un
pavage du plan.

Il existe de nombreux pavages du plan permettant une discrétisation de l’espaceR2,
mais pour représenter les images, les pavages réguliers sont le plus souvent utilisés. Ces
pavages vérifient les propriétés suivantes :

– Toutes les cellules sont identiques,
– Toutes les cellules sont convexes,
– Les arêtes définissant les cellules ne se coupent qu’à leursextrémités,
– les cellules sont régulières (les lignes définissant le contour des cellules sont de

longueurs identiques et définissent un angle fixe à leurs intersection)
– Les sommets des cellules sont incidents à un nombre fixe de cellules.

Dans le planR2, seuls trois pavages vérifient l’ensemble de ces propriétés: les pavages
triangulaires, carrés et hexagonaux (Figure 2.3).
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(a) triangulaire (b) carré (c) hexagonal

FIG. 2.3 – Exemples de pavages réguliers du plan

A tout pavage du plan on peut associer un graphe où les sommetsreprésentent les in-
tersections de cellules et les arêtes les relations d’adjacences entre ces sommets (Fig. 2.3).
Un tel type de graphe est évidement planaire et son dual (Défs. 15 et 16) est appelé un
maillage. Chaque sommet d’un maillage code une cellule du pavage deux sommets du
maillage sont adjacents si les cellules correspondantes partagent une arête.

(a) Maillage hexago-
nal

(b) Maillage carré (c) Maillage triangu-
laire

FIG. 2.4 – Exemples de maillages réguliers du plan

Les images usuelles sont définies sur un maillage carré 2D régulier. Dans la suite de
cette section nous limiterons donc nos définitions à ce type de maillage.

L’ensemble des cellules d’un tel maillage peut être représenté par une grille discrète
{1, . . . , n}×{1, . . . ,m} où chaque cellule est associée à deux coordonnées entièresi etj.
Les relations d’ajacences à l’intérieur de la grille discrète sont définies à travers la notion
de voisinage.

Définition 26 Voisinage sur une grille discrète

Étant donnée une grille discrète{1, . . . , n} × {1, . . . ,m} et un sommet(i, j) de cette
grille, on définit le4 et8 voisinage de(i, j) de la façon suivante :

– 4 voisinage :

V4(i, j) = {(i+ 1, j), (i− 1, j), (i, j), (i, j + 1), (i, j − 1)}
V4(i, j) = {(i′, j′) ∈ N2[|i− i′| + |j − j′| = 1}

Notons que le graphe déduit de cette relation de voisinage correspond au maillage.
Cela revient à dire que deux cellules sont4-voisines si elles ont au moins un coté en
commun.

– 8 voisinage

V8(i, j) = ∪1
k=−1 ∪

1
l=−1 {(i+ k, j + l)}

V8(i, j) = {(i′, j′) ∈ N2[max{|i− i′| + |j − j′|} = 1}
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Deux cellules sont donc8-voisines si elles partagent au moins un côté ou si elles ont
un sommet en commun.

La figure 2.5(a) et (b) illustre les deux types de voisinages précédemment définis sur
un maillage carré. Le graphe défini par les relationsV4 correspond au graphe du maillage.

(a) 4-connexité (b) 8-connexité

FIG. 2.5 – Différents types de connexité rencontrés dans un maillage carré.

La clôture transitive de la relation de voisinage précédemment définie est une relation
d’équivalence, notée∼ , que l’on peut interpréter comme « il existe un chemin connexe
entrex ety »

Définition 27 Chemin

Un chemin est une suite de points, définis sur la grille d’un maillage, tel que chaque
point appartient au voisinage du point suivant.

x ∼ y ⇔ ∃{x1, . . . , xn}/x ∈ V (x1), . . . , xi ∈ V (xi+1), . . . , xn ∈ V (y)

Le chemin est dit « fermé » si le dernier point est égal au premier point. On peut noter
que cette notion de chemin est relative au maillage et à la connexité choisie. On peut donc
introduire la notion de x-chemin, comme étant un chemin défini en x-connexité.

Définition 28 Région

Un ensemble de sommetsXi d’une image sera dit connexe si et seulement si pour tout
couple de points(P,Q) deXi il existe un chemin contenu dansXi et joignantP etQ

∀(P,Q) ∈ X2
i ∃P = P1, . . . , Pn = Q|∀i ∈ {2, . . . , n} Pi ∈ Xi et Pi ∈ V (Pi−1)

.

Un ensemble de pixelx-connexe est appelé une régionx connexe.

Notons, qu’ avec les maillages carrés, il est parfois nécessaire de considérer des choix
opposés d’adjacence et de connexité pour l’objet (la figure)et son complémentaire (le
fond). Si on utilise par exemple la 4-connexité pour représenter une figure, il faudra
prendre la 8-connexité pour le fond, et inversement ( figure 2.6).

La notion derégion définie en image, et utilisée dans la suite du manuscrit, corres-
pondra donc à un ensemble connexe de pixels. Maintenant que cette notion est clairement
définie nous allons pouvoir définir une partition.
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(a) 8-4connexité (b) 4-8connexité

FIG. 2.6 – Différents types de connexités pour un chemin fermé.

Définition 29 Partition

Pour les images numériques 2D s’appuyant sur un maillage carré, dont le domaine
est une partie deZ2, une partition est définie par la donnée d’un ensemble de régions
couvrant l’ensemble de l’image et disjointes 2 à 2.

P = {R1 . . . R2} avec ∀i6=jRj ∪Rj = 0 et P =
n

⊔

i=1

Ri

De nombreux travaux ont été réalisés autour de la notion de contour dans une image
discrète[KOVALE89]. Il en ressort que pour pouvoir définir correctement les contours
d’une partition, de façon à ce qu’ils vérifient les propriétés topologiques habituelles (comme
le théorème de Jordan [ALEXAN 61], l’utilisation d’une topologie basée sur la notion d’in-
terpixel apparaît comme une bonne solution.

Cette notion d’interpixel revient à expliciter les différentes cellules intervenant dans un
pavage ou un maillage du plan. Ces différentes cellules sont présentées sur la figure 2.7,
dans le cas d’un image discrète définie en deux dimensions.

– Les cellules de dimension 2 sont appelées les pixels
– Les cellules de dimension 1 sont appelées les lignels
– Les cellules de dimension 0 sont appelées les pointels

FIG. 2.7 – Les différents éléments interpixelaires en dimension 2.

Ces cellules sont liées les unes aux autres par la relation d’incidence. Deux cellules
sont dites incidentes si l’une appartient au bord de l’autre. Elles sont dites adjacentes si
elles sont de même dimension et toutes deux incidentes à une même cellule de dimension
(n-1).

Grâce à ces notions nous pouvons à présent définir formellement les notions de courbe
et de frontière.
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Définition 30 Frontières d’une partition

Courbe interpixels : Une courbe est définie comme une suite de pointels et de lignels
c0, . . . , c2k vérifiant :
– ∀i ∈ {0, . . . , k}, c2i est un pointel
– ∀i ∈ {0, . . . , k − 1}, c2i+1 est un lignel
– ∀i ∈ {0, . . . , 2k − 1}, cietci+1 sont incidents

Lignel frontière : Dans le cadre d’une partition, un lignel frontière est un lignel bordé
par des pixels appartenant à deux régions différentes.

Courbe frontière : Une courbe frontière est une courbe interpixel dont tous leslignels
sont des lignels frontière.

Une courbe est dite simple quand elle ne s’auto-intersecte pas ou encore si toutes ses
cellules sont distinctes. Elle est dite fermée sic0 = c2k.

Nous pouvons donc définir la frontière interpixel entre deuxrégionsR1 etR2 comme
un ensemble de courbes frontières simples. Nous appeleronsnœud tout pointel d’une
frontière interpixel, relié à au moins 3 lignels-frontièreet segmenttoute suite maximum
de lignels frontières située entre deux nœuds.

Définition 31 Adjacence de région

On dira de deux régions qu’elles sont adjacentes, si elles sont bordées par une même
courbe-frontière.

Cette définition de l’adjacence est une relation binaire. Notons que la notion d’ad-
jacence peut recouvrir des notions très diverses. En effet,les régions bleu et marron de
la Figure 2.8 pourront avoir une seule frontière commune (Figure 2.8(a)) ou bien avoir
plusieurs frontières communes (Figure 2.8(b)) ou encore être incluses l’une dans l’autre
(Figure 2.8(c)). Toutes ces configurations correspondrontà la même notion d’adjacence
entre les deux régions.

(a) 1 frontière commune (b) 2 frontières comunnes (c) inclusion

FIG. 2.8 – Différentes configurations caractérisées par une relation d’adjacence entre les
régions bleues et marrons. Ces deux régions présentent une (a) ou 2 (b) frontières com-
munes ou sont encore incluses (c) l’une dans l’autre.
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Définition 32 Composante connexe

Une composante connexe d’une partition est définie comme un ensemble de régions
adjacentes lui même inclu dans une région de la partition.

La Figure 2.9(b) présente l’ensemble des frontières interpixel de l’image Figure 2.9(a).
Nous pouvons remarquer que la frontière entre les régionsR1 etR2 est composée d’une
courbe fermée, alors que la frontière entre les régionsR1 et R4 est composée de deux
courbes distinctes. Notons que les régionsR1 etR3 n’étant pas adjacentes leur frontière
est vide.

(a) Eléments interpixel (b) nœuds et segments

FIG. 2.9 – Partition représentée par des éléments interpixel (a) ainsi que la représentation
de ses frontières interpixel avec des nœuds (carrés noirs) et des segments (lignes noires) .

Cette façon de définir les frontières, grâce à des entités sous-pixelaires va nous per-
mettre de définir des régions, dans une image, au pixel près, comme illustré dans la Fi-
gure 2.10

(a) image na-
turelle d’un
pêcheur

(b) zoom
sur
l’image
(a)

FIG. 2.10 – Frontières interpixels obtenues sur une image naturelle .
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2.3 Graphes et partitions

Nous présentons dans cette section quelques-uns des principaux modèles permettant la
représentation d’images 2D segmentées en régions. Dans un premier temps ( Section 2.3.1)
nous présentons le Graphe d’Adjacence de Régions noté RAG (pour Region Adjacency
Graph). Ce tout premier modèle de représentation d’images 2Dsegmentées en régions, a
été une source d’inspiration pour de nombreux modèles. Nouspoursuivrons ensuite (Sec-
tion 2.3.2) en présentant la structure de graphes duaux, quipeut être considérée comme une
évolution des RAG, apportant des solutions à certaines limitations de ces derniers. Nous
terminerons cette étude des différents modèles à la Section2.3.3, ou nous présenterons la
structure de carte combinatoire et ses liens avec les frontières interpixel.

2.3.1 Graphe d’adjacence de régions

Le Graphe d’adjacence de Régionsnoté RAG, est une des premières structures uti-
lisées pour coder des partitions et ainsi représenter des images 2D segmentées en régions,
en rendant compte des relations d’adjacences entre les différentes régions de l’image.

(a) Image segmentée en ré-
gions.

(b) Rag correspondant

FIG. 2.11 – Image en 2D segmentée en régions (a) et le RAG correspondant (b)

L’un de ses principaux avantages tient au fait qu’il se définit très simplement. En effet,
c’est un graphe simple (Def. 7), où chaque nœud représente une région de l’image seg-
mentée et deux sommets sont reliés par une arête si les deux régions correspondantes sont
adjacentes (Déf 31). Dans le cadre de méthodes ascendantes,la fusion de régions est codée
par des opérations de contraction (Def. 12) et suppression (Def. 11, voir également sec-
tion 2.4.3.a). Le codage de partitions par graphe d’adjacence est illustré par la Figure 2.11
présentant une image segmentée en régions avec le RAG correspondant.

Le RAG se positionne comme un moyen efficace de représenter et de coder les rela-
tions d’adjacences entre les régions. Il a l’avantage d’être simple à définir et de pouvoir
s’étendre en dimension quelconque. Il représente également un moyen efficace pour mettre
à jour les différents paramètres de régions lors de fusions successives.

Il possède néanmoins certaines limitations qui ne permettent pas de différencier cer-
taines configurations ou relations.

– Il ne représente pas l’adjacence multiple. Sur notre exemple de la Figure 2.11, la
régionR1 est adjacente à la régionR4 le long de deux courbes frontières (Déf. 30).
Cette information n’est pas représentée dans le RAG
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– Il ne permet pas de différencier les relations d’adjacenceet les relations d’inclusion.
Ceci est également illustré sur le RAG de la Figure 2.11(b) qui ne permet pas de dif-
férencier la relation d’adjacence entre les régionsR4 etR5 et la relation d’inclusion
existant entreR3 etR4.

Cette structure n’est donc pas à même de représenter certaines configurations rencon-
trées dans les images. Ceci est illustré par la Figure 2.12), sur laquelle on peut voir, que
les deux panneaux, ayant pourtant une topologie différente, sont représentés par le même
RAG.

(a) (b) (c)

FIG. 2.12 – Deux panneaux signalétiques (a)(b) avec le RAG correspondant à leur seg-
mentation en régions (c)

Ces nombreuses limitations ont motivé l’étude d’une évolution du RAG, les graphes
duaux.

2.3.2 Graphes duaux

Les graphes duaux ont été introduits, dans le cadre du codagede partition, principale-
ment pour pallier aux limitations des RAG. L’idée principaleest de conserver deux graphes
en parallèle, une extension du RAG d’un côté, et son graphe dual de l’autre.

Le premier graphe est une simple extension du RAG, auquel nousallons ajouter des
arêtes multiples et des boucles afin de coder les multiples frontières entre deux régions et
caractériser les relations d’inclusion.

Plus précisément, dans le cadre du codage de partition d’imageP = {R1 . . . R2} d’un
domaine deZ2 , le dual deG notéG sera défini comme le graphe des frontières des régions
connexes, tel que :

– chaque arête deG modélise une courbe-frontière (Def 30) entre deux régions adja-
centes. Chacune de ces arêtes sera coupée par une arête deG représentant l’adja-
cence entre deux régions.

– chaque sommet deG modélise un point de jonction entre au moins trois courbes-
frontière (ou avec le bord du domaine).

– chaque face deG représente une région de la partitionP . Ces faces seront représen-
tées dansG par un sommet.

Par rapport au graphe primalG correspondant au RAG étendu, le rôle des sommets et
des faces est échangé dans son dualG :

– les faces deG (correspondant aux régions), constituent les sommets du RAG
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– les sommets deG (correspondant aux nœuds géométriques) constituent les faces du
RAG.

Notons que l’aspect de dualité se retrouve également dans les opérations de contrac-
tions et suppressions d’arêtes. En effet une suppression d’arête dansG est équivalente à
une contraction dansG. Inversement une contraction dansG est équivalente à une sup-
pression dansG.

Ce type de structure admet également des boucles permettant de caractériser les rela-
tions d’inclusion. Ces boucles sont dûes au fait que le grapheprimal ainsi que son dual
doivent être tous deux connexes. De ce fait, une arête «fictive» reliant une région incluse à
la région la contenant est ajouté dans le graphe dual. Cette arête devient une boucle autour
de la région contenant l’autre, dans le graphe primal.

La Figure 2.13 présente un exemple de graphe dual de l’image de départ segmentée
en régions. Nous avons représenté sur la Figure 2.13(b) le graphe dual en noir, alors que
le graphe primal est représenté en marron. Nous pouvons observer sur cet exemple que le
graphe primal est bien une extension du RAG, tenant désormaiscompte des adjacences
multiples (il y a désormais deux arêtes entre les régionsR1 et R4) et représentant les
relations d’inclusion au moyen de boucles. La régionR4 contenant la régionR3 possède
ainsi une boucle sur son sommet qui entoure le sommetR3.

Notons également la présence, dans le graphe dual, d’une arête fictive reliant le bord de
la régionR3 avec celui de la régionR5. Cette arête est fictive, du fait qu’elle ne représente
pas, contrairement aux autres arêtes de ce graphe, une frontière entre deux régions. Par
contre, cette arête est un pont deG et est par conséquent nécessaire pour conserver la
connexité du graphe dual. Ce pont deG correspond à une boucle dansG. Cette boucle
permet de caractériser le fait que la région correspondant au sommet incident à la boucle
inclut au moins une région.

(a) Image segmentée en ré-
gions.

(b) Le graphe dual correspon-
dant

FIG. 2.13 – Image 2D segmentée en régions (a) et le graphe dual correspondant (b)

Ce type de graphe possède néanmoins plusieurs inconvénients:

– Il est nécessaire de maintenir à tout moment deux graphes enparallèle , ce qui peut
s’avérer coûteux en temps de calcul ( il faut multiplier par deux toutes les opérations
de mise à jour), mais également en espace mémoire (obligation de stocker deux
structures).
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– L’existence d’une boucle incidente à un sommet permet de caractériser le fait que la
région associée à celui-ci inclue une région. En revanche l’existance d’une boucle
ne permet pas de dire quel sommet va être inclu dans l’autre. Ceci est illustré dans la
Figure 2.14 qui présente deux configurations définissant lesmêmes relations d’adja-
cences entre les sommets et les faces. Il est donc impossiblede décider si la boucle
incidente àB entoureA ouC.

(a) (b)

FIG. 2.14 –
Deux graphes duaux illustrant l’impossibilité de caractériser les relations d’inclusion.

Ce type de structure a été largement utilisé pour modéliser denombreux problèmes
dans le domaine du traitement d’image [ENGLER00, KROPAT95A, KROPAT95C, KRO-
PAT95B] et a également servi de base pour la définition de la strucuture de BRAG intro-
duite par Guigues [GUIGUE03].

2.3.3 Les cartes combinatoires

Les cartes topologiques ont été étudiées dans les années 60 du point de vue combina-
toire par Tutte (voir [TUTTE73, W.T.84] par exemple) et Walsh [T.72A, T.72B]).

Elles ont été introduites dans un premier temps pour répondre à des problèmes tels
que l’énumération des familles de cartes en fonction de certains critères, par exemple :
combien y a-t-il de cartes planaires àn sommets etm faces ? Cette recherche s’est heur-
tée rapidement à la complexité des calculs formels qu’elle nécessite (voir par exemple
[TUTTE68]) et seules les cartes planaires ont conduit à des résultats explicites.

Les travaux de Cori dans les années 70 (voir par exemple [CORI75]) ont considéra-
blement développé cette étude des cartes planaires. C’est lanotion de carte combinatoire
(introduite par Edmonds [EDMOND60]) qui est au départ de ces développements.

Nous présentons ici les définitions et les liens entre les notions de carte topologique et
de carte combinatoire.

Les cartes combinatoires sont basées sur la définition des cartes topologiques qui
codent la décomposition d’une surface en un ensemble fini de pointsV et un ensemble
fini E de courbes ouvertes de Jordan. Nous baserons la suite de notre développement sur
la définition des cartes topologiques donnée par Edmond [EDMOND60, GARETH78] au
début des années 60.

Définition 33 Carte topologique
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Étant donné un ensemble non videE d’espaces topologiques (appelés arêtes) chacun
homéomorphe à l’intervalleI = [0, 1] ou au cercle unitéS1, nous définissons l’ensemble
V ⊂ G = ∪e∈Ee (V est l’ensemble des sommets) tel que si∆e = e ∩ V et e# = e \ ∆e
alors :

1. Sie est homéomorphe àS1 alors |∆e| = 1 (e est appelé une boucle) alors que si
e est homéomorphe àI = [0, 1] ∆e contient une ou deux des extrémités dee (e est
alors respectivement appelé une arête libre et un segment).

2. Pour toute arête distinctee1, e2 ∈ E , e#1 ∩ e#2 = ∅.

3. Pour toutv ∈ V, le nombre d’arêtese telles quev ∈ ∆e est fini.

Pour illustrer cette définition, considérons la figure 2.15 et supposons que chaque
contour de la figure 2.15(b) code une courbe réelle (le même type de raisonnement peut
être conduit avec des courbes discrètes). L’ensembleG sera alors défini par l’union de l’en-
semble des points de contours définis par ces courbes . Un sommet appartenant àV sera
défini comme l’intersection de plusieurs contours. Une arête appartenant àE sera codée
comme une courbe comprise entre deux sommets. La courbe est dite fermée si les deux
sommets sont confondus,et est homéomorphe à l’ensembleS1. C’est donc une boucle. Si-
non la courbe est ouverte et est homéomorphe à l’intervalleI = [0, 1], une telle courbe est
appelée un segment.

Plus généralement, une carte topologique correspond au tracé sur une surface d’un
ensemble de segments (éventuellement fermés) respectant les trois conditions suivantes :

– ils ont au plus deux extrêmités (condition 1)
– il ne peuvent se croiser que sur une extrêmité (condition 2)
– un nombre fini de segments se rencontrent en chaque sommet (condition 3)

(a) pecheur (b) Contours d’une segmen-
tation

FIG. 2.15 – Ensemble des contours d’une segmentation illustrant la notion de carte topo-
logique.

Cette définition étant un peu trop générale pour les applications qui vont suivre, nous
supprimons la possibilité des arêtes libres.

Chaque arête comprend donc deux extrémités appelées brins. Chaque brin appartient
par construction à une seule arête. De plus, comme chaque sommet est situé aux extrémités
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d’une arête (condition 2), un brin n’appartient qu’à un seulsommet alors qu’un sommet
peut correspondre à plusieurs extrémités d’arêtes et donc àplusieurs brins. Le nombre de
brins d’un sommet est appelé son degré. Le degré de tout pointp intérieur à un segment
(p ∈ e#, e ∈ E) est fixé à2 par convention.

On définit sur l’ensemble des brins une applicationα qui associe à chaque brin d’une
arête le brin restant dans la même arête. L’applicationα est donc une involution permettant
de passer d’une extrémité d’une arête à l’autre (figure 2.16(a)) et ses cycles codent les
arêtes du graphe.

Pour définir les sommets nous supposerons que :

Propriété 1 Pour tout pointp ∈ G, de degrék, il existe un voisinageVp de p dansS
et un homéomorphismeψp de Vp dansD = {z ∈ C | |z| < 1} tel queψp(p) = 0 et
ψp(Vp ∩ G) = {z ∈ C | zk ∈ [0, 1[⊂ R}.

Cette propriété nous permet de définir un ordre cyclique sur l’ensemble des brins de
p en assimilant l’ensembleVp ∩ G, défini pour tout pointp, à un ensemble de rayons
répartis autour de ce point. Cet ordre définit une permutationsur l’ensemble des brins d’un
sommet. Chaque brin appartenant à un seul sommet, la composition des cycles, définis sur
chacun des sommets, définit une permutationσ sur l’ensemble des brins. On peut voir
cette permutationσ comme une rotation permettant de passer d’un brin, au brin suivant,
en tournant dans le sens positif autour d’un sommet (figure 2.16(b)).

y yb
⊲

α(b)
⊳

(a) α

y b
⊲

σ(b)
�
�

σ−1(b)
⊳@
@

⊳

(b) σ

FIG. 2.16 – Illustration des permutationsα etσ

Lemme 1 Étant donnée une carte topologique connexe(V , E) et deux permutationsα et
σ sur l’ensemble des brins telles que deux brinsb et b′ appartiennent au même cycle

– deα s’ils appartiennent à une même arête et
– deσ s’ils appartiennent à un même sommet,

il existe une bijection naturelle entre les arêtes deE et les cycles de la permutationα ainsi
qu’entre les sommets deV et les cycles de la permutationsσ.

Preuve:

Voir [CORI75] 2

Cori [CORI75] montre qu’à partir d’une carte topologique(V , E) connexe, on peut :
– définir un ensemble de brinsD.
– coder les arêtese ∈ E par les cycles de la permutationα
– coder les sommetsv ∈ V par les cycles de la permutationσ.
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Le triplet défini par(D, σ, α) est appelé unecarte combinatoire [CORI75].

Définition 34 Carte combinatoire

Une carte combinatoireG = (D, σ, α) est définie par un ensemble de brinsD et deux
permutationsσ etα surD telles queα et une involution sans point fixe.

∀b ∈ D α2(b) = b etα(b) 6= b.

Un sommet possédant un brinb est codé par le cycle deσ contenantb. Ce cycle est
notéσ∗(b). De même, l’arête contenant un brinb est codée par le cycle deα contenantb.
Ce cycle est notéα∗(b). Plus généralement, pour une permutationπ, le π-cycle d’un brin
b sera notéπ∗(b).

En termes de cartes, la notion d’ensemble d’arête est codée par des ensembles symé-
triques de brins :

Définition 35 Ensemble symétrique de brins

SoitG = (D, σ, α) une carte combinatoire, un ensembleB ⊂ D sera appelé un
ensemble symétrique de brins deG si α∗(B) = B.

Un codage d’une partition du plan par une carte combinatoireest présenté sur la figure 2.17
où l’involution α est implicitement codée par le signe. Ce type de codage implicite est
souvent utilisé dans les applications [BR96].

(a) Image segmentée en ré-
gions.

(b) carte combinatoire

FIG. 2.17 – Image 2D (a) et la carte combinatoire correspondant àune segmentation en
régions (b)

Notez que le codage d’une partition du plan par des graphes simples (section 2.3.1)
ou des graphes duaux (section 2.3.2) ne fait pas appel à la notion de carte topologique.
Cette correspondance explicite entre les arêtes de la carte combinatoire et celles de la
carte topologique nous garantita priori une description correcte de la partition.

Nous illustrons ce propos sur la figure 2.18 qui représente deux partitions différentes
dans lesquelles seuls les sommetsA etB ont été échangés. On peut noter d’une part que
ces partitions ne seraient pas représentables avec des graphes simples du fait de la présence
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FIG. 2.18 – Deux cartes combinatoires distinctes non codables par des graphes simples et
non distinguables par des graphes duaux. Leσ cycle du sommet central est indiqué sous
chaque figure.

de boucles. D’autre part ces deux partitions ne diffèrant que sur l’orientation, elles seraient
codées de façon semblable par des graphes duaux.

Comme nous venons de le voir une carte combinatoire peut être définie comme un
codage d’une partition connexe du plan par une carte topologique. Elle peut également
être définie comme un codage particulier d’un graphe planaire. Ceci va nous conduire à
définir le dual d’une carte combinatoire :

Définition 36 Dual d’une carte combinatoire

Le dual d’une carte combinatoireG = (D, σ, α) connexe notéG est une carte combi-
natoire définie par le tripletG = (D, ϕ = σ ◦ α, α).

Les cycles de la permutationϕ = σ ◦ α codent les faces de la carte combinatoire.
Gareth [GARETH78] montre que siG est connexe, il existe une bijection naturelle entre
les cycles deϕ et l’ensemble des composantes connexes deS/G.

On peut facilement démontrer, que comme pour tout graphe,G = G : α étant une
involution, nous avonsϕ ◦ α = σ ◦ α ◦ α = σ. Donc :

G = (D, ϕ ◦ α, α) = (D, σ, α) = G.

La suppression d’une arête se traduit, en terme de cartes parune simple modification
de la permutationσ [BRUN99] :

Définition 37 Suppression d’une arête

Soient une carte combinatoireG = (D, σ, α) et un brinb ∈ D qui ne définit ni une
boucle directe ni un pont dansG. La carte issue de la suppression de l’arêteα∗(b) est
notéeG \ α∗(b) et définie par le triplet(D − {b, α(b)}, σ′, α′) avec :







∀b′ ∈ {σ−1(b), σ−1(α(b))}σ′(b′) = σ′(b)
σ′(σ−1(b)) = σ(b)
σ′(σ−1(α(b))) = σ(α(b))
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Comme nous l’avons vu dans la Section 2.4.3.b la suppression d’un ensemble d’arêtes
dans un grapheG se traduit par la compression des arêtes correspondantes dans son dual
G. Inversement la compression d’un ensemble d’arêtes dansG se répercute par la suppres-
sion des arêtes correspondantes dansG. Du fait que dans le cadre des cartes combinatoires
les arêtes d’une carte et son dual son définis à partir du même ensemble de brins (Déf. 36),
on peut définir l’opération de contraction comme étant une opération de suppression ef-
fectuée dans le dual :

Définition 38 Contraction d’un brin

Soient une carteG = (D, σ, α) et un brinb ⊂ D. La carte contractée est définie par :

G′ = G/D′ = G \ b.
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FIG. 2.19 – Opération de contraction. Les arêtes correspondantà des brins contractés sont
représentées en traits épais

La Figure 2.19 illustre une opération de contraction. On peut noter que tout comme
une opération de suppression, la contraction préserve l’orientation des brins autour du
sommet contracté. Cette propriété permet, si les sommets de la carte combinatoire codent
les régions d’une partition, d’obtenir les régions que l’onrencontre en tournant dans le
sens anti-horaire en utilisant l’ordre cyclique défini sur chaque sommet par la permutation
σ.

Nous pouvons également retranscrire quelques notions usuelles de la théorie de graphe
en terme de carte combinatoire. Un brinb ∈ D, dans les configurations suivantes sera
appelé :

– une boucle siα(b) ∈ σ∗(b) ;
– un pont siα(b) ∈ ϕ∗(b) ;

D’autres configurations de brin propres aux graphes planaires peuvent également être
caractérisées en termes de brins dans les cartes combinatoires

– une boucle vide siσ(b) = α(b) ;
En effet, on a alorsϕ(α(b)) = σ(b) = α(b). Le ϕ-cycle deα(b) est donc réduit à
(α(b)). Le brinα(b) code donc bien un sommet de la carte duale de degré 1 ce qui
est compatible avec la définition 17 (voir également le brin−1 Fig. 2.3.3(a) et (b)).

– un brin pendant siσ(b) = b.
Notez que siσ(b) = b alorsϕ(α(b)) = σ(b) = b. Un brin pendant correspond donc
à une boucle vide dans le dual (et vice versa, voir le brin−4 Fig. 2.3.3(a) et (b)).
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FIG. 2.20 – Les arêtesα∗(1),α∗(2),α∗(3),α∗(4) codent respectivement une boucle directe,
un pont, une boucle et une arête pendante de la carte combinatoireG(a). Chacune de ces
arêtes devient une autre configuration particulière dans lacarte dualeG(b)

– une arête double siϕ2(b) = b.
Le ϕ-cycle deb est donc égal à(b, ϕ(b)) et b code bien un sommet dual de degré2.
Une telle caractérisation est compatible avec la définition18. Notez queϕ2(ϕ(b)) =
ϕ(ϕ2(b)) = ϕ(b). Donc, sib est une arête double,ϕ(b) l’est également.

Par extension, nous dirons qu’une arête est une boucle, une boucle directe, un pont ou
une arête pendante si un des ses brins vérifie la propriété correspondante.

Chacune de ces caractérisations d’arête dans la carte initiale correspond à un autre type
de configuration particulière dans la carte duale. Ces correspondances sont explicitées dans
la tableau 2.1 (voir également Fig. 2.3.3) [BRUN99].

Configuration dansG Configuration dansG

boucle pont
pont boucle
boucle directe arête pendante
arête pendante boucle directe

TAB . 2.1 – Relations entre les configurations particulières d’arêtes dans la carte initiale et
son dual

De même que pour les graphes duaux, les boucles permettent aux cartes combinatoires
de caractériser l’existence de relations d’inclusion. En utilisant le plongement des arêtes
ainsi que l’orientation du plan, explicitement encodé, il est possible d’obtenir l’ensemble
des régions incluses dans une région donnée [BRUN05A] et ainsi lever l’ambiguité ren-
contrée avec les graphes duaux dans certaines configurations.

Tout comme les graphes duaux, les cartes combinatoires permettent de coder les ad-
jacences multiples et de caractériser les relations d’inclusions.Toutefois, les cartes pré-
sentent des avantages supplémentaires permettant également de résoudre les problèmes
rencontrés par les graphes duaux. Du fait que les cartes combinatoires admettent un co-
dage implicite du dual (Déf.36) , elles ont l’avantage de conserver l’ensemble des infor-
mations fournies par les graphes duaux en maintenant une seule structure, ce qui évite
les doubles mises à jour. Enfin cette structure permet de caractériser complètement les
relations d’inclusion [BRUN06] et de profiter de l’orientation du plan pour différencier
certaines configurations, indissociables avec des graphesduaux (Figure.2.18).
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2.4 Codage de Hiérarchies

2.4.1 Relations hiérarchiques

Le terme hiérarchie, tiré du grechierossignifiant «sacré» etarkho signifiant «règle»
est défini comme un système de classement et d’organisation de choses ou de personnes.
Chaque élément de ce système (excepté l’élément le plus haut dans cette hiérarchie) est
subordonné à un seul autre élément.

Il peut être utile pour la suite de ce développement de définirla notion d’ordre. Un
ordre est une relation binaire permettant de comparer les éléments d’un ensemble entre
eux. On peut par exemple citer l’ordre naturel défini sur les nombres réels≤ ou encore
l’inclusion ensembliste⊆.

Définition 39 Ordre

Une relation binaire� sur un ensembleX est un ordre si :

∀xi, xj ∈ X (xi � xj) ∧ (xj � xi) ⇔ (xi = xj) (2.4)

∀xi, xj, xk ∈ X (xi � xj) ∧ (xj � xk):(xi � xk) (2.5)

de plus l’ordre� est total si :

∀xi, xj ∈ X(xi � xj) ∨ (xj � xi) (2.6)

Dans un ensemble totalement ordonné, tout couple d’élements appartenant à cet en-
semble peut être comparé (Equation 2.6 ).

Définition 40 Relation de couverture

Soit (X,�) un ensemble ordonné etxi, xj ∈ X. On dit quexi est couvert parxj (ou
xj couvrexi) et on notexi ≺ xj si xi < xj et si pour toutx tel quexi ≤ x < xj on a
x = xi. Autrement dit, il n’existe pasx ∈ X tel quexi < x < xj.

Définition 41 Ordre hiérarchique

Une relation d’ordre� sur un ensembleX est un ordre hiérarchique si :

∀xi, xj, xk ∈ X (xi � xj) ∧ (xi � xk) ⇔ (xj � xk) ∨ (xk � xj) (2.7)

Le couple(X,�) est appelé uneforêt.

L’ensemble des prédécesseurs d’un élément, sur une forêt, est donc totalement ordonné
(Définition 41).

Nous traiterons, dans la suite de ce manuscrit, des hiérarchies dont les éléments sont
des régions avec pour relation d’ordre l’inclusion. Nous nous intéresserons donc, dans
la suite de cette section, aux hiérarchies, représentablespar des arbres, dont la relation
d’ordre est déterminée par la relation d’inclusion entre les parties d’un ensemble.
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FIG. 2.21 – Ensemble de parties hiérarchisées

Deux partiesx et x′ d’un ensembleX sont dites hiérarchisées si et seulement si elles
sont soit emboitées, soit disjointes (i.ex∩x′ ∈ {x, x′, ∅}). Cette notion peut être générali-
sée à un ensembleH de parties, qui sera dithiérarchisé si ses éléments le sont tous deux
à deux.

Définition 42 Hiérarchie

SoitX un ensemble fini. Un ensembleH hiérarchisé de parties deX sera appelé une
hiérarchie s’il vérifie :

(i) ∅ /∈ H.

(ii) X ∈ H.

(iii) ∀x ∈ X : {x} ∈ H.

X est appelé lesommetde la hiérarchie et l’ensembleB(H) = {{x}}x∈X est appelé
la basede la hiérarchie.

Notons que l’ensembleB(H) correspond à la sur-segmentation absolue deX et que
les élements deB(H) sont appelés lesatomes. Les parties deH qui ne sont ni le sommet,
ni les atomes sont ditesintérieures àH.

Définition 43 Dendrogramme

Un dendrogramme est un graphe planaire non orienté. Les classes sont représentées
par des points, les éléments terminaux se trouvent en bas, lesommet en haut et les traits
indiquent l’ordre hiérarchique entre les classes. (voir Figure 2.22)

Une hiérarchieH, peut être représentée par une structure arborescente telle que le
dendrogramme (voir Figure 2.22 et Déf. 43). Nous parlerons alors des nœuds et des arêtes
d’une hiérarchie, les atomes sont alors appelésfeuilleset le sommetracine.

Les feuilles correspondent à l’ensemble des éléments minimaux d’un arbre(X,�)
défini par :

{x ∈ X | ∀x′ ∈ X : x′ � x:(x′ = x)} (2.8)

alors que le sommet correspond à l’élément maximal de(X,�) défini comme :

{x ∈ X | ∀x′ ∈ X : x � x′:(x′ = x)} (2.9)
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(a) dendrogramme (b) branches

FIG. 2.22 – (a) Représentation d’une hiérarchie sous forme d’un dendrogramme.(b) La
branche deg est représentée en rouge, celle de{a, b, c} en bleu.

Tout élémentx d’une hiérarchie finie, ormis le sommet, possède un élément unique
couvrant, généralement appelé le père dex, notép(x). Inversement, tout élémentx qui
n’est pas un atome, couvre un certain nombre d’éléments deH, appelés les fils dex, noté
F (x). Le nombre de fils d’un sommet,|F (x)|, s’appelle l’arité et une hiérarchie dont
tous les sommets sont de même arité peut être représentée parun arbren-aire. On appelle
branche dex (voir (Figure 2.22(b)), la chaîne reliantx au sommet de la hiérarchie. On
peut définir leniveau d’un élément d’une hiérarchie, comme étant la longueur du plus
long chemin, le reliant à la base. Par extension, nous définirons le nombre de niveaux
d’une hiérarchie comme étant le niveau de son sommet.

Définition 44 Pré-hiérarchie

Unepré-hierarchiesurX est un ensemble de parties hiérarchisées deX qui contient
{x} pour toutx ∈ X, mais pas nécessairement lui-même.

FIG. 2.23 – Une pré-hiérarchie

Si nous nous intéressons à présent à la notion de partition (Def. 29), il peut être utile de
définir une relation definesse, que l’on notera≤ définie à partir de l’ordre sur les parties
d’une partition telle que

∀(A,B) ∈ P | A ≤ B ⇔ ∀x ∈ A ∃x′ ∈ B | x ⊆ x′ (2.10)

oùP désigne l’ensemble des partitions de l’image.

Nous disons alors, quandA ≤ B, que la partitionA est plus fine queB ou queA est
une sur-partition deB. Inversement B est une sous-partition de A et est moins fine queA.
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La relation de finesseA ≤ B peut également exprimer queA peut être obtenue à partir
de la partitionB en découpant certaines parties, ou qu’inversement B peut être obtenue en
réunissant certaines parties deA. A partir de cette relation de finesse nous pouvons définir
la notion departitions emboitées.

Définition 45 Partitions emboitées

– Nous dirons de deux partitionsA etB qui sont ordonnées pour la relation de finesse
≤ (équation 2.10), qu’elles sont emboitées.

– Une ensemble de partitionsP = {P1, ..., Pk} tel que

∀i ∈ {1, . . . , k − 1} Pi < Pi+1

est appelé une séquence de partitions emboitées.

Une hiérarchie peut représenter une séquence de partitionsmonotonesP = {P1, ..., Pk}
d’un ensembleX telle queP1 ≤ · · · ≤ Pk. De façon classique,P1 est égal au sur-
partitionnement absoluB(H) deX alors quePk correspond à la sous-partition absolue
deX correspondant au sommet de la hiérarchie. Dans ce cas on dit que {Pi}i=1,...,k est
uneséquence complète. Notons cependant qu’une hiérarchie n’est pas équivalenteà une
séquence de partitions. En effet, plusieurs séquences peuvent fournir une même hiérar-
chie. En traitement d’image, l’amalgame entre pyramide de segmentation et hiérarchie de
régions est souvent fait. Notons par contre que si l’on dispose d’une hiérarchieH sur un
ensembleX , il est possible d’obtenir une partition deX en effectuant une coupe dansH.

Définition 46 Coupe dans une hiérarchie

SoitH une hiérarchie sur un ensembleX. Une coupe dansH définit une partition de
X dans laquelle chaque élément de la partition appartient àH

Nous noteronsCut(H) l’ensemble des coupes deH. Cut(H) correspond à l’ensemble
des partitions deX que l’on peut construire avec des parties deH.

Si l’on interprète cette définition d’un point de vue graphique, une coupe dans une
hiérarchieH correspond à un ensemble de nœuds deH, avec pour contrainte que la coupe
doit intersecter une et une seule fois chaque branche deH(voir Figure 2.24). En effet
comme les nœuds le long d’une branche sont ordonnés suivant la relation d’inclusion, le
fait d’intersecter plusieurs fois une branche revient à prendre plusieurs nœuds dans cette
branche. Le résultat de la coupe ne fournit plus une partition de l’ensemble de départ, car
au moins une région est incluse dans une autre. Inversement le fait de ne pas intersecter
une branche revient à suprimer une partie de l’ensemble de départ et ne fournit pas non
plus une partition.

Une hiérarchie admet en général un très grand nombre de coupes. Deux coupes ne
sont généralement pas ordonnées par finesse (équation 2.10), c’est le cas par exemple
des coupes présentées sur la Figure 2.24. Par contre elle peuvent entretenir une relation
d’ordre local. C’est également le cas des coupes présentées sur la Figure 2.24 où sur
certaines parties du domaine, la coupeC1 est une sur-partition deC2 alors qu’au contraire
sur d’autres parties,C1 est une sous-partition deC2.



32 Chapitre 2 - Représentation hiérarchique

(a) hiérarchieH (b) coupeC1 (c) coupeC2

FIG. 2.24 – (a) Coupes dans une hiérarchie. Les partitions correspondantes sont représen-
tées sur (b) pour la coupeC1 et en (c) pour la coupeC2

FIG. 2.25 – Hiérarchie partielle.H(x) est la hiérarchie partielle issue dex avecB(x)
comme base.
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Définition 47 Hiérarchie partielle

Soit H une hiérarchie sur un ensembleX. Pour toutx ∈ H, H(x) désignera une
hiérarchie partielleissue dex

H(x) = {x′ ∈ H|x′ ⊆ x}

etB(x) la base partielleissue dex

B(x) = {x′ ∈ B(H)|x′ ⊆ x}

La Figure 2.25 illustre cette définition.

Pour poursuivre ce développement, l’étude d’un type de distance, appelé ultramé-
trique [ARBELA05] peut s’avérer utile. Unespace ultramétriqueest un espace pseudo-
métrique ou l’inégalité triangulaire est remplacée par la plus forte inégalité ultramé-
trique :

∀(a, b, c) ∈ X δ(a, b) ≤ max{δ(a, c), δ(c, b)} (2.11)

D’un point de vue géométrique, la relation précédente indique que tous les points d’une
sphère sont équidistants, deux sphères qui s’intersectentsont nécessairement égales et que
tous les triangles sont soit isocèles, soit équilatéraux.

Définition 48 Hiérarchie indicée

Une hiérarchie indicée est définie comme la donnée d’un couple I = (H,λ), oùH est
une hiérarchie etλ est un critère croissant surH et nul sur ses feuilles, appelé son indice.

La figure 2.26 illustre les différentes étapes de construction d’une hiérarchie indicée,
d’un ensemble dont les éléments sont dans ce cas les pointsA,B,C,D,E, F,G. Ce type
de hiérarchie, utilisant comme critère de regroupement la distance minimale entre les
classes, est appeléhiérarchie du saut minimum[PAPKA99].

Benzécri a prouvé dans [BENZEC73] qu’il existe une bijection entre la classe des hié-
rarchies indicées et celle des espaces ultramétriques. Si(H,λ) est une hiérarchie indicée,
sur un ensembleX, la fonctionλ : X2 → R+ définie comme

δ(x, x′) = max(λ(x), λ(x′)) (2.12)

est une distance ultramétrique sur l’ensembleX. H est alors la hiérarchie induite par
λ. La notion de hiérarchie indicée et d’espace ultramétriqueest donc bien équivalente.

Il existe une infinité d’ultramétries associées à une hiérarchieH. Nous pouvons ce-
pendant noter deux ultramétries triviales. L’ultramétriecorrespondant auxniveaux des
ensembles deH ainsi que l’ultramétrie correspondant aux cardinaux des ensembles. Ces
deux ultramétries sont de toute évidence des critères croissants. Notons également que
lorsque nous dessinons une hiérarchie sous forme d’arbre, nous utilisons, souvent machi-
nalement, un critère croissant surH, qui nous permet d’affecter aux éléments deH une
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FIG. 2.26 – Exemple de construction d’une hiérarchie indicée.
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ordonnée correspondant à leur niveau. L’utilisation inconsciente d’un critère croissant per-
met de placer les pères au dessus de leurs fils. Le critère du niveau est le plus utilisé car il
permet d’obtenir la représentation la plus tassée verticalement.

Si maintenant nous nous restreignons aux hiérarchies munies d’un indiceλ, ce type de
hiérarchie admet une représentation naturelle consistantà affecter à chaque nœudx ∈ H
une ordonnée correspondant à son indiceλ(x). Ce type de représentation nous permet de
définir la notion de coupe naturelle dans une hiérarchie indicée.

Définition 49 Coupe naturelle

SoitH une hiérarchie indicée munie d’un indiceλ sur un ensembleX. Nous pou-
vons associer à(H,λ) une famille de coupes remarquables appelée famille descoupes
naturelles.

La coupe naturelleCd de hauteurd ≥ 0 de (H,λ) est définie comme l’ensemble des
parties deH d’indice inférieur àd et maximales pour la relation d’inclusion :

Cd = {x ∈ H | λ(x) ≤ d et∄x′ ∈ H tel quex ⊂ x′ etλ(x′) ≤ d}

Si l’on interprète ce résultat graphiquement, la coupe naturelle Cd correspond à la
coupe graphique de la représentation naturelle selon la droite horizontale d’ordonnéed.
La Figure 2.27 illustre cette notion de coupe naturelle dansune hiérarchie indicée. Les
traits en pointillés matérialisent des coupes naturelles et les partitions correspondant à
chacune d’elles sont représentées tout autour. La façon de construire de telles hiérarchies
de régions étant une des contributions de ce mémoire, nous y reviendrons plus en détail
dans la Section 2.6 ainsi que dans le Chapitre 3.

Intéressons-nous à présent à une famille de partitions d’une imageI :A(I) = (Pλ)λ∈R+

indicée par un paramètre d’échelleλ. On dira que cette famille de partitions correspond à
unestructure causale[GUIGUE06] si elle vérifie les conditions suivantes :

Définition 50 Structure Causale

On dira qu’une famille de partitions(Pλ)λ∈R+ d’une imageI définit une structure
causale ssi pour tout couple(λ1, λ2) ∈ R+2 tel queλ2 ≥ λ1, il existe un difféomorphisme
φ de I tel queφ(∂Pλ2) ⊂ ∂Pλ1. Le symbole∂Pλ désignant les frontières de la partition
Pλ.

Autrement dit, siλ2 ≥ λ1, les frontières dePλ2 sont incluses modulo un morphing
(codé parφ) dans celles dePλ1 . Une telle famille de partitions vérifie leprincipe de cau-
salité défini par Witkin [WITKIN 84]. Ce principe stipule qu’une diminution de précision
d’analyse (augmentation de l’échelle) ne peut créer d’information, donc toutes les struc-
tures présentes à une échelle grossière doivent trouver une«cause» dans les échelles plus
fines.

Si nous imposons un principe plus fort à savoir l’interdiction de délocaliser les fron-
tières (φ = Id, l’identité deI), nous pouvons définir la notiond’analyse multi-échelle
non biaisée[GUIGUE06]. Cette notion correspond auprincipe de causalitétel qu’il a été
énoncé par Koepfler [KOEPFL94] :
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FIG. 2.27 – Coupes naturelles dans une hiérarchie de régions indicée par un facteur
d’échelle positif.

Définition 51 Analyse multi-échelle non biaisée

Une famille de partitionsA(I) = (Pλ)λ∈R+ d’un domaineD telle que

∀(λ, λ′) ∈ R+2
λ′ ≥ λ : Pλ′ ≥ Pλ (2.13)

sera appelé une analyse multi-échelles non biaisée.

Un algorithmeA qui, à toute imageI définie sur un domaineD, associe une analyse
multi-échelle non biaisée sera simplement appelé un algorithme de segmentation multi-
échelles. Ce type d’analyse peut être représentéexactementpar les coupes naturelles d’une
hiérarchie indicée. En effet, en considérant un algorithmede segmentation multi-échelles
A ainsi qu’une imageI définie sur un domaineD borné, avec|D| = n. CommeD possède
n éléments,A renverra au maximumn partitions distinctes

{P1 < P2 < · · · < Pk} avec k ≤ n

Si nous considérons maintenant pour chaque partitionPi l’ensemble des valeursχ de
λ pour lesquellesA produit la partitionPi :

χi = A−1(Pi) (2.14)

A étant défini surR+, lesχi constituent une partition deR+. Si en plus le principe de
causalité est respecté on obtient :
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∀(i, j) ∈ [0, . . . , k]2 ∀(x, x′) ∈ χi × χj : i < j:x < x′. (2.15)

Lesχi constituent donc une suite d’intervalles ordonnés formantune partition deR :

∀i ∈ [0, . . . , k] χi = [λi, λi+1[ (2.16)

avecλ1 = 0 etλk+1 = +∞.

Si nous nous intéressons à présent aux régions des partitions, nous pouvons représenter
la famille de partitionsA(I) = (Pλ)λ∈R+ par un ensemble de régionsH = {xi}i∈1...m

où chaque régionxi appartient à suite continue de partitionsPλ caractérisées par leurs
échelles d’apparition. On définit l’échelle d’aparition d’une régionx comme la plus petite
échelle telle quex appartient à une partitionsPλ :

λ+(x) = min{λ ∈ R+|x ∈ Pλ} (2.17)

Notons que six ⊂ x′, x etx′ appartiennent à deux hiérarchiesPλ etPλ′ avecλ ≤ λ′. On
a donc :

∀(x, x′) ∈ H2 x ⊂ x′:λ+(x) ≤ λ+(x′) (2.18)

Si nous supposons queP+∞ ne contient qu’une seule région englobant la totalité de
l’image, l’ensemble de régionsH = {xi}{i∈1...m} de(Pλ)λ∈R+ définit une hiérarchie deP0

surI. En effet :

(i) H ne contient aucune région vide,

(ii) I = P+∞ ∈ H et

(iii) chaque singletonxi ∈ P0,

H répond donc bien aux 3 conditions de la définition 42 et est unehiérarchie. De plus
λ+ vérifiant l’équation 2.18 il est uncritère croissantpour l’inclusion.

Une régionx apparaissant au niveauλ+(x) survit dans la hiérarchie jusqu’à ce qu’elle
soit fusionnée avec d’autres régions de son voisinage pour former son pèrep(x). L’échelle
où cet évènement se produit est appeléel’échelle de disparitiondex et est notéeλ−(x) :

λ−(x) = min
x′∈H,x⊂x′

λ+(x′) = λ+(p(x)) (2.19)

(H,λ+) est doncune hiérarchie indicée, les partitions renvoyées parA correspon-
dant aux coupes naturelles (Déf. 49) de cette hiérarchie. Dans ce type de représentation
ensemble-échelle ce n’est plus la partition mais la région qui apparaît comme l’élément
conceptuel. Chaque région sera ainsi caractérisée par son échelle d’apparitionλ+ et son
échelle de disparitionλ− constituant sonintervalle de vieautrement appeléintervalle de
persistance.

χ∗(x) = {λ|x ∈ C∗
λ(H)} = [λ+(x), λ−(x)[ (2.20)
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2.4.2 Pyramides régulières

Une pyramide régulière est définie comme une séquence d’images dont la taille di-
minue de façon exponentielle [TANIMO 75, BURT83, JOLI94, ROZENF88, BISTER90,
KONIK95, PYZLOT95, CHEN95, OVERTU95, CINQU95, KONIK96, LOZANO98, RO-
SENF98]. Chacune des images de cette séquence correspond à unniveaude la pyramide
avec le premier niveau correpondant à l’image originale tandis que le dernier niveau, le
plus élevé, est en général composé d’un unique pixel dont la valeur est une moyenne pon-
dérée des autres pixels composant l’image d’origine.

En utilisant les relations de voisinage définies sur l’image, la fenêtre de réductiond’un
pixel de la pyramide le relie à un ensemble de pixels connexesdans l’image de niveau
précédent. L’ensemble des pixels appartenant à une fenêtrede réduction est appelé les
enfantsou les fils du pixel définissant celle-ci. Un tel pixel est, quant à lui, appelé lepère
des pixels appartenant à la fenêtre de réduction. On peut étendre cette relation père/enfant
par transitivité, à n’importe quel niveau de la pyramide.

On appellechamp récepteurd’un pixel, l’ensemble de ses enfants définis dans l’image
de base, au premier niveau de la pyramide. Toutes les valeurscalculées par le biais de la
pyramide régulière sont stockées à un niveau particulier dela pyramide. Chaque pixel de
la pyramide aura une fenêtre de réduction de taille et de cardinal identique.
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FIG. 2.28 – Une pyramide régulière2 × 2/4

On appellefacteur de réduction, le rapport entre la taille de deux images successives
de la pyramide. Pour les pyramides régulières, ce facteur reste constant entre tous les
niveaux consécutifs. Le contenu de chaque pixel est calculépar le biais d’unefonction de
réduction, par rapport au contenu des ses fils appartenant à sa fenêtre de réduction.

Pour définir formellement les pyramides régulières, on utilise le rapportN × N/r où
N ×N représente la taille de la fenêtre de réduction tandis quer représente le facteur de
réduction. On distingue différents types de pyramides en fonction de ce rapport :

– siN ×N/r < 1, la pyramide est appelée unePyramide trouée et non recouvrante.
Dans le cadre de ces pyramides, certains pixels ne possèdentpas de père [KROPAT98]
(voir par exemple le pixel central sur la figure 2.30(a)) ;

– siN ×N/r = 1, la pyramide est appelée unepyramide non recouvrante non trouée
(voir par exemple la figure 2.30(b)) ;

– siN × N/r > 1, la pyramide est appelée unepyramide recouvrante. Chaque pixel
d’une telle pyramide a plusieurspères potentiels[BURT81]. Si chaque enfant sélec-
tionne un père parmi ces pères potentiels, l’ensemble des enfants de la fenêtre de
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réduction de chaque pixel est réorganisé. Le champ récepteur d’un pixel peut dans
ce cas prendre n’importe quelle forme incluse dans le champ récepteur original.

(a)2562 (b) 1282 (c) 642 (d) 322 (e)162
(f) 82

FIG. 2.29 – Une2 × 2/4 pyramide. La fonction de réduction est une gaussienne centrée
sur le pixel survivant. La taille de chaque image est indiquée en dessous de celle-ci.
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FIG. 2.30 – Trois types de pyramides régulières

Le principales propriétés des pyramides régulières ont étéénumérées par Bister [BISTER90] :

– Les algorithmes utilisés sont indépendants de la résolution des régions recherchées.
– Ce type de structure permet de réduire l’influence du bruit.
– Les propriétés globales sont converties en propriétés locales.
– Les temps de calcul sont diminués par l’utilisation du principe “ diviser pour conqué-

rir “.
– Les algorithmes peuvent être implémentés et tirer parti des architectures parallèles.
– la détermination de certaines régions d’une image à faiblecoût en utilisant des

images de faibles résolutions.

Malgré toutes ces propriétés intéressantes, ce type de structure hiérarchique présente
plusieurs limitations dues essentiellement à la taille limitée et à la forme fixe de la fenêtre
de réduction. Ces contraintes alliées à un facteur de réduction constant ne permettent pas
aux pyramides régulières de s’adapter facilement à la variabilité des données. On peut en
effet relever plusieurs problèmes induits par la rigidité de cette représentation tels que la
non stabilité des données lors de légères variations de l’image. Les pyramides régulières
ne sont , de ce fait, pas robustes à des changements d’échelleainsi qu’aux décalages et
rotations. Le fait qu’elles ne permettent de coder qu’un nombre limité de régions à cer-
tains niveaux lui interdit le codage de régions allongées [BISTER90] ( régions occupant
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beaucoup plus de pixels suivant une direction de l’image quel’autre). Cette dernière li-
mitation est illustrée sur la figure 2.31(c) représentant leniveau de base d’une pyramide
2 × 2/4 d’une image composée de 8 régions allongées,composées de 8 pixels chacune.
La décroissance de ce type de pyramide étant de 2 aussi bien enlongueur qu’en largeur,
la partition ne peut être décrite correctement qu’au niveau3 de la pyramide. Or il ne reste
que 4 pixels à ce niveau, ce qui interdit de coder correctement ce type de configuration.
Notons enfin que les pyramides régulières ne peuvent en aucuncas garantir la préservation
de la convexité comme l’illustrent les Figures 2.31(a) et (b). Les niveaux1 et 2 de cette
2 × 2/4 pyramide sont représentés sur la figure 2.31(a), chaque pixel de niveau2 étant
représenté au centre de sa fenêtre de réduction. Le niveau1 de l’image est composé de
pixels de2 classes (marron et vert), l’affectation d’un pixel de niveau 2 à une classe étant
effectué par une décision à la majorité dans sa fenêtre de réduction. Comme on peut le
voir sur la figure 2.31, cette règle fournit deux régions connexes au niveau2 alors que la
décomposition en région des classes vertes et marrons au niveau1 n’est pas connexe. On
ne peut donc pas inférer la connexité de régions à la base de lapyramide à partir de celles
définies à de plus hauts niveaux.

(a) (b) (c)

FIG. 2.31 – niveau de base et niveau 1 sur une image8× 8 (a) et segmentation de l’image
en fonction des valeurs de pixels de niveau 1(b) (c) niveau debase d’une pramide2× 2/4
pour une image8 × 8

Notons également que les transformations en ondellettes discrètes [VAUTRO96, MAL -
LAT 96] ont un principe quelque peu similaire. L’image est en effet décomposéee en 4
sous-images représentant les détails (hautes fréquences horizontales, verticales et diago-
nales) et les basses fréquences. Les 4 pyramides sont obtenues recursivement par filtrage
de l’image basse fréquence obtenue. De ce point de vue les pyramides régulières peuvent
être considérées comme un cas particulier de représentation échelle/signal. Utilisées en
détection et en segmentation, les pyramides régulières le furent également en codage
d’image [HUFFMA52]. Des applications en compression d’image, réduction debruit, dé-
tection d’arêtes, flot optique et stéréo-vision montrent lefort potentiel de ce courant des
représentations hiérarchiques [MALLAT 96].

2.4.3 Pyramides irrégulières

Les pyramides irrégulières, également appelées pyramidesde graphes, permettent de
s’affranchir des limitations des pyramides régulières mentionnées dans la section 2.4.2 tout
en préservant leurs principaux avantages. La pyramide irrégulière doit son nom au type
de voisinage particulier des cellules qui la composent : le nombre de voisins de chaque
cellule n’est pas fixe, il dépend de chaque cellule et est doncnon régulier. Sa particularité
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principale réside dans le fait que la forme des régions extraites n’est contrainte par aucun
critère géométrique.

(a)

FIG. 2.32 – Une pyramide irrégulière basée sur une grille 4-connexe (a) et le RAG corres-
pondant (b).

La contraction (Def. 12) est l’opération privilégiée pour construire les pyramides. Tou-
tefois, la contraction d’une boucle étant une opération interdite, l’ensemble des arêtes
contractées pour passer d’un niveau au niveau supérieur de la pyramide ne doit pas com-
porter de cycles, c’est donc une forêt. Dans le cadre des pyramides irrégulières un tel
ensemble est appelé unnoyau de contraction.

Définition 52 Noyau de contraction

Un noyau de contractionK ⊂ E d’un grapheG = (V,E) est une forêt deG codant
un ensemble de sommets à fusionner.

Dans le cadre du codage de partition, chaque arbre d’un noyaude contraction repré-
sente la fusion d’un ensemble connexe de régions en une seulerégion au niveau supérieur.
Un tel ensemble est appelé lafenêtre de réductiondu sommet de niveau supérieur.

Définition 53 Fénêtre de réduction d’un sommet

SoitP = (G0, . . . , Gn) une pyramide de graphesKl, l ≥ 1 un noyau de contraction
permettant de construireGl à partir deGl−1. Chaque composante connexeτ ⊂ Kl deKl

code la contraction d’un ensemble connexe de sommets deGl−1 en un seul sommetvτ de
Gl.

L’ensemble{v1, . . . , vp} des sommets deGl−1 incidents àτ est appelé la fenêtre de
réduction devτ . Le sommetvτ est le père des sommets{v1, . . . , vp} qui sont les fils devτ .

Définition 54 Champ récepteur d’un sommet

Le champ récepteur d’un sommet représente un ensemble de sommets définis dans
le graphe initial. Il est obtenu en itérant la relation père/fils induite par la fenêtre de
réduction d’un sommet.

Notez que les définitions précédentes sont la traduction dans le cadre des pyramides ir-
régulières des concepts équivalents introduits dans les pyramides régulières (Section 2.4.2).
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2.4.3.a Pyramides de graphes simples

Dans les pyramides irrégulières , la notion de graphe intervient pour modéliser une re-
lation entre les différentes régions du partitionnement. Le graphe d’adjacence, noté RAG,
défini dans la section 2.3.1, est la structure de base à partirde laquelle vont être extraits des
sous-graphes, sur des critères qualitatifs et quantitatifs lors de la construction des niveaux
successifs de la pyramide (figure 2.32).

Ces pyramides sont donc définies comme une pile de graphes(G1, . . . , Gn) successi-
vement réduits (figure 2.33).

(a) niveau 0 (b) niveau 1 (c) niveau 2 (d) niveau 3

(e) G0 (f) G1 (g) G2 (h)
G3

FIG. 2.33 – (a)(b)(c)(d)les 4 premiers niveaux d’une pyramide irrégulière basée sur une
grille 4-connexes sur une image8 × 8 avec (e)(f)(g)(h) le graphe correspondant à chaque
niveau

Le graphe initialG0 = (V0, E0) peut être défini par une grille régulière en associant
chaque pixel d’une image à un sommet deV0, les arêtesE0 représentant les relations
d’adjacences entre ces pixels. Dans le cadre des pyramides de graphes simples on désigne
usuellement un sommet particulier de chaque arbre d’un noyau de contraction. Ce sommet
est appelé un sommet survivant et le noyau de contraction estnoté(S,K), oùS représente
l’ensemble des sommets survivants etK l’ensemble des arêtes à contracter.

Comme nous l’avons vu dans la section 2.1, l’opération de contraction ne préserve pas
obligatoirement la simplicité du graphe. Le processus permettant de passer d’un graphe
Gl àGl+1 dans le cadre des pyramides de graphes simples va donc s’effectuer en quatre
étapes :

1. Sélectionner un ensemble de sommets survivants,

2. Sélectionner un ensemble d’ arêtes connectant chaque sommet non survivant à un
sommet survivant.

3. Contracter cet ensemble d’arêtes.

4. Supprimer toutes les arêtes multiples et les boucles éventuellement créées lors des
opérations de contraction.
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La sélection des sommets survivants (étape 1) ainsi que celle de l’ensemble des arêtes
à contracter (étape 2) est dépendante de la méthode de décimation utilisée et sera étudiée
plus en détail dans la Section 2.6.

2.4.3.b Pyramides de graphes duaux

Les pyramides de graphes simples, définies dans la Section 2.4.3.a , permettent de
s’affranchir des principales limitations des pyramides régulières tout en préservant leurs
bonnes propriétés. Cependant, comme nous l’avons décrit dans la Section 2.3.1, l’utili-
sation de graphes simples dans le cadre du codage de partition implique de nombreuses
limitations : L’absence de boucles ne permet pas de caractériser les relations d’inclusion
et l’utilisation d’une seule arête entre deux sommets réduit l’information de frontière à
une simple information d’adjacence (l’existence d’au moins une frontière commune entre
deux régions, Def. 31).

Les pyramides de graphes duaux ont été introduites pour pallier aux principaux in-
convénients des pyramides de graphes simples dans le cadre du codage de partitions. Les
opérations de réduction pour passer d’un grapheGl à Gl+1 sont définies, comme dans
les pyramides de graphes simples à l’aide d’un noyau de contraction (que l’on note ici
simplementK). Le graphe obtenu peut être non simple et contenir soit des boucles soit
des arêtes multiples entre des sommets. Toutefois toutes les arêtes multiples et toutes les
boucles ne codent pas des informations pertinentes pour la partition. Plus précisément, les
boucles vides (Def. 17) et les arêtes doubles (Def. 18) correspondent respectivement à des
frontières internes de régions et à des divisions artificielles de courbes frontières. Ces deux
types d’arêtes sont supprimés à l’aide d’unnoyau de suppression.

Définition 55 Noyau de suppression

Un noyau de suppressionK, d’un graphe planaireG, est une forêt deG telle que toute
arêtes deK est incidente à un sommet deG de degré1 ou2.

Dans le cadre des graphes duaux, la construction d’un nouveau niveau à partir d’un
grapheGl itère donc les étapes suivantes :

1. Construction d’un noyau de contractionK deGl,

2. Contraction de l’ensemble des arête deK dansGl et suppression des arêtes corres-
pondantes dansGl. AppellonsG′ le graphe obtenu.

3. Définition d’un noyau de suppressionK deG′ incident à tous les sommets de degré
inférieur à2 deG′.

4. Suppression dansG′ des arêtes deK et contraction des arêtes correspondantes dans
G′. La paire de graphes obtenue est notée(Gl+1, Gl+1).

La construction du grapheG′ est considérée comme un niveau a part entière par cer-
tains auteurs. Cette convention est utilisée dans la figure 2.34 qui illustre le mécanisme de
construction précédent.
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FIG. 2.34 – Une étape de la construction d’une pyramide de graphes duaux.

2.4.3.c Pyramides irrégulières bornées

Marfil [M ARFIL04, MARFIL07] a récemment défini un nouveau modèle pyramidal,
appelépyramide irrégulière bornée, présenté comme étant un mélange entre les pyramides
régulières et irrégulières, permettant de conserver les avantages liés à ces deux structures.
Le principe des pyramides irrégulières bornées est d’utiliser une approche régulière sur les
larges zones homogènes de l’image et d’utiliser une approche irrégulière sur les zones de
géométrie plus complexe en combinant une structure régulière2× 2/4 (Figure 2.28 ) avec
un graphe simple.

Cette combinaison de structures régulières et irrégulièresdonne une hiérarchie de
graphes dans laquelle chaque niveauGl = (Nl, El) est constitué d’un ensemble de nœuds
Nl liés par un ensemble d’arêtes intra-niveauEl.

Il y a deux types de nœuds :
– lesnœuds réguliers, appartenant à la structure régulière2 × 2/4 ( Figure 2.35(a))
– lesnœuds virtuelsappartenant à la structure irrégulère ( Figure 2.35(b))

Deux nœudsni ∈ Nl et nj ∈ Nl qui sont voisins au niveaul sont reliés par une arête
intra-niveaueij ∈ El.

Le niveau de baseG0 de cette hiérarchie correspond au graphe des pixels de l’image à
traiter, défini en 8-connexité. Chacun des nœuds de ce graphe est un nœud régulier.

Le processus pour construire le grapheGl+1 à partir deGl s’effectue en trois étapes :

1. procéder à une décimation régulière

2. appliquer une stratégie union find sur les régions restantes

3. établir les liaisons intra-niveaux

La première étape va donc consister à regrouper les pixels par quatre de façon régu-
lière, s’ils répondent à un critère d’homogénéité à définir.Il faut ensuite les relier par des
arêtes inter-niveaux pour coder les relations pères/fils. Les étapes suivantes vont utiliser
une stratégie de regroupement utilisée par Brun et Kropatsch[BRUN03B], appeléeunion-
find, pour relier les pixels non traités lors de la première étape. L’algorithme union-find a
été proposé par Tarjan [TARJAN75] comme une méthode générale permettant de partition-
ner un ensemble de classes disjointes. Son nom tient au fait qu’il permet d’effectuer deux
opérations,find permettant de déterminer la classe d’un élement (utile pourdéterminer
si deux élements sont de même classe) etunion permettant de réunir plusieurs classes.
Ce type d’algorithme utilise en général une structure arborescente pour représenter les
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(a) 2 niveaux d’une pyramide irrégu-
lière bornée

(b) préservation de la connexité

FIG. 2.35 – (a) Noeuds réguliers de la pyramide avec les liaisonsinter/intra niveaux. Les
regroupements sont ici effectués sur critère colorimétrique. Les régions blanches ne sont
pas homogènes. (b) Mélange de noeuds réguliers/non-réguliers formant un exemple de
pyramide irrégulière bornée, illustrant la préservation de la connexité.

ensembles. Chaque noeud contient une référence vers son pèrequi représente une classe.
Si deux nœuds appartenant à deux ensembles (ou arbres) différents sont jugés similaires,
l’opération d’union est effectuée en affectant la racine d’un des deux arbres comme étant
le père de l’autre.

Dans le cadre des pyramides irrégulières bornées, ce procédé va relier deux nœuds
respectant un critère de similarité, ce qui donne :

– un nœud régulier si les deux nœuds sont réguliers
– un nœud virtuel de niveaul + 1 si les deux nœuds de niveaul sont virtuels
– un nœud virtuel si nous avons relié un nœud virtuel avec le parent d’un nœud régulier

voisin.

L’utilisation de ce type de structure met en évidence plusieurs avantages. L’utilisation
d’une structure présentant des aspects réguliers amélioreles temps de calculs par rapport
à une structure irrégulière. Contrairement aux pyramides régulières, les pyramides régu-
lières bornées permettent la préservation de la connexité.Cette propriété est assurée par
le fait qu’un champ récepteur (Déf.54) est toujours généré (ou étendu) en reliant exclusi-
vement des nœuds voisins( Figure 2.35(b)). Il est égalementpossible de représenter des
régions allongées en utilisant les graphes simples inclus dans cette structure.

2.4.3.d Pyramides de cartes combinatoires

Les pyramides combinatoires ont été définies par Brun et Kropatsch [BRUN02] pour
pallier aux limitations des pyramides de graphes duaux touten conservant leurs principaux
avantages. Une pyramide combinatoire est définie comme une pile de cartes combinatoires
successivement réduites par une séquence d’opérations de contraction et de suppression.
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FIG. 2.36 – Contraction d’une grille3 × 3 par un noyau de contractionK1 dans la carte
initiale et son dual. Les brins négatifs ne sont représentésdans les cartes duales (d-f) mais
se déduisent facilement puisque sur cette figure deux brins de signe opposés sont incidents
aux deux sommets d’une même arête.

De la même façon que nous l’avons défini pour les graphes dans la section 2.4.3, il est
nécessaire d’introduire la notion de noyau de contraction/suppression dans le cadre des
cartes combinatoires.

Définition 56 Noyau de Contraction

Soit une carte combinatoireG = (D, σ, α). Un sous-ensemble symétrique (Def. 35)
de brinsK ⊂ D sera appelé un noyau de contraction si et seulement si :

– K forme une forêt deG (Définition 6) ;
– K ne contient pas tous les brins deG :

BS = D −K 6= ∅.

L’ensembleBS est appelé l’ensemble des brins survivants.

Cette définition correspond à celle donnée dans le cadre des graphes (Def. 56) avec la
subsitution des arêtes par des ensembles symétriques de brins. De plus les cartes étant défi-
nies à partir des arêtes, il n’est pas possible de coder un sommet isolé sans arête incidente
à l’aide de carte. On exige donc que l’ensemble des arêtes à contracter soit strictement
plus petit que celui de la carte initiale. Une exemple de contraction opérée par un noyau
est représenté sur la figure 2.36.
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FIG. 2.37 – Simplification d’une grille3 × 3 contracté (Figure 2.36) par un noyau de
suppressionK2 dans la carte initiale et son dual. Le brin−7 sur le sommet opposé au brin
7 n’a pas été représenté sur la figure (d) pour ne pas la surcharger.

En reprenant le même schéma que pour la définition 38 permettant de définir les
contractions par rappport au dual d’une carte, le noyau de suppression peut se définir
comme un noyau de contraction appliqué à la carte duale.

Définition 57 Noyau de Suppression

Soit une carte combinatoireG = (D, σ, α). Un sous-ensemble symétrique de brins
K ⊂ D sera appelé un noyau de suppression s’il forme un noyau de contraction deG.

Notez qu’une opération de contraction dans le graphe dual est équivalente à une opé-
ration de suppression dans le graphe primal (d’où le nom de noyau de suppression).

Cette définition revenant à appliquer un noyau de contractiondans la carte duale elle
assure la préservation de la connexité dans cette carte. Comme la carte et son dual ont le
même nombre de composantes connexes [GARETH78, BRUN99], un noyau de suppres-
sion préserve également la connexité de la carte initiale.

La dualité entre ces définitions de noyaux permet de rester libre sur le type de graphe
à utiliser pour le codage de partition. On utilisera donc un noyau de contraction pour
fusionner les régions si l’on utilise un codage de la partition avec une carte correspondant
à un graphe de régions (Def. 19), le noyau de suppression ne servant qu’à supprimer les
arêtes redondantes. Inversement nous utiliserons un noyaude suppression pour fusionner
les régions si la partition est codée à l’aide d’une carte desfrontières(Def. 20), l’opération
de contraction n’étant utilisée que pour supprimer les arêtes redondantes.
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Si la carteG correspond à un graphe de régions, les arêtes redondantes sont caractéri-
sées dansG et correspondent :

– Soit à des arêtes incidente à un sommet de degré1 dansG (arête(11,−11), Fig. 2.37(c)).
Ces arêtes correspondent à des boucles d’intérieur vide dansG (boucle(11,−11),
Fig. 2.37(a)) et sont appelées desboucles vides. Si b est un brin d’une boucle vide
appartenant au sommet de degré1 on aϕ(b) = b. Cette dernière relation caractérise
la boucle vide.

– Soit à des arêtes incidente à un sommet de degré2 dansG (e.g. sommet(−8, 9),
Fig. 2.37(c)). Ces arêtes correspondent à des faces d’intérieur vide dansG (face
(−8, 9), Fig. 2.37(a)) et sont appelées desarêtes doubles. Les brins des arêtes
doubles peuvent s’interpréter comme des frontières dans lacarte de base (voir par
exemple la suite20.19.18.17, Fig. 2.36(f) de brins appartenant à des arêtes doubles)
et sont donc également appelés desbrins frontière . Si b est un brin frontière, il est
incident à un sommet de degré2 et l’on aϕ2(b) = b

Dans la suite de ce document les cartes combinatoires coderont des cartes de régions et les
arêtes redondantes définissant les noyaux de suppression seront définies comme indiqué
ci-dessus. De plus afin de distinguer les brins frontières nous décomposeront les noyaux
de suppressions en deux sous noyaux :

Définition 58 Noyau de Suppression de boucles vides

SoitG = (D, σ, α) une carte. Un noyau de suppression de boucle vide surG est un
noyau de suppressionK surG tel que :

∀b ∈ K ϕ(b) = b ouϕ(α(b)) = α(b)

Définition 59 Noyau de Suppression de brins frontières

SoitG = (D, σ, α) une carte. Un noyau de suppression de brins frontières surG est
un noyau de suppressionK surG tel que :

∀b ∈ K ϕ2(b) = b

Sur la Fig. 2.37 le noyau de suppressionK2 défini par :

K2 = {11,−11, 24,−13, 13,−14, 14,−15,−16, 17,−18, 18,−19, 19,

− 20, 21,−22, 22,−23, 3,−5,−8, 9}

est décomposé en deux sous noyaux :
– Un noyau de suppression de boucles vides :

Ka
2 = {11,−11}

– Un noyau de suppression de brins frontières :

Kb
2 = {24,−13, 13,−14, 14,−15,−16, 17,−18, 18,−19, 19,

− 20, 21,−22, 22,−23, 3,−5,−8, 9}
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Dans la suite de cet exposé un noyau de suppression désigneradonc indifféremment un
noyau de suppression de boucles vides ou un noyau de suppression de brins frontières.

Soient une carte initialeG = (D, σ, α) et un noyau de suppressionKs donnant une
fois appliqué la carte réduiteG′ = (BS = D −K,σ′, α). Brun [BRUN02] montre que la
permutationσ′ deG′ peut se définir par :

∀d ∈ BS σ′(d) = σn(d) avecn = Min{k ∈ N∗ | σk(d) ∈ BS}. (2.21)

et de part la dualité des opérations de contraction/suppression, on a dans le cas d’une
opération de contraction :

∀d ∈ BS ϕ′(d) = ϕn(d) avecn = Min{k ∈ N∗ | ϕk(d) ∈ BS}. (2.22)

ou encore, puisqueϕ′(α(d)) = σ′(α2(d)) = σ′(d) :

∀d ∈ BS σ′(d) = ϕn(α(d)) avecn = Min{k ∈ N∗ | ϕk(α(d)) ∈ BS}. (2.23)

Étant donné un noyau de suppression (resp. contraction)K, nous allons pouvoir définir
la notion dechemin de connexion, comme étant, pour un brin survivantb, la séquence de
brins non survivants qu’il faut traverser pour atteindre leσ (resp.ϕ) successeur deb dans la
carte réduite. Cette notion de chemin de connexion peut être interprétée comme l’analogue
en termes de brins des fenêtres de réduction (Section 2.4.3).

Définition 60 Chemins de connexion

Soient une carte combinatoireG = (D, σ, α), un noyauK et un brin b ∈ BS. Le
chemin de connexion (ou connecting walk) associé àb est défini par :

– SiK est un noyau de contraction

CW (b) = bϕ(b) . . . ϕn−1(b) avecn = Min{k ∈ N∗ | ϕk(b) ∈ BS};

– SiK est un noyau de suppression

CW (b) = bσ(b) . . . σn−1(b) avecn = Min{k ∈ N∗ | σk(b) ∈ BS}.

Pour un brinb ∈ G = (D, σ, α) survivant, tel queCW (b) = b.b1 . . . .bp, cette défi-
nition nous permet d’obtenir après l’application d’un noyau K, sesϕ-successeurs etσ-
successeurs dans la carte réduiteG′ = (BS = D −K,σ′, α) :

{

ϕ′(b) = ϕ(bp) SiK est un noyau de contraction
σ′(b) = σ(bp) SiK est un noyau de suppression

(2.24)

Cette notion peut être étendue récursivement et une extension des chemins de connexion
avec plusieurs noyaux de types différents définit uneséquence de connexion:
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Définition 61 Séquences de connexion

Soient une carte combinatoireG0 = (D, σ, α) et une séquence de noyaux de contrac-
tion ou de suppressionK1 . . . , Kn. Les séquences de connexion (SC) sont définies par la
construction récursive suivante :

∀b ∈ D SC0(b) = b.

Pour chaque niveaui ∈ {1, . . . , n} et pour chaqueb ∈ BS i
– SiKi etKi−1 ont le même type :

SCi(b) = SCi−1(b1) . . . .SCi−1(bp);

– SiKi etKi−1 ont des types différents :

SCi(b) = b1.SC
∗
i−1(α(b1)) . . . .bp.SC

∗
i−1(α(bp)).

Où (b1, . . . , bp) est égal àCWi(b) et SC∗
i (b) désigne la séquence de connexion

SCi(b) sans son premier brin. Les noyauxK0 = ∅ et K1 ont le même type par
convention.

Deux noyaux de même type sont deux noyaux de contraction ou desuppression alors
que deux noyaux de types différents correspondent à des opérations différentes.

Cette nouvelle définition permet d’étendre l’équation 2.24 dans le cas des séquences
de connexion, ce qui autorise le calcul d’un niveau de la pyramide directement à partir de
sa base grâce au théorème suivant (voir [BR00A] pour la démonstration) :

Théorème 1 Soient une carte combinatoireG = (D, σ, α) et une séquence de noyaux
de contraction ou de suppression successifsK1, . . . , Kn. La séquence de connection d’un
brin b ∈ BS i définie au niveaui ∈ {1, . . . , n} :

SCi(b) = b1. . . . .bp

vérifie :
– SiKi est un noyau de contraction :

Sip = 1
ϕi(b) = ϕ(b)

sinon

ϕi(b) =

{

ϕ(bp) Si bp est contracté
σ(bp) Si bp est supprimé.

;

– SiKi est un noyau de suppression :

Sip = 1
σi(b) = σ(b)

sinon

σi(b) =

{

ϕ(bp) Si bp est contracté
σ(bp) Si bp est supprimé.

.
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Ce théorème permet de calculer n’importe quel niveau de la pyramide à partir de la
carte de base. Toutefois il nécessite, pour obtenir une carte d’un certain niveau, d’avoir cal-
culé récursivement toutes les cartes de niveau inférieur, ce qui n’est pas efficace en temps
de calcul. Le théorème suivant [BR00A] permet de calculer un niveau de la pyramide sans
avoir besoin de calculer de façon explicite, l’ensemble desniveaux intermédiaires.

Théorème 2 Soient une carte combinatoireG = (D, σ, α) et une séquence de noyaux de
contraction ou de suppression successifsK1, . . . , Kn. Pour toute séquence de connexion
SCi(b) = b.b1 . . . .bp définie parb ∈ BS i aveci ∈ {1, . . . , n} nous avons sip > 1 :

b1 =

{

ϕ(b) SiKi est un noyau de contraction
σ(b) SiKi est un noyau de suppression

et

∀j ∈ {2, . . . , p} bj =

{

ϕ(bj−1) Si bj−1 est contracté
σ(bj−1) Si bj−1 est supprimé.

Le théorème 2 permet de parcourir une séquence de connexion,à partir de son brin
initial, connaissant les opérations qui ont permis de réduire chacun de ses brins. Il est donc
judicieux de mettre en place un codage implicite de la pyramide.

Définition 62 Codage implicite d’une pyramide

Soit une pyramide définie par une carte initialeG0 = (D, σ, α) etn noyaux successifs
K1, . . . , Kn. Un codage implicite de la pyramide est un triplet composé dela carte initiale
G0 et de deux fonctionsétatetniveautelles que :

– la fonction état est définie de{1, . . . , n} dans les deux états binaires {Contracté,Supprimé}
et code le type de chaque noyau.

état









{1, . . . , n} → {Contracté,BoucleVide,BrinFrontière}

i 7→







Contracté siKi est un noyau de contraction,
BoucleVide siKi est un noyau de suppression de boucles vides
BrinFrontière siKi est un noyau de suppression de brins frontières

– La fonction niveau code pour chaque brin de la carte initiale G = (D, σ, α) le
niveau maximal où il survit.

niveau : D → {1, . . . , n+ 1}
b 7→ max{i ∈ {1, . . . , n+ 1} | b ∈ BS i−1}.

Étant donné les deux fonctionśetat et niveau les relations du Théorème 2 peuvent
se réécrire de la façon suivante :

b1 =

{

ϕ(b) Si état(niveau(b)) = Contracté
σ(b) Sinon

et

∀j ∈ {2, . . . , p} bj =

{

ϕ(bj−1) Si état(niveau(bj−1)) = Contracté
σ(bj−1) Sinon.

La définition 62 nous fournit donc un codage implicite d’une pyramide combinatoire,
nécessitant en pratique simplement le codage du niveau de chaque brin de la carte initiale.
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Elle permet ainsi de retrouver n’importe quel niveau de la pyramide à partir du niveau
initial en un temps proportionnel au nombre de brins de la carte de base [BR00A].

Considérons une carteGi = (BS i, σi, αi) d’une pyramide combinatoire, un brinb ∈
BS i et la séquence de connexionSCi(b). Cette séquence est composées d’un premier brin
survivant au niveaui (b lui même) suivi d’une suite de brins contractés ou supprimés
avant le niveaui. Parmis ces brins non survivant les brins contractés et les boucles vides
codent des frontières internes à la région codées par le sommetσ∗

i (b). Les brins frontières
codent quand a eux des éléments de frontière entre le sommetσ∗

i (b) et σ∗
i (αi(b)). Par

exemple, Sur la figure 2.37, la séquence de connexion du brin8 au niveau2 est égale à
SC2(8) = 8.2.9 (Fig. 2.36(e)). Le brin contracté2 code une frontière interne à la première
ligne qui est codée par le sommetσ∗

2(8) tandis que les brins frontières8 et 9 codent des
éléments de frontière entre la première ligne et la région enbas à droite codée parσ∗

2(−9)
(Fig. 2.37). L’ensemble des brins frontières d’une séquence de connexion peuvent être
retrouvés directement à partir du codage implicite [BRUN03A]. Une telle séquence de
brins est appellée la séquence de brins frontière (Séquence of boundary darts) du brin
survivant.

Définition 63 Séquence de brins frontières

Étant donné une pyramideP = (G0, . . . , Gn), une carteGi = (BS i, σi, αi) et un brin
b ∈ BS i, la séquence de brins frontièresSBDi(b) = d1 . . . .dp deb est définie par :

d1 = b et∀j ∈ {1, . . . , p− 1} dj+1 = ϕ
nj

0 (α0(dj))

avecnj = Min{k ∈ N∗ | niveau(ϕk(α0(dj))) > i ou état(niveau(ϕk(α0(dj)))) =
brinFrontiere}.

Par extension, on dira que la séquence de brins frontière d’un sommetσ∗
i (b) = (d1, . . . , dp)

est définie comme la concaténation des séquences de brins frontièresSBDi(d1) . . . SBDi(dd).
Par exemple la séquence de brins frontières deσ∗

2(8) = (8, 16, 7) (Fig. 2.37(d)) est égale
à (Fig. 2.36(f)) :

SBD2(8).SBD2(16).SBD2(7) = 8.9.16.15.14.13.24.7

Ce modèle pyramidal basé sur les cartes combinatoires se distingue de ceux basés
sur les graphes simples ou duaux de par un codage implicite des sommets et un codage
explicite de l’orientation. Cette structure bénéficie de tous les avantages inhérents à l’uti-
lisation des cartes combinatoires (codage implicite du dual, caractérisation des relations
d’inclusion, codage implicite de l’orientation) et la miseen correspondance des arêtes de
la carte avec les frontières fournit une description fine de celle-ci. La possibilité d’utiliser
le codage implicite de la pyramide précédemment défini, permet d’alléger la capacité de
stockage nécessaire au maintien d’une telle structure touten maintenant un accès rapide à
chacun des niveaux.
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2.5 Pyramides et minimisation d’énergies

2.5.1 Cadre énergétique

Dans cette section nous allons envisager la segmentation comme un problème de mo-
délisation à part entière. Cette approche s’inscrit dans la lignée des approches par minimi-
sation d’énergie. Les différentes théories proposées peuvent être classées en fonction de la
nature des images qu’elles considèrent (continue ou discrète) mais également en fonction
du modèle considéré, qui peut être déterministe ou stochastique. Les formulationsbaye-
siennes, utilisées en traitement d’image considèrent généralement des modèles probabi-
listes avec des images discrètes. Au contraire, les méthodes variationnelles, utilisant les
équations aux dérivées partielles, utilisent des images continues avec des modèles déter-
ministes. Nous pouvons également citer les formulations par codage minimal, considérant
les images discrètes, mais qui appliquent des modèles mixtes basés sur des composantes
déterministes et stochastiques.

L’objectif de ces approches, face à une image observéeI, est de sélectionner dans
un ensemble de modèles possibles, celui qui modélise le mieux I. On parle en général
de problème inverse, quand le modèle est considéré comme une cause des observations
et que l’objectif est soit de «remonter» à cette cause, soit de le séparer d’autre facteurs
perturbateurs (le bruit par exemple).

En appliquant leprincipe de comparaisonénoncé par Koepfler et Morel [KOEPFL94]
ce problème d’inférence de modèle peut se concevoir comme unproblème d’optimisation.
Ce principe énonce que dans un contexte déterminé, étant données deux segmentations dif-
férentes d’une même image, il est toujours possible de décider laquelle des deux peut être
considérée comme meilleure que l’autre. Ce principe sous entend donc un ordre total sur
l’ensemble des segmentations possibles. Cet ordre total implique l’existence d’une fonc-
tionnelleE telle que siE(Pi) < E(Pj), la segmentationPi doit être considérée comme
«meilleure» quePj. Ceci nous amène à formuler le problème de segmentation, comme la
spécification d’une fonction de coûtE, appeléeénergie, sur l’ensemble des segmentations
possiblesM. La solution d’un problème de segmentation d’une imageI revient ainsi à
déterminer la segmentation minimisant cette énergie.

M∗(I) = argmin
M∈M

E(M, I) (2.25)

Le fait de rechercher un modèle, que nous pouvons interpréter comme une description
simplifiée de l’image, soulève le problème du compromis à faire nécessairement entre
la précision du modèle et sa simplicité. Dans cette optique,les thèories d’inférence de
modèles proposent de décomposer l’énergieE en deux parties. Le terme supplémentaire
porte uniquement sur le modèle et quantifie sacomplexité. L’énergie à minimiser devient
alors

E(M, I) = C(M) +D(M, I) (2.26)

avecC une mesure de complexité deM etD une mesure de dissimilarité entreM et
I.
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Minimiser l’équation 2.26, revient à dire que pour deux partitions représentant de fa-
çon équivalente les données (même termeD), la partition la moins complexe (ou plus
grossière) devra être préférée. Le rôle du terme de régularisation est d’éviter d’aboutir à
la solution optimale, uniquement en terme d’attache aux données : la sur-partition absolue
de l’image, dans laquelle chaque pixel est représenté par une région.

Comme nous venons de le voir, les énergies considérées dans lecadre du partition-
nement d’image, se présentent sous la forme d’une opposition entre deux termes anta-
gonistes. L’un concerne l’attache aux données, l’autre estconsidéré comme un terme de
régularisation. Ces énergies peuvent donc être décrites parune énergie affinedans la-
quelleP est une partition du domaine de l’image etλ ∈ R+ est un paramètre servant à
balancer les termesC etD en réglant leur importance relative.

Définition 64 Energie affine

Uneénergie affineest une énergie qui s’écrit

Eλ(P ) = λC(P ) +D(P ) (2.27)

avecP une partition du domaine des images etλ ∈ R+ un paramètre réglant l’importance
entre les deux termesC etD.

Nous verrons dans la Section 2.5.2 que ce paramètre admet différentes interprétations
possibles suivant la modélisation utilisée. L’appellation énergie affinevient du fait que
pour une partitionP fixée,Eλ(P ) sera vue comme une fonction deλ. Dans la majorité
des approches,λ est considéré comme unparamètre d’échelle. Ceci s’explique par le
fait qu’il joue globalement sur la finesse de la partition minimisant l’énergie considérée.
L’échelle représente donc le compromis entre lasimplicitéet lafidélitédu modèle.

Dans le cadre de partition, il est assez naturel de définir l’énergie de chaque région
séparément et de définir l’énergie de la partition comme la simple somme des énergies de
ses régions. Un tel type d’énergie est appelé uneénergie séparable.

Définition 65 Énergie séparable

Uneénergie séparabled’une partitionP est une énergie qui peut s’exprimer comme
la somme des énergies portant sur les régions deP :

E(P ) =
∑

Ri∈P

E ′(Ri) (2.28)

Nous utiliserons par la suite la même lettre pour désigner une fonction d’énergie défi-
nie sur une région et l’énergie séparable qui lui est associée, définie sur une partition.

2.5.2 Energie et modélisation

Nous allons illustrer les propos précédents par un tour d’horizon des principales ap-
proches énergétiques traitant du problème de partitionnement. Ces approches conduisent
souvent à la résolution de problèmes mal posés. On dit d’un problème qu’il est mal posé,
au sens d’Hadamard, s’il vérifie l’une de ces trois conditions (voir [POGGI85]) :
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1. le problème n’a pas de solution,

2. la solution du problème n’est pas unique,

3. la solution du problème ne dépend pas continuement des données.

2.5.2.a Modélisations variationnelles

La nécessité d’introduire un terme de complexité de modèle dans les fonctionnelles
trouve son origine dans les formalisations continues du problème de segmentation et plus
exactement dans la théorie de la régularisation. En effet sil’on n’utilise que le terme de
dissimilarité entreM etI le problème estmal posé. Dans ce cadre, le termeD est souvent
appeléterme d’attache aux donnéesetC terme de régularisation.

Mumford et Shah [MUMFOR89] proposent d’envisager le problème de segmentation
d’images comme un problème d’approximation par une fonction lisse par morceaux, mi-
nimisant une fonctionnelle (équation 2.25). Une imageI définie sur un domaine rectangu-
laireΩ ∈ R2 est définie par un modèleM : Ω → [0, 1] codant différentes régressions deI
sur les régions d’une partition. Les contours de cette partition sont notésK.

E(M,K) =

∫∫

Ω

(M − I)2∂x∂y + µ

∫∫

Ω

|▽M |∂x∂y + νLongueur(K) (2.29)

Le premier terme traduit la qualité de la regression de I par M, le second basé sur le
gradient va favoriser les intérieurs de région lisses alorsque le troisième terme exprime
une préférence pour les partitions comportant la plus faible longueur totale de contours.
Les paramètresµ et ν servent à balancer l’importance de chacun de ces facteurs. Le fait
de supprimer l’un de ces trois termes, dégénère le problème en un problème mal posé.
C’est d’ailleurs le cas si l’on impose à l’image d’être constante par morceau. Le modèle
M devient alors solution de :

E(M,K) =

∫∫

Ω

(M − I)2∂x∂y + νLongueur(K) (2.30)

L’étude théorique de ce type de problèmes variationnels ainsi que leur résolution nu-
mérique ont été etudiées par Blake et Zisserman [BLAKE 87] ainsi que Morel et Soli-
mini [M OREL95].

Nous pouvons noter que l’énergie exprimée dans l’équation 2.31 est séparable. En
effet le domaineΩ de l’imageI peut se décomposer comme l’union des régionsRi et des
frontièresK de la partition enΩ = R1 ∪ · · · ∪ Rn ∪ K. Comme la mesure de longueur
d’un courbe est additive pour l’union de courbes disjointesl’équation 2.31 peut se réécrire

E(M,K) =
n

∑

i=1

(

∫∫

Ri

(M − I)2∂x∂y +
1

2

∫∫

∂Ri

(M − I)2∂x∂y

+ µ

∫∫

Ri

|▽M |∂x∂y +
ν

2
Longueur(KRi

)
)

(2.31)



56 Chapitre 2 - Représentation hiérarchique

avec∂Ri représentant la frontière de la région correspondante. Lesfacteurs1
2

que
nous retrouvons pour les termes relatifs aux longueurs des frontières servent à éviter de
comptabiliser deux fois une même frontière.

Nous avons donc pour toute régionRi ∈ Ω :
– un terme d’attache aux données :D(Ri) =

∫∫

Ri
(M − I)2∂x∂y+µ

∫∫

Ri
|▽M |∂x∂y

– un terme de régularisation :C(Ri) = 1
2

(

∫∫

∂Ri
(M − I)2∂x∂y+ νLongueur(KRi

)
)

Les approches par modèles de contours actifs [CHAN01] font également partie du do-
maine variationnel. Nous pouvons noter que ces approches utilisent également un terme
d’attache aux données (gradient,variance, . . .) ainsi qu’un terme de régularisation (nor-
male, courbure, . . .)

2.5.2.b Modélisation probabiliste

Dans les approches stochastiques de la segmentation d’image, cette dernière est vue
comme la réalisation d’un processus aléatoire que l’on cherche à modéliser. Dans le cadre
de la formulation Bayésienne, l’approche classique, proposée par Fisher [HEBERT95] est
celle parmaximum de vraisemblance. L’inférence bayésienne est ainsi nommée parce
qu’elle fait un large usage de la règles de Bayes, elle-même conséquence d’une règle
fondamentale du calcul de probabilités, appelée la règle duproduit [CO63].

La principe de la formulation bayésienne est de trouver un modèleM qui permet de
maximiser la probabilitéPv(I|M) d’observerI sachantM . Ce modèle, à la base assez
simple ne permet pas d’obtenir de solutions satisfaisantes. Il en ressort en effet que la
solution triviale consistant à obtenir autant de régions que de pixels au départ apparait
souvent comme la meilleure solution. Pour pallier à ce problème, la théorie de l’inférence
bayésienne propose d’introduire une loi a prioriPp sur l’espace des modèles. Nous obte-
nons ainsi la probabilité a posteriori deM sachantI par :

PP (M |I) =
PP (M)Pv(I|M)

Pi(I)
(2.32)

avecPi(I) représentant la probabilité d’observer l’imageI parmi toutes les images pos-
sibles. Ce terme est généralement négligé.

La résolution peut alors s’effectuer par la stratégie dumaximum a posteriori, qui re-
vient à maximiserPP (M |I) ou encore à minimiser−logPP (M |I).

−logPP (M) − logPv(I|M) (2.33)

Notons qu’encore une fois nous retrouvons une expression à minimiser contenant la
somme de deux termes,−logPv(I|M) représentant la mesure de dissimilaritéD de l’équa-
tion 2.26 et−logPP (M) pour l’énergie de complexitéC de la même équation.

L’approche basée sur lesChamps de Markov introduite par Geman et Geman [GEMAN84,
GEMAN87, GEMAN90], consistant à modéliser une partition de l’image comme une réa-
lisation d’un champ de Markov [LI01] fait également partie du cadre bayésien.
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2.5.2.c Modélisation par codage minimal

A l’instar de la théorie bayésienne, les approches dites d’inférence par codage minimal
se placent dans le cadre de l’inférence statistique de modèle mais proposent d’aborder le
problème sous l’angle de la théorie de l’information. La théorieMDL (Minimum Descrip-
tion Length ou Longueur Minimale de Description) proposée par Rissanen [RISSAN81]
est la plus connue dans le domaine du traitement d’image. Elle s’inspire de la notion de
complexité de Kolmogorov [WALLAC 99], qui considère que le meilleur modèle parmi
un ensemble de modèles possibles est toujours celui permettant la représentation la plus
compacte des données.

Le principe va donc consister à considérer un ensemble d’observationsI ainsi que
des modélesM permettant de les représenter. Le but étant ensuite d’exprimer de façon
minimaleI, en sélectionnant un modèleM ∈ M tel que la somme des coûts de codage
deM et deI sachantM soit minimale. L’unité utilisée pour décrire le coût de codage (ou
la complexité de la descritption) est lebit.

Etant donnée une imageI et un modèleM décrivant cette image, une descritption
complète (sans aucune perte) deI est donnée par :

L1,2(I < M >) = L1(M) + L2(I|M) (2.34)

avecL1,2(I < M >) la longueur de description (MDL) deI, L1(M) représentant le
coût de codage deI par le modèleM etL2(I|M) décrivant les différences entreI etM
ou le coût de codage deI sachant M.

On peut noter la similarité entre l’approcheMDL et l’approche Bayesienne (Sec-
tion 2.5.2.b). En effet, en théorie de l’information, les quantités−logPP (M) et−logPv(I|M)
peuvent respectivement s’interpréter comme le coût de codage deM et le coût de codage
deI sachantM .

2.5.3 Coupes optimales

Comme nous l’avons vu dans la Section 2.5.2, trouver une partitionP minimisant une
énergieE revient généralement à la résolution d’un problème difficile. Si maintenant, nous
disposons d’une hiérarchieH et que nous ne nous intéressons qu’aux partitions pouvant
être formées à partir d’éléments inclus dansH, c’est à dire à des coupes deH, nous allons
voir que ce problème peut se résoudre plus facilement.

SoitH une hiérarchie etEλ l’énergie affine séparable (Déf. 65) suivante :

Eλ(P ) =
∑

Ri∈P

λC(Ri) +D(Ri) (2.35)

avecC une énergie de régularisation etD une énergie d’attache aux données. Par
commodité, nous noterons ce type d’énergieEλ = (C,D).

Pour toutλ ∈ R, nous appelonsλ-coupe, la coupe minimisantEλ dansH et la notons
C∗
λ(H). La famille desλ-coupes deH est notéeC∗(H) = {C∗

λ(H)}λ∈R+. Une région
x ∈ H appartenant à la coupeC∗

λ(H) est diteλ-optimale.
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Définition 66 Énergie sous-additive

SoitR(I), l’ensemble des régions connexes pouvant être définies sur une imageI, une
énergieE : R(I) → R+ peut être qualifiée desous-additivesi elle vérifie :

∀(x, x′) ∈ R(I) ×R(I) x ∩ x′ 6= ∅ : E(x ∪ x′) ≤ E(x) + E(x′) (2.36)

Notons que la sous-additivité d’une énergie de régions est équivalente à la décroissance
de l’énergie séparable associée, ce qui conduit à la proposition suivante :

Proposition 1 Une énérgie de partitions séparableE : P(X) → R+ est sous additive si
et seulement si

∀(P, P ′) ∈ P(X) × P(X) P ≥ P ′ : E(P ) =
∑

R∈P

E(R) ≤ E(P ′) =
∑

R′∈P ′

E(R′)

(2.37)

Ceci nous amène à un théorème central dans la théorie ensemble-échelle proposée par
Guigues [GUIGUE06] :

Théorème 3 Coupes minimales causales

SoitH une hiérarchie etEλ = (C,D) une énergie séparable sur un ensembleX.

Si l’énergieC est sous additive alors l’ensemble{C∗
λ(H)}λ∈R+ est causal

∀(λ, λ′) ∈ R+2 λ ≥ λ′ : C∗
λ(H) ≥ C∗

λ′(H) (2.38)

Notons que la sous-additivité du terme de régularisation, dans les énergies utilisées
pour la segmentation d’images, se conçoit assez naturellement. Par exemple, dans le cas
du codage d’un ensemble de points par leur moyenne, le stockage dex et x′ impose de
stocker deux moyennes alors que le codage dex∪x′ permet de n’en stocker qu’une seule.
De même, le terme de régularisation, employé par Mumford et Shah [MUMFOR89] défini
dans la Section 2.5.2.a, prenant en compte la longueur totale des frontières est sous-additif.
Un résultat équivalent pourrait également être obtenu si aucune condition n’était posée sur
le termeC mais que le terme d’attache aux donnéesD était contraint à êtresur-additif,
c’est à dire à vérifier :

∀(x, x′) ∈ H D(x ∪ x′) ≥ D(x) +D(x′)

Le théorème 3 peut s’interpréter comme la monotonie des coupes minimales causales
dans une hiérarchie. Ce théorème permet également de calculer efficacement un coupe
optimale dansH pour tout paramètreλ

Pour toutx ∈ H la coupe minimaleC∗(x) de la hiérarchie partielleH(x) (voir Déf.47)
peut se définir par :

C∗(x) = argmin
C∈Cut(H(x))

E(C) = argmin
C∈Cut(H(x))

∑

x′∈C

E(x′) (2.39)



2.5. Pyramides et minimisation d’énergies 59

Les énergies des coupes minimales des hiérarchies partiellesE(C∗(x)) (que l’on no-
teraE∗(x) par souci de simplification) peuvent alors être calculées, par un algorithme
bottom-up, grâce à la relation suivante :

∀x ∈ H E∗
λ(H(x)) = min

{

Eλ(x),
∑

x′∈F (x)

E∗
λ(H(x′))

}

(2.40)

La relation 2.40 traduit simplement le fait que l’énergie séparableE∗
λ(H(x)) qui sera

attribuée à une régionx, correspondra au minimum de l’énergie calculée sur cette région
et de la somme des énergies des cuts optimaux de ces filsF (x). Le cut optimal de la
hiérarchieC∗

λ(H) se calcule donc de façon ascendante en partant de la base de lahiérarchie
et en calculant récursivement les énergies de cuts optimauxdéfinies par l’équation 2.40.
La compléxité de ce calcul est linéaire par rapport au nombrede régions dans la hiérarchie.

Considérons par exemple une régionR de niveau2 dans la hiérarchie (donc telle que
chacun de ses fils soit une feuille, voir Figure 2.38(a)). L’énergie de la coupe optimale de
chacun des fils{S1, . . . , Sn} deR est alors réduite à l’énergie de la région considérée.
L’énergie de la coupe optimale deR sera donc égale au min deEλ(R) et

∑n

i=1Eλ(Si). Ce
calcul effectué pour chaque sommet de niveau 2, peut se propager au niveau3 jusqu’au
sommet.

Le théorème 3 nous permet de calculer pour chaque région de lahiérarchie son in-
tervalle de persistanceχ(x) = [λ+(x), λ−(x)[. Récrivons la relation de l’équation 2.40
comme une relation fonctionnelle, dans laquelle l’énergiede chaque région est fonction
du paramètre d’échelleλ :

∀x ∈ H E∗
x(λ) = min

{

Ex(λ),
∑

x′∈F (x)

E∗
x′(λ)

}

(2.41)

L’intervalle de persistance d’un sommetx, correspond par définition à l’ensemble des
valeurs deλ pour lesquellesE∗

x(λ) = Ex(λ). Ces intervalles nous sont donnés par le
théorème suivant du à Guigues [GUIGUE06] :

Proposition 2 SoitH une hiérarchie etEλ = (C,D) une énergie multi-échelle affine
séparable avecC sous-additive, alors pour toutx ∈ H :

i La fonctionE∗
x est affine par morceau, non-décroissante, continue et concave.

ii L’échelle d’apparitionλ+(x) dex ∈ H est l’unique solution deEx(λ) =
∑

x′∈F (x)E
∗
x′(λ)

iii λ−(x), x ∈ H est donné parλ−(x) = min{λ+(p)|p ∈ H, x ⊂ p}.

Le calcul des intervalles de persistance est une généralisation de l’algorithme pré-
cédent. On effectue tout d’abord une étape ascendante similaire à celle de l’algorithme
précédent qui calcule pour chaque sommet l’échelle d’apparition λ+(x) grâce à la propo-
sition 2(ii). Une fois toutes les échelles d’apparitions calculées les échelles de disparitions
se déduisent de celles-ci en utilisant la proposition 2(iii).

Pour illustrer ce calcul des échelles d’apparition de régions, considérons à nouveau
la hiérarchie partielleH(R) représentée sur la Figure 2.38(a). CommeR appartient au
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second niveau, la hiérarchie partielleH(R) admet seulement deux coupes distinctes. Celle
qui code la partitionP1, composée des fils deR, dont l’énergie est égale à la somme :

Eλ(P1) =
n

∑

i=1

D(Si) + λ
n

∑

i=1

C(Ri)

et celle qui code la partitionP2, composée de l’unique régionR. L’énergie deP2 sera
alors donnée par

Eλ(P2) = D(R) + λC(R)

Comme l’énergieC est sous-additive nous avons :

n
∑

i=1

C(Ri) > C(R)

En utilisant la représentation linéaire deEλ(P1) etEλ(P2) par rapport àλ, si l’énergie
D est sur-additive, c’est à dire si :

n
∑

i=1

D(Si) < D(R)

la droite représentant l’énergie deEλ(P1) =
∑n

i=1D(Si) + λ
∑n

i=1C(Ri) se trouve en
dessous de celle représentantEλ(P2) = D(R) + λC(R) jusqu’à ce queλ atteigne la
valeurλ+(R) pour laquelle les deux lignes représentant les énergies s’intersectent (Fi-
gure 2.38(b)). Dans le cas où

n
∑

i=1

D(Si) ≥ D(R)

l’énergieEλ(P2) est toujours supérieure ou égale àEλ(P1) et λ+(R) est alors égal à0.
Dans tous les cas de figure, la partitionP1 est associée à une énergie inférieure à celle de
P2 pourλ = 0 jusqu’àλ = λ+(R). Au delà de cette valeurP2 est alors associée à l’énergie
la plus faible. Si nous raisonnons maintenant en terme de coupe optimale, la partitionP1

correspond donc à la coupe optimale de la hiérarchie partielle H(R) pour des valeurs de
λ inférieures àλ+(R) alors que la partitionP2 correspond à la coupe optimale pour les
valeurs deλ supérieures àλ+(R) ((Figure. 2.38(c)).

Après avoir effectué les deux traversées de la hiérarchie initialeH, l’une montante pour
obtenir lesλ+ et l’autre descendante pour obtenir lesλ−, il peut apparaître des régions qui
n’appartiendront à aucune coupe. Ce type de région intervient quand son échelle d’appari-
tion est inférieure à celle de disparition. Ces régions disparaissent alors avant même d’être
apparues et sont qualifiées denon persistantes

∃x′ ∈ H | x ⊂ x′ et λ+(x′) ≤ λ−(x) (2.42)

Les régions non persistantes n’ayant aucun intérêt, du point de vue des minima de la
fonction d’énergie, il est naturel de les supprimer de la hiérarchie en les fusionnant à leurs
pères. Une telle hiérarchie, notéeH∗, privée des régions non persistantes est alors qualifiée
de hiérarchie persistante pourEλ.
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FIG. 2.38 – (a) un nœudR appartenant à la hiérarchie dont les fils{S1, . . . , Sn} corres-
pondent aux régions initiales. (b) Energies des partitionsassociées àR et à{S1, . . . , Sn}
représentées comme des fonctions deλ. (c) Energie de la coupe optimale par rapport
à H(R) (a). (d) exemple de fonction concave, affine par morceau codant l’énergie des
coupes optimales dans la hiérarchieH.

(a) énergiesC etD dansH

FIG. 2.39 – Arbre représentant une hiérarchieH. Pour chaque sommet les énergiesC sont
écrites en rouge (à côté) et les énergiesD en vert (au dessus)

Définition 67 Hiérarchie persistante

SiH est une hiérarchie etEλ une énergie multi-échelle, alors le sous-ensemble deH

H∗ = {x ∈ H χ∗(x) 6= ∅}

est une hiérarchie appeléehiérarchie persistante(pourEλ).

2.5.3.a Exemple de construction d’une hiérarchie de coupes optimales

SoitH une hiérarchie construite à partir de fusions successives effectuées sur une par-
tition initiale P . La figure 2.39 illustre une telle hiérarchie, la partition initiale correspond
à la première partition de la figure 2.41. A chacun des sommetsde cette hiérarchie, repré-
sentant une région de la partitionP , sont affectées une énergie d’attache aux donnéesD
(en vert et au dessus des nœuds sur la Figure 2.39) ainsi qu’une énergie de régularisation
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(en rouge et sur le côté des nœuds ). Il est alors possible de calculer pour chaque sommet,
son échelle d’apparitionλ+ en utilisant l’équation 2.41.

Détaillons par exemple les calculs deλ+(I), λ+(L) et λ+(N) :

Nous allons donc calculer l’énergie optimale du sommetI

E∗
I = min(EI ,

∑

s∈F (L)

E∗
s ) = min(EI , E

∗
A + E∗

B)

A etB étant des feuilles de la hiérarchie, elles n’ont qu’une seule énergie et l’on a :

{

E∗
A = EA = 3λ+ 3

E∗
B = EB = 3λ+ 1

On a donc :
E∗
I = min(EI , E

∗
A + E∗

B) = min(5λ+ 5, 6λ+ 4)

Les deux droites se coupent enλ = 1 et on a :

E∗
I =

{

6λ+ 4 Si λ ≤ 1
5λ+ 5 Sinon

Étudions à présent l’énergie du noeudL :

E∗
L = min(EL,

∑

s∈F (L)

E∗
s ) = min(EL, E

∗
C + E∗

I )

Le noeudC étant une feuille nous avonsE∗
C = EC = 16λ+ 2 et :

E∗
C + E∗

I =

{

22λ+ 6 Si λ ≤ 1
21λ+ 7 Sinon

en comparant avec l’énergie deEL = 20λ+ 12, nous obtenons :

– siλ ≤ 1 :

∑

s∈F (L)

E∗
s = E∗

I + E∗
C = 22λ+ 6

EL = 20λ+ 12











λ+
L = 3

cette solution est rejetée du fait queλ ne peut être à la fois inférieur à 1 et égal à 3.
– siλ ≥ 1 :

∑

s∈F (L)

E∗
s = E∗

I + E∗
C = 21λ+ 7

EL = 20λ+ 12











λ+
L = 5

L’échelle d’apparition du sommetL sera doncλ+
L = 5 et on a :

E∗
L =







EA + EB + EC = 22λ+ 6 Si 0 ≤ λ ≤ 1
EI + EC = 21λ+ 7 Si 1 ≤ λ ≤ 5
EL = 20λ+ 12 Si λ ≥ 5
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(a) λ+ pour chacun des sommets deH (b) hiérarchie persitanteH∗

FIG. 2.40 – arbre représentant une hiérarchieH (a) avec l’échelle d’apparition de chaque
sommet. (c) La hiérarchie persistanteH∗ après élagage du sommet non persistantL.

Étudions à présent le sommetN . On a :

E∗
N = min(EN , E

∗
L + E∗

J)

On montre facilement que :

E∗
J =

{

ED + EE = 9λ+ 2 Si 0 ≤ λ ≤ 2
EJ = 8λ+ 4 Si λ ≥ 2

On a donc, en intersectant les intervalles :

E∗
L + E∗

J =















EA + EB + EC + ED + EE = 31λ+ 8 Si 0 ≤ λ ≤ 1
EI + EC + ED + EE = 30λ+ 9 Si 1 ≤ λ ≤ 2
EI + EC + EJ = 29λ+ 11 Si 2 ≤ λ ≤ 5
EL + EJ = 28λ+ 6 Si λ ≥ 5

On constate que la polylineE∗
L +E∗

J intersecte la droiteEN = 10λ+ 70 enλ = 3.1. Cela
signifie que le noeudL n’intervient pas dans les coupes optimales deN et qu’il devra être
rejeté de la hiérarchie persistante. L’énergie du noeudN est donc :

E∗
N =















EA + EB + EC + ED + EE = 31λ+ 8 Si 0 ≤ λ ≤ 1
EI + EC + ED + EE = 30λ+ 9 Si 1 ≤ λ ≤ 2
EI + EC + EJ = 29λ+ 11 Si 2 ≤ λ ≤ 3.1
EN = 10λ+ 70 Si λ ≥ 3.1

Une fois l’ensemble des échelles d’apparitionλ+ calculées (Figure 2.40(a)), il reste
à effectuer une étape d’élagage sur les sommets non persistants de la hiérarchie. Dans
cet exemple, le sommetL doit être rattaché à son pèreN . La hiérarchie persistanteH∗

obtenue est représentée sur la Figure 2.40(b). La création du sommet non persistantL peut
être due à une limitation de la stratégie de découpe (Section2.6) qui a imposé de «passer»
par le sommetL avant de créer le sommetN . Il est assez remarquable que le calcul des
coupes optimales nous permette de rejeter ce sommet non pertinent et donc de corriger les
résultats induits par notre stratégie de construction de lapyramide.

La donnée du couple(H∗, λ+) nous fournit ainsi une représentation ensemble échelle
des coupes optimales deH, une hiérarchie indicée dont la famille des coupes naturelles est
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FIG. 2.41 – Représentation des différentes coupes optimales dans la hiérarchieH∗ de la
Figure. 2.40(b). La 1ère colonne représente la fonction affine par morceaux avec les diffé-
rents intervalles de persistance, la 2nde présente les coupes optimales pour les différentes
échelles d’apparition. La 3ème présente la partition correspondant à chaque intervalle.
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la famille de coupes optimales deH pour une énergieEλ causale donnée. La Figure 2.40
illustre ces propos en présentant cette famille de coupes optimales avec les partitions qui
lui sont associées.

2.6 Construction de hiérarchies

Nous avons vu dans la section 2.4.1 un codage des relations hiérarchiques à l’aide d’un
arbre représentant les processus de fusion. Inversement, la section 2.4.3 a présenté un en-
semble de modèles hiérarchiques basés sur un codage de la hiérarchie à l’aide d’une suite
de graphes. Notons que les deux types de codages ne sont pas incompatibles et sont même
souvent utilisés conjointement. En effet, l’utilisation d’au moins un graphe codant les rela-
tion d’adjacences est nécessaire pour construire une hiérarchie basée «arbre». Inversement,
les relations inter-niveaux d’une pyramide basée «graphe»induisent des relations père/fils
que l’on peut représenter à l’aide d’un arbre.

Dans cette section nous allons nous focaliser sur les différentes heuristiques de construc-
tion des pyramides irrégulières. Ces heuristiques considèrent généralement la pyramide
comme une pile de graphe réduitP = (G0, . . . , Gn). Les heuristiques présentées dans les
sections suivantes permettent de construire un grapheGl+1 à partir du graphe courantGl.

2.6.1 Décimation stochastique

Meer [MEER89A] définit l’opération de réduction d’un graphe comme un proces-
sus stochastique. Le passage du grapheGl = (Vl, El) de niveaul au grapheGl+1 =
(Vl+1, El+1) du niveau suivant s’effectue en 3 étapes :

1. sélectionner par un processus de décimation stochastique un sous-ensemble de som-
metsVl+1 ⊂ Vl qui seront les sommets survivants.

2. définir une partition deVl en établissant une liaison entre chacun des sommets non
survivants et ceux qui vont survivre au niveau suivant.

3. définir l’ensemble d’arêtesEl+1 définissant les relations d’adjacence entre les som-
mets deGl+1.

Afin d’obtenir un taux de décimation constant Meer impose surl’ensemble de sommets
survivants les deux contraintes de stabilité suivantes :

1. Stabilité externe :

∀v ∈ Vl − Vl+1 ∃v
′ ∈ Vl+1 : (v, v′) ∈ El. (2.43)

2. Stabilité interne :
∀(v, v′) ∈ V 2

l+1 : (v, v′) 6∈ El. (2.44)

La contrainte (2.43) impose à chaque sommet non survivant d’être adjacent à au moins
un sommet survivant. La contrainte (2.44) interdit à deux sommets adjacents de survivre
simultanément. Le sous ensemble des sommets d’un graphe quipossède conjointement
ces deux propriétés de stabilité est appelé unnoyau[ROY69].
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SoitGO = (V0, E0) le graphe initial défini sur une imageI. Meer définit un noyau sur
l’ensemble des sommets du graphe à l’aide d’un processus stochastique. Une valeur réelle
aléatoireχi ∈ [0, 1] (suivant une distribution uniforme ) est associée à chaque sommet du
graphe. Les sommets survivants sont ceux qui réalisent un maximum local de la valeur
de χi (i.e la valeur maximale dans le sous ensemble constitué par un sommet et tous
ses voisins). Comme deux sommets adjacents ne peuvent correspondre tous deux à un
maximum local, deux sommets voisins ne peuvent appartenir simultanément à l’ensemble
des sommets survivants. Ceci vérifie la condition de stabilité interne (condition 2.44).

Nous pouvons noter que cette méthode prend en compte implicitement le degré d’un
sommet. En effet plus le degré d’un sommet est élevé, plus la probabilité que la valeur de
sa variable aléatoire soit supérieur à tous les tirages de ses voisins est faible. Les sommets
présentant une faible arité sont donc favorisés par cette approche. Une seule itération de ce
processus peut néanmoins laisser un sommet, ne correspondant pas à un maximum local,
avec seulement des sommets non survivant dans son voisinage. Il convient donc d’itérer ce
processus jusqu’à ce que les deux conditions ( 2.43 et 2.44) soient vérifiées simultanement.

Pour cela 3 variablesχi, pi et qi sont attachées à chaque sommetvi ∈ Vl du graphe
courantGl. La variableχi code le tirage de la variable aléatoire pour le sommetvi. Les
variablespi et qi sont deux booléens dont la valeur code les états suivants :

– sipi est vrai, le sommetvi est considéré comme un sommet survivant ;
– si qi est vrai,vi peut devenir un sommet survivant lors des itérations futures.

Soient(p(k)
i )k∈{1,...,n} et (q(k)

i )k∈{1,...,n} les différentes valeurs depi et qi au cours des
n itérations de l’algorithme. L’initialisation de ces variables sera effectuée de la façon
suivante lors de la première itération :

p
(1)
i = xi = maxj∈V (vi){xj}

q
(1)
i =

∧

j∈V (vi)
pj

(1)
(2.45)

avecV (vi) représentant l’ensemble des sommets adjacents àvi et
∧

l’opérateur lo-
gique “et”. Par convention, le sommetvi appartient à son voisinageV (vi). Un sommet
sera donc survivant s’il est un maximum local de la variable aléatoire.

Pour les étapes suivantes les mises à jour des prédicats seront effectuées de la façon
suivante :

p
(k+1)
i = p

(k)
i ∨ (q

(k)
i ∧ xi = maxj∈V (vai){q

(k)
j xj})

q
(k+1)
i =

∧

j∈V (vi)
pj

(k+1)
(2.46)

Avec le symbole∨ représentant le “ou” logique. Un sommet désigné survivant àl’étape
k le restera à l’étape suivante (p

(k+1)
i = p

(k)
i ∨ . . . ). Un sommet non survivant pourra le

devenir s’il réalise un maximum local de sa variable aléatoire sur l’ensemble des sommets
de son voisinage pouvant devenir survivant (avec le prédicat q égal à 1). Enfin un sommet
qui n’est pas désigné comme survivant mais dont aucun des voisins ne survit restera un
candidat à la survie. Ce processus est itéré tant que l’ensemble de sommets sélectionnés
ne forme pas un noyau. Notons que ce type de processus s’effectue de manière purement
locale. En effet, à chaque itération, un sommet calcule son état uniquement en fonction
de son état précédent et de celui de ses voisins. Un tel processus peut donc aisément être
implémenté sur une machine parallèle.
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L’établissement des liaisons parents-enfants s’effectuesimplement en attachant chaque
sommet non survivant au sommet adjacent survivant, dont le tirage de la variable aléa-
toire est maximum. La dernière étape consiste à connecter les sommets survivants dans le
grapheGl+1. Deux pères seront donc reliés par une arête si leurs fenêtres de réductions
dans le grapheGl sont adjacentes par au moins un sommet.

Ce type de processus a été utilisé dans le cadre de la génération de motifs aléa-
toires [MEER89B] ainsi que pour l’étude de la stabilité des algorithmes pyramidaux [MEER88].
Cette approche purement aléatoire a été tout d’abord adaptéepar Montanvert [MONTAN91]
à l’analyse de composantes connexes, en restreignant le processus de décimation à un en-
semble de sous-graphes du graphe initial. Deux sommets survivants peuvent alors être
adjacents dans le graphe à décimer s’ils n’appartiennent pas au même sous-graphe. Jo-
lion [JOLI92] propose d’améliorer la flexibilité du processus de décimation en utilisant
les maxima locaux d’un opérateur d’intérêt plutôt que les maxima locaux des tirages de la
variable aléatoire. Il propose ainsi un critère tendant à sélectionner les sommets survivants
situés dans les régions homogènes, ouvrant ainsi la porte à de nombreuses applications
pour la segmentation en régions homogènes [JOLION93, BEN YA95, CHIARE96].

2.6.2 Décimation guidée par les données

Jolion [JOLI01] propose un nouveau modèle de pyramide adaptative dans lequel le
choix des sommets survivants n’est plus fait de manière stochastique mais est dépendant
du contenu de l’image. L’idée de base de ce modèle consiste à appliquer un processus
de décimation ne s’effectuant qu’en une seule itération à chaque niveau de la pyramide.
Deux variables booléennespi et qi, définies de la même façon que dans la Section 2.6.1,
sont attachées aux sommetsvi du graphe. Elles conservent la même signification mais
sont désormais globales à l’ensemble de la pyramide. Elle sont dans un premier temps
initialisées à vrai au niveau de baseG0 = (V0, E0) de la pyramide

p
(0)
i = q

(0)
i = vrai, ∀vi ∈ V0

et leur mise à jour entre chaque niveau de la pyramide est réalisée par les équations
suivantes :

p
(k+1)
i =

(

(p
(k)
i ∨ q

(k)
i ) ∧ xi = maxj∈Vk(vi){q

(k)
j xj}

)

q
(k+1)
i =

∧

j∈Vk(vi)
pj

(k+1) ∧ (Vk(vi) 6= {vi}).

Un sommet est donc déclaré survivant s’il était survivant oucandidat au niveau précé-
dent et s’il réalise un maximum de la variable aléatoire dansle grapheGk. Il est déclaré
candidat s’il n’est ni adjacent à un sommet survivant ni isolé. Les sommets du graphes
sont ainsi répartis en trois classes disjointes : les sommets survivants, candidats et non
candidats. Les sommets non candidats, nécessairement adjacents à un des sommets survi-
vants, sont réduits alors que les sommets survivants font partie de l’ensemble de sommets
du graphe réduit. Les décisions nécessaires pour classer les sommets candidats seront dé-
sormais prises à des niveaux plus élevés de la pyramide, l’ensemble des sommetsVk+1 de
Gk+1 :
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Vk+1 = {vi ∈ Vk | p
(k+1)
i ∨ q

(k+1)
i }

sera alors composé des sommets survivants et candidats. L’établissement des arêtes
Ek+1 entre les sommets deEk+1 est effectué par le même processus que dans la Sec-
tion 2.6.1.

Cette approche à été conçue avec comme motivation principalela prise en compte
de deux types de régions lors du processus : les régions les plus homogènes ou celles
présentant un intérêt particulier vis à vis du critère de décimation. En effet dans ce type
de processus asynchrone, les régions présentant un faible intérêt ont tendance à fusionner
en premier. Ce processus permet ainsi de détecter ces régionsde façon précoce afin de
conserver les régions les plus pertinentes (au sens du critère de «désintérêt»xi utilisé),
dans les niveaux plus élevés de la pyramide.

2.6.3 Décimation par couplage maximal

Comme nous l’avons vu dans la Section. 2.6.1 la méthode de décimation proposée
par Meer [MEER89A] et Montanvert [MONTAN91] est basée sur la définition d’un noyau.
De ce fait la contrainte de stabilité interne (équation 2.44) va influer fortement sur le
nombre de sommets survivants. En effet un sommet est désignésurvivant s’il réalise un
maximum des tirages d’une variable aléatoire sur son voisinage. Plus le degré d’un sommet
est élevé, plus la probabilité que la valeur de sa variable aléatoire soit supérieure à tous
les tirages de ses voisins est faible. La probabilitéa priori qu’un sommet survive est donc
directement liée à la taille de son voisinage et la relation d’adjacence entre les sommets
influe donc directement sur la hauteur de la pyramide et le nombre d’itérations nécessaire
à la construction de chaque niveau de la pyramide.

Haxhimusa et al. [HAXHIM 02B] ont montré que l’arité moyenne des sommets a ten-
dance à augmenter dans la pyramide ce qui a pour conséquencesune diminution du facteur
de décimation et une augmentation de la taille de la pyramide. Ceci peut s’avérer gênant
puisque l’objectif implicite des méthodes à noyau est d’avoir une hauteur ayant un ordre
de grandeur proche dulog de la taille du graphe initial. Pour pallier cet inconvénient Hax-
himusa propose un processus de décimation, indépendant de l’arité des sommets, basé sur
la définition d’un couplage maximal [ROY69].

Définition 68 Couplage maximal

Étant donné un grapheG = (V,E), un ensembleC ⊂ E est appelé un couplage si
aucune des arêtes deC n’est adjacente au même sommet.

– un couplage est dit maximal si on ne peut y ajouter d’arête sans perdre la propriété
de couplage ;

– un couplage est dit maximum s’il comporte un nombre maximumd’arêtes ;
– un couplage est dit parfait si tout sommet est incident à unearête deC. Un couplage

parfait est maximum.

Un sommet incident aux arêtes d’un couplage est dit saturé sinon il est dit insaturé.

La méthode proposée par Haxhimusa et al. définit une forêtK du graphe initialG
telle que chaque arbre est composéd’au moinsdeux sommets et chaque sommet deG
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iiii
(a) 6 arêtes

iiii

iiii

iiii

iiii
(b) 7 arêtes

FIG. 2.42 – Deux couplages maximaux comportant un nombre différent d’arêtes. Les
arêtes faisant partie du couplage sont représentées en gras.

appartient àexactementun arbre de la forêt. La construction d’une telle forêt suit donc les
étapes suivantes :

1. construire un couplage maximalC surG ;

2. Supprimer les sommets insaturés en ajoutant de nouvellesarêtes. Le nouvel en-
semble notéC+ ne constitue plus un couplage. En revanche si le couplage estmaxi-
mum, l’ensembleC+ forme un recouvrement minimum deG [BERGE83] ;

3. supprimer des arêtes dansC+ de façon à construire une forêtK composée d’arbres
de profondeur1.

iiii

iiii

iiii

iiii
(a) C

iiii

iiii

iiii

iiii
(b) C+

iiii

iiii

iiii

iiii
(c) K

FIG. 2.43 – Les trois étapes du processus de décimation de Haxhimusa [HAXHIM 02B]

L’ensembleK obtenu forme ainsi une forêt du grapheG exclusivement composée
d’arbres de profondeur 1. Une racine est désignée pour chaque arbre deK, ce qui in-
duit une sélection naturelle de l’ensemble des sommets survivants et non survivants. Pour
chaque arbre la racine est désignée comme sommet survivant alors que les fils de celle-
ci sont classifiés comme sommets non survivants. L’établissement des liaisons pères-fils
ainsi que celles entre les sommets survivants est effectuéede façon similaire à celle définie
dans la Section. 2.6.1.

Le principal avantage de ce processus de décimation tient aufait qu’il permet de main-
tenir, tout au long des niveaux de la pyramide, un facteur de décimation plus stable. Hax-
himusa a montré par l’expérimentation que ce facteur de décimation reste en moyenne
supérieur à 2 tout au long du processus de construction de la pyramide.

2.6.4 Décimation par la méthode d’escalade

Guigues [GUIGUE06] a récemment proposé une façon naturelle de construire une hié-
rarchie en s’appuyant sur un principe d’optimisation d’énergie. Le principe d’escalade



70 Chapitre 2 - Représentation hiérarchique

qu’il propose s’inscrit dans une méthodologie de segmentation multi-échelle basée sur
l’optimisation d’une énergie multi-échelleEλ (Section 2.5.3). Nous avons présenté dans
la section 2.5.3 comment, pour une hiérarchie et une énergieEλ donnée , il est possible de
calculer et de représenter sa séquence complète de coupes optimales. Cette méthode d’op-
timisation étant générale, elle peut être appliquée sur tout type de hiérarchie construit par
des méthodes de fusion ou de division récursives de l’image.Guigues propose d’adapter
le processus de construction d’une hiérarchie afin de prendre en compte explicitement la
minimisation de l’énergieEλ.

Supposons donc que nous disposons d’une énergie multi-échelleEλ = (C,D) permet-
tant d’attribuer une échelle d’apparition aux éléments d’une hiérarchie. Quand on réalise
l’union d’un certain nombre de composantes hiérarchiques,le sommet correspondant à
l’union de ces composantes va être doté d’une échelle d’apparition pourEλ.

Définition 69 Escalade pure [GUIGUE 06]

SiX est un ensemble etEλ une énergie multi-échelles,
– Pour toute pré-hiérarchie (Déf. 2.23 )H surX, une opérationd’ecalade puresurH

pourEλ consiste à réaliser l’union de sommets de ses composantes hiérarchiques
réalisant la plus faible échelle d’apparitionλ+ pourEλ.

– La hiérarchie d’escalade puresurX pourE¸ est la hiérarchie obtenue en itérant
l’opération d’escalade pure à partir de la pré-hiérarchie minimaleH = {{x}}x∈X
(la sur-partition absolue deX).

Comme nous l’avons vu dans la Section 2.5.3, siEλ est une énergie multi-échelle
alors les coupes optimales d’une hiérarchie remontent en même temps que le paramètre
d’échelleλ augmente. Disposant désormais d’une hiérarchie incomplète, le critère d’esca-
lade pure va choisir de compléter la hiérarchie, par l’ensemble qui serait le premier atteint
par la remontée des coupes optimales si nous augmentions progressivement la valeur du
paramètreλ. Le critère d’escalade considère donc à chaque étape toutesles unions d’en-
sembles possibles et sélectionne celle faisant apparaîtrele plus petit paramètreλ+, ce qui
peut s’interpréter comme la plus faible régularisation. Nous pouvons noter que chacune
des étapes d’une escalade pure est persistante. Les étapes non persistantes pour l’énergie,
qui n’apparaîtraient jamais dans une coupe optimale, sont naturellement supprimées.

L’escalade pure n’est cependant pas possible à mettre en œuvre en pratique. En effet,
si à une étape donnée,H est constituée deN composantes, il est nécessaire d’étudier
les2N cas de figure possibles, ce qui n’est combinatoirement pas envisageable. Guigues
propose donc de limiter l’espace de recherche à l’ensemble des fusions de paires de régions
voisines, ce qui définit la notion d’escalade binaire.

Pour tout couple de régions(Ri, Rj) ∈ X telles queRi appartient au voisinage deRj,
notéRi ∈ V(Ri), le facteur d’apparitionλapp(Ri∪Rj) de l’union des deux régionsRi∪Rj

est calculé de la façon suivante :

SoientERi
etERj

les énergies des régionsRi etRj

ERi
(λ) = λCRi

+DRi
(2.47)

ERj
(λ) = λCRj

+DRj
(2.48)
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etERi∪Rj
l’énergie de la régionRi ∪Rj résultant de la fusion deRi etRj

ERi∪Rj
(λ) = λCRi∪Rj

+DRi∪Rj
(2.49)

En sommant les équations 2.47 et 2.48 et en combinant avec l’équation 2.49 on obtient
l’échelle d’apparition de la régionRi ∪Rj :

λapp(Ri ∪Rj) =
DRi

+DRj
−DRi∪Rj

CRj
+ CRi

− CRi∪Rj

(2.50)

Nous fusionnerons alors le couple de régions(R,R′) tel queλapp(R ∪ R′) soit mini-
mum.

En itérant ce calcul pour chacune des pré-hiérarchies obtenues, nous aboutissons fi-
nalement à une hiérarchie d’escalade(H∗, λ∗) dont des propriétés importantes ont été
démontrées par Guigues [GUIGUE06].

Sur l’exempe de la figure Figure 2.40, nous allons obtenir lesfusions dans l’ordre
suivant :A ∪ B puisD ∪ E suivi deI ∪ C etG ∪H puisJ ∪ L suivi deF ∪K et enfin
M ∪N . La création du nœudL est dans ce cas induite par la stratégie d’escalade binaire,
même si comme le montre le calcul des coupes optimales (Section 2.5.3.a) ce choix n’est
pas optimal.

Comme le montre l’équation 2.50 nous obtenons ainsi un algorithme totalement exempt
de paramètre d’échelle et basé uniquement sur le couple(C,D) d’énergies antagonistes.
L’escalade se présente alors comme une stratégie gloutonnemaximisant la gain immédiat
de co-énergie. Guigues approxime la stratégie d’escalade pure par une escalade binaire.
Nous verrons dans la Section 3 que cette restriction peut être en partie levée pour parvenir
à des énergies plus faibles.





CHAPITRE 3

CONTRIBUTION À LA CONSTRUCTION

DE HIÉRARCHIES ROBUSTES

Sommaire
3.1 Normalisation d’énergie séparable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2 Une Heuristique globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.3 Heuristiques locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.4 Évaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

L E chapitre qui précède a présenté les différentes structuresutiles pour construire
et représenter des hiérarchies. Les Sections 2.5 et 2.6 en particulier ont présenté
différentes approches permettant la construction de hiérarchies, basée sur différents

critères énergétiques.

Les algorithmes de construction de hiérarchies de régions reposent généralement sur
un processus itératif de regroupement de régions. Dans le domaine du traitement d’images
les fusions de régions sont généralement effectuées entre des régions deux à deux adja-
centes. Cette méthode de construction conduit à des hiérarchies strictement binaires, ne
prenant pas en compte l’ensemble des fusions possibles, menant ainsi à des énergies sous
optimales.

Nous allons présenter dans ce chapitre différentes heuristiques permettant de construire
des hiérarchies de régions. Ces méthodes sont basées sur l’approche ensemble-échelle
proposée par Guigues [GUIGUE03] (Section 2.6.4) et permettent d’obtenir un compromis
entre le temps d’exécution et l’énergie des partitions obtenues.

Nous allons dans un premier temps (Section 3.1) proposer unenormalisation des
courbesEλ(C∗

λ(H)) décrivant l’énergie des coupes d’une hiérarchieH en fonction du
paramètre d’échelleλ. Cette normalisation nous permettra de comparer des courbescal-
culées sur des images différentes. Nous verrons dans un second temps (Section 3.2) une
première approche descendante de calcul d’une hiérarchie.Cette approche n’ayant pas
donnée les résultats escomptés nous proposons dans la Section 3.3 deux nouvelles heurs-
tiques basées sur une approche ascendante. La première heuristique (Section 3.3.1) permet
d’élargir l’espace de recherche en prenant en compte des hiérarchies n-aires, permettant
à plusieurs régions de fusionner avec une région centrale à chaque étape de la construc-
tion. La deuxième heuristique, détaillée dans la Section 3.3.2, propose de paralléliser le
processus de décimation pour améliorer le temps d’exécution aussi bien sur des machines
parallèles que sur des machines séquentielles.

73
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3.1 Normalisation d’énergie séparable

Nous allons dans cette section, nous intéresser aux propriétés des énergies séparables
et plus particulièrement à leurs bornes supérieures et inférieures.

Considérons une énergie affine séparable de partitions définie pour toute partitionP
par :

Eλ(P ) = D(P ) + λC(P )

avecD quelconque etC sous additive.

Comme nous l’avons vu dans la Section 2.5.3 , partant d’une hiérarchieH donnée,
l’ensemble des coupes optimalesC∗

λ(H), défini pour cette hiérarchie, représente une seg-
mentation multi-échelle non biaisée.

Si l’on désigne respectivement parCI etDI le terme de régularisation et l’attache aux
données de la partition réduite à une seule région contenantl’image I on a, du fait de la
sous additivité deC :

∀P ∈ P, C(P ) ≥ CI (3.1)

L’énergie des coupes optimalesEλ(C∗
λ(H)) est une fonction concave linéaire par mor-

ceaux en fonction deλ (voir Proposition 2, Section 2.5.3). Chaque partie linéairede
Eλ(C

∗
λ(H)) correspond à l’énergie d’une coupe optimaleC∗

λ(H), les coupes étant dé-
croissantes en fonction deλ. Si nous supposons que la coupe optimale la plus grossière
Pmax n’est pas égale à la partition triviale réduite à une seule région nous obtenons :

∀λ ≥ λmax, Eλ(C
∗
λ(H)) = D(Pmax) + λC(Pmax) ≤ DI + λCI

oùλmax dénote l’échelle au delà de laquelleC∗
λ(H) = Pmax. La seconde inégalité est due

au fait que la partition triviale fait partie des partitionspossibles et est jugée non optimale.
Or l’équation 3.1 nous indique queC(Pmax) ≤ CI . L’inégalitéEλ(C∗

λ(H)) ≤ DI + λCI
est donc impossible pour toutλ ≥ λmax et ce quelles que soientD(Pmax) et DI . La
partition optimale la plus grossièrePmax est donc forcément égale à la partition triviale et
on a :

Eλ(Pmax) = DI + λCI (3.2)

La droiteEλ(Pmax) peut se concevoir comme la tangente à la courbeEλ(C
∗
λ(H)) pour

λ ≥ λmax. La fonctionEλ(C∗
λ(H)) étant concave elle est obligatoirement au dessous de

sa tangente. L’énergie des coupes optimalesEλ(C
∗
λ(H)) sera donc toujours bornée par

l’énergieEλ(Pmax) associée à la partition la plus grossière (Fig. 3.1).

Soit P0 la partition initiale correspondant soit à la grille des pixels soit à une sur-
segmentation initiale (ligne de partage des eaux par exemple). Dans ce cas les points
(0, E0(P0)) et(λmax, Eλmax

(Pmax)) appartiennent tous deux à la courbe. L’énergieEλ(C
∗
λ(H))

étant concave, sa courbe représentative doit se situer au dessus de la ligne connectant ces
deux points.

La ligne reliant les points(0, 0) et (λmax, Eλmax
(Pmax)) est elle située en dessous

de celle joignant les points(0, E0(P0)) et (λmax, Eλmax
(Pmax)). Notons que les points

(0, E0(P0)) et (0, 0) sont confondus siP0 est la partition triviale (une région par pixel de
l’image d’origine).

Nous obtenons donc pour toute hiérarchieH et tout paramètre d’échelleλ ∈ [0, λmax] :
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FIG. 3.1 – Encadrement de l’énergie des coupes optimales

λ

λmax
Eλmax

(Pmax) ≤ Eλ(C
∗
λ(H)) ≤ Eλ(Pmax)

ou encore :

0 ≤ Eλ(Pmax) − Eλ(C
∗
λ(H)) ≤ Eλ(Pmax) −

λ
λmax

Eλmax
(Pmax)

0 ≤ 1 −
Eλ(C∗

λ
(H))

Eλ(Pmax)
≤

DI + λCI −
λ

λmax
(DI + λmaxCI)

DI + λCI

0 ≤ 1 −
Eλ(C∗

λ
(H))

Eλ(Pmax)
≤ DI

1 − λ
λmax

DI + λCI

0 ≤ 1 −
Eλ(C∗

λ
(H))

Eλ(Pmax)
≤

1 − xλ
1 + xλEI

avec

{

xλ = λ
λmax

EI = CIλmax

DI

La seconde inégalité est basée sur l’hypothèse queEλ(Pmax) = DI + λCI ≥ 0. On a
donc :

1 −
1 − xλ

1 + xλEI
≤

Eλ(C∗
λ
(H))

Eλ(Pmax)
≤ 1

xλ
1 + EI

1 + xλEI
≤

Eλ(C∗
λ
(H))

Eλ(Pmax)
≤ 1 avecxλ ∈ [0, 1].

Nous obtenons finalement :

∀λ ∈ [0, λmax] xλ ≤
Eλ(C

∗
λ(H))

Eλ(Pmax)
≤ 1 (3.3)
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FIG. 3.2 – Représentation d’une énergie normalisée

Le termeEλ(Pmax) peut s’interpréter comme l’énergie intrinsèque à l’image et permet
d’une certaine façon de mesurer l’adéquation entre notre modèle énergétique et l’image
d’entrée. Le rapportEλ(C∗

λ
(H))

Eλ(Pmax)
représente donc une énergie normalisée dans laquelle on

mesure la qualité (l’énergie) de chaque coupe optimale relativement à l’énergie de l’image
globale. L’équation 3.3 montre que cette énergie normalisée se situe au dessus de la dia-
gonale du carré[0, 1]2 (Fig. 3.2). La diagonaley = x de [0, 1]2 représente le cas limite de
courbe concave dans le cube[0, 1]2 arrivant sur le point(1, 1) et partant de(0, 0) ou de
(

0,
E0(C∗

0 (H))

DI

)

si l’attache aux données de la partition initiale n’est pas nulle.

Notons que ce résultat est valide pour n’importe quelle hiérarchieH, obtenue par l’in-
termédiaire de n’importe quelle heuristique, à partir du moment où le termeC de l’énergie
considérée est sous-additif. Cette normalisation de l’énergie nous sera utile lors de l’éva-
luation des résulats des différentes heuristiques puisqu’elle nous permettra à la fois de
comparer différentes heuristiques sur une même image mais également de nous affran-
chir au moins partiellement de l’influence de l’image initiale pour obtenir des mesures
moyennes sur une base d’images.

3.2 Une Heuristique globale

Étant donnée une énergie affine séparableE(P ) = D(P ) + λC(P ) définie pour toute
partitionP , un algorithme de segmentation hiérarchique produit une hiérarchieH dont
la séquence de coupes optimales définit une courbeEλ(C

∗
λ(H)). Contrairement aux ap-

proches classiques de minimisation d’énergie où le paramètre λ est fixé, la qualité d’un
algorithme de segmentation hiérarchique relativement à une énergieE, doit être basée sur
la courbeEλ(C∗

λ(H)). Cette évaluation doit donc prendre en comptetoutes les échellesλ.

Un algorithme de segmentation hiérarchique doit donc s’efforcer de minimiserEλ(C∗
λ(H))

pour toutλ. Une première mesure globale de la qualité d’une segmentation hiérarchique
peut être l’aire sous la courbeEλ(C∗

λ(H)). Toutefois comme la courbeEλ(C∗
λ(H)) ne

converge pas vers0 à l’infini une telle aire serait infinie. Nous devons donc nousres-
treindre à l’intervalle[0, λmax] où λmax représente l’échelle au delà de laquelle la coupe
optimale est la partition triviale (une seule région, Fig. 3.3(a)). Cette mesure représente
toutefois un inconvénient puisque un algorithme de segmentation obtenant unλmax petit
sera favorisé (Fig. 3.3(b)). Or, au delà deλmax la partition optimale est la partition tri-
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R λmax

0
Eλ(C∗

λ(H))dλ

Eλ(Pmax)
Eλ(C∗

λ(H))

λmax λ

R +∞

0
Eλ(Pmax) − Eλ(C∗

λ(H))dλ

(a) critères

λ1
max λ2

max

Eλ(Pmax)

Eλ(C∗

λ(H2))

Eλ(C∗

λ(H1))

(b) λ

FIG. 3.3 – Les deux aires que nous pouvons minimiser pour définir une «bonne» segmen-
tation (a). Les énergies de deux hiérarchiesH1 etH2 avecλ1

max ≤ λ2
max (b).

viale. La valeurλmax représente donc l’intervalle de valeurs d’échelles pour lesquelles
l’algorithme de segmentation parvient à produire des partitions non triviales.

Un algorithme de segmentation doit donc simultanément minimiser l’aire sous la courbe
Eλ(C

∗
λ(H)) pourλ appartenant à[0, λmax] et maximiserλmax. Comme l’a suggéré Guigues [GUIGUE03]

l’aire comprise entre la droiteEλ(Pmax) etEλ(C∗
λ(H)) (Fig. 3.3(a)) permet de tenir compte

de ces deux objectifs simultanément. Notons tout d’abord que ce critère se défini naturel-
lement surR+ puisqueEλ(C∗

λ(H)) etEλ(Pmax) coïncident au delà deλmax. On a donc :

∫ +∞

0

Eλ(Pmax) − Eλ(C
∗
λ(H))dλ =

∫ λmax

0

Eλ(Pmax) − Eλ(C
∗
λ(H))dλ

De plus, on montre facilement que :

∫ λmax

0
Eλ(Pmax) − Eλ(C

∗
λ(H))dλ =

∫ λmax

0
Eλ(Pmax)dλ−

∫ λmax

0
Eλ(C

∗
λ(H))dλ

= (DI + 1
2
CIλmax)λmax −

∑n

i=1(Di +
1
2
Ci(λi + λi+1))∆λi

(3.4)
où (Di)i∈{1, ...,n} et (Ci)i∈{1, ...,n} représentent respectivement les attaches aux données et
les termes de régularisation desn coupes optimales.

La maximisation de l’équation 3.4 passe donc par la maximisation de(DI+
1
2
CIλmax)λmax

et la minimisation simultanée de
∑n

i=1(Di+
1
2
Ci(λi+λi+1))∆λi. Le premier terme est une

fonction croissante deλmax. La maximisation de notre critère impose donc de maximiser
λmax. Le second terme correspond à l’aire sous la courbeEλ(C

∗
λ(H)). Maximiser notre

critère impose donc de simultanément :
– Maximiserλmax,
– Minimiser l’aire sous la courbeEλ(C∗

λ(H)).

Ce qui correspond parfaitement aux contraintes que l’on voulait exprimer.

Des solutions indépendantes à ces deux problèmes d’optimisation sont décrites respec-
tivement dans les sections 3.2.1 et 3.2.2.
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3.2.1 Estimation deλmax

Le problème de l’estimation deλmax peut se formuler ainsi : Étant données une par-
tition initiale P0 et une hiérarchieH construite surP0, l’énergie des coupes optimales
Eλ(C

∗
λ(H)) coupeEλ(Pmax) en un point(λHmax, EλH

max
(Pmax)). Il nous faut donc envi-

sager toute les hiérarchies pouvant être construites surP0 de façon à sélectionner celle
fournissant leλHmax maximum :

λmax = max
H∈H(P0)

λHmax

oùH(P0) représente l’ensemble des hiérarchies construites surP0.

L’énumération de toutes les hiérarchies deH(P0) étant évidement hors de question
nous proposons d’approximer la solution optimale à l’aide d’une heuristique.

Notre première restriction consiste à considérer uniquement des fusions binaires. Dans
ce cadre, le nombre de régions deP0 va diminuer de1 à chaque fusion jusqu’a ce que
l’on obtienne la partition trivialePmax. La coupe optimale définie juste avant la partition
triviale sera donc composée de deux régions et l’intersection de la droite correspondant à
cette coupe avecEλ(Pmax) va déterminerλmax. Le problème de la détermination deλmax
revient donc (modulo la restriction aux fusions binaires) àdéterminer le regroupement des
régions deP0 en deux «méta-régions» dont la droite associée coupeEλ(Pmax) avec une
abcisseλmax maximale.

Notre stratégie pour estimerλmax consiste, dans ce cadre, à fusionner itérativement
les couples de régions en prenant explicitement en compte lamaximisation deλmax. Pour
cela nous calculons pour chaque couple de régions de la partition courante l’attache aux
donnéesD et la régularisationC de la partition issue de leur éventuelle fusion. Nous
calculons ensuite, l’abcisseλ de l’intersection entre la droiteD + λC etEλ(Pmax) :

λ =
DI −D

C − CI
(3.5)

Le paramètreλ correspond à la valeur deλmax qui serait obtenue si après avoir fusionné
les deux régions envisagées on fusionnait directement toutes les régions restantes pour
obtenir la partition trivialePmax.

Notre stratégie de fusion consiste donc à maximiserλmax à chaque étape. Cette fusion
itérative de couples de régions nous conduit à une partitioncomposée de deux régions.
L’intersection de la droite correspondant à cette partition avecEλ(Pmax) définitλmax.

Cette stratégie pose toutefois deux problèmes. Tout d’abordle calcul deλmax n’est pas
une fin en soi, mais simplement une étape dans le calcul de la segmentation hiérarchique.
Or l’algorithme précédent est a priori aussi long qu’une fusion binaire telle que décrite par
Guigues [GUIGUE06]. On peut donc doubler les temps de calcul. De plus, la maximisation
de l’intersection entre l’énergie de la partition couranteetEλ(Pmax) est un critère global
qui a peu de sens lors des premières étapes de fusion.

Afin de répondre à ces deux limitations nous proposons une optimisation du processus
précédent lorsque l’énergie d’attache aux données correspond à l’erreur quadratique. Dans
ce cas la droite correspondant à la partition en deux régionsR1 etR2 sera définie par :

EQ(R1) + EQ(R2) + λ(C1 + C2)
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oùEQ(R) =
∑

x∈R ‖x− µR‖
2 représente l’erreur quadratique deR.

Cette droite couperaEλ(Pmax) d’autant plus tard que l’ordonnée à l’origine (EQ(R1)+
EQ(R2)) de l’avant dernière partition optimale est peu élevée. On utilise donc un algo-
rithme de quantification [BR00B] qui va regrouper l’ensemble des couleurs de l’image
en deux classesC1 etC2 telles queEQ(C1) + EQ(C2) est minimal. Notre optimisation
va consister à fusionner les ensembles connexes de régions dont la moyenne appartient
à une même classe. On obtient donc une partition avec un nombre réduit de régions qui
approxime, à partir deP0, la partition de l’image qui serait obtenue en calculant lescom-
posantes connexes des deux classesC1 etC2(étape d’inversion de table de couleur). Les
fusions itératives maximisant la valeur deλ sont effectuées à partir de cette partition.

En résumé notre estimation deλmax suit les étapes suivantes :

1. Calcul de la partition initialeP0,

2. Quantification de l’ensemble des couleurs de l’image en deux classes,

3. Fusion de tous les ensembles connexes de régions dont la moyenne appartient à une
même classe,

4. Fusion itérative des couples de régions restant en fusionnant à chaque étape le couple
de régions adjacentes qui maximise l’équation 3.5. Les fusions sont stopées lorsqu’il
ne reste plus que deux régions. AppelonsPn−2 la partition obtenue (avecn le nombre
de régions deP0).

5. Calcul de l’estimation deλmax par intersection deEλ(Pn−2) etEλ(Pmax).

3.2.2 Interpolation de l’énergie

Comme mentionné dans la section 3.2, la maximisation de l’aire située entreEλ(Pmax)
etEλ(C∗

λ(H)) suppose de maximiserλmax et minimiser l’aire sous la courbeEλ(C∗
λ(H)).

La méthode proposée dans la section précédente permet d’estimer λmax. Toutefois cette
méthode nous fournit outreλmax, la partitionPn−2. On connait donc :

1. une estimation deλmax,

2. la partition optimale en deux régionsPn−2 à définir pour obtenirλmax,

3. la penteCn−2 et l’ordonnée à l’origineDn−2 de l’énergieEλ(Pn−2).

Nous comptons utiliser l’ensemble de ces informations pourminimiser l’aire sous
Eλ(C

∗
λ(H)). Si nous désignons parR1 et R2 les deux régions dePn−2, R1 et R2 sont

construits à partir deP0. On peut donc définir deux ensembles de régionsS1 et S2, tels
que :

R1 =
⋃

R∈S1

R etR2 =
⋃

R∈S2

R

R1 etR2 définissant une partition de l’image,S1 et S2 définissent une partition de l’en-
semble des régions deP0.

Notre heuristique de construction de la pyramide utilise des fusions binaires restreintes
àS1 etS2. En d’autres termes, nous nous interdisons de fusionner unerégion deS1 avec
une région deS2. Cette restriction permet de garantir que la partition optimale obtenue
lorsqu’il ne restera plus que deux régions est égale àPn−2 et donc que leλmax associé à
cette partition sera égal à celui calculé dans la section 3.2.1.
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Après chaque fusion de deux régions dansS1 etS2, nous obtenons une partition plus
grossière, en appliquant le principe de l’escalade (équation 2.50), nous pouvons détermi-
ner l’échelle d’apparition de cette nouvelle partition. Onobtient donc une suite croissante
de partitionsP0, . . . , Pn−1 = Pmax, chaque partition étant associée à une échelle d’apparti-
tion (λi)i∈{0,...,n−1}. Le terme de régularisationC étant sous additif, la suite(λi)i∈{0,...,n−1}

est croissante siP0, . . . , Pn−1 approxime efficacement les coupes optimales. Nous suppo-
serons dans la suite que cette condition est effectivement réalisée.

Le choix des deux régions à fusionner dansS1 etS2 est réalisé grâce à un algorithme
itératif qui utilise les informations de la partitionPn−2 pour déterminer les deux régions
à fusionner. Supposons que nous ayons calculé la suiteP0, . . . , Pn−1 jusqu’à la partition
Pi, i ∈ {0, . . . , n − 3}. Si nous approximonsEλ(C∗

λ(H)) par la suiteP0, . . . , Pn−1, la
courbeEλ(C∗

λ(H)), passera par le point(λi−1, Eλi−1
(Pi)) avec une pente égale àCi à

droite deλi−1. La courbeEλ(C∗
λ(H)) arrivera également enλmax avec une pente égale à

Cn−2 à gauche deλmax(Fig. 3.4(a)). Nous connaissons donc deux points et deux pentes
de la courbeEλ(C∗

λ(H)) et savons de plus que cette courbe est concave et linéaire par
morceaux. On peut donc estimer l’aire deEλ(C∗

λ(H)) entreλi−1 et λmax à l’aide d’une
interpolation de la courbe entre ces deux points.

Eλ(Pmax)

λmaxλi−1

Eλ(Pn−2)

Eλ(Pi)

(a) Construction de la hiérarchie

αq−1

αp−1

λi−1
aqa0

λc λmax
apaj

Ej
αj

Emax

α0

Eλi−1
(Pi)

(b) Interpolation

FIG. 3.4 – Représentation des données connues lors de la construction de la hiérarchie (a)
et illustrations des principales notations lors de l’interpolation(b).

Le problème de l’interpolation étant largement sous contraint nous utilisons la modé-
lisation suivante(Fig. 3.4(b)) :

1. L’intervalle[λi−1, λmax] est décomposé en deux sous intervalles[λi−1, λc] et[λc, λmax].
Nous avons arbitrairement fixéλc à λi−1+λmax

2
.

2. Sip = n− i désigne le nombre de régions de la partition courante on divise chaque
intervalle [λi−1, λc] et [λc, λmax] en q = [p

2
] sous intervallesIj = [aj, aj+1] avec

a0 = λ0, aq = λc etap = λmax.

3. On modéliseEλ(C∗
λ(H)) sur chaque intervalleIj par une droiteEj + αj(λ − aj).

On aα0 = Ci et αp−1 = Cn−2. On suppose de plus que les pentesαj décroissent
par pas deǫ1 et ǫ2 respectivement sur[λi−1, λc] et [λc, λmax].

{

αi = α0 − iǫ1, ∀i ∈ {0, . . . , q − 1}
αi = αq−1 − (i− q + 1)ǫ2, ∀i ∈ {q, . . . , p− 1}



3.3. Heuristiques locales 81

Ces trois contraintes permettent de déterminerǫ1 et ǫ2 et déterminent donc l’interpolation
deEλ(C∗

λ(H) sur[λi−1, λmax]. On montre (Annexe, section A.1) que l’aire sous la courbe
interpolée est égale à :

A =

p−1
∑

j=0

∫ aj+1

aj

Ei + αj(λ− aj)dλ = q∆1Eλi−1
(Pi) + 1

2
α0∆

2
1q

2 − ∆2
1ǫ1

q(q−1)(2q−1)
12

+(p− q)∆2Eq + 1
2
∆2

2(p− q)2αq−1

− 1
12

(p− q)ǫ2∆
2
2 [2(p− q)2 + 3(p− q) + 1]

où Eq est la valeur de la courbe interpolée enλc. Les symboles∆1 et ∆2 représentent
respectivement la largeur des intervallesIj sur [λi−1, λc] et [λc, λmax].

∆1 =
λc − λi−1

q
et∆2 =

λmax − λc
q

, Eq = E0 + q∆1

(

α0 +
1

2
ǫ1

)

−
q2

2
∆1ǫ1

Nous obtenons ainsi une expression formelle de l’intégraleen fonction den, i, λi−1, λmax,
Eλi−1

(Pi), Eλmax
(Pmax) qui sont supposés connus. Nous pouvons ainsi définir un algo-

ritme permettant de sélectionner les régions à fusionner, en se basant uniquement sur un
critère global. A chaque niveau, ce processus de décimationnécessite d’effectuer les étapes
suivantes :

1. Fixer unλc et en déduire les valeurs de∆1, ǫ1,∆2, ǫ2.

2. Calculer la valeur de l’intégraleA pour chacune des fusions envisageable et fusion-
ner les régions impliquant la plus petite intégrale.

3. Itérer ce processus jusqu’à ce que toutes les régions soient fusionnées

Ce critère de fusion basé sur un critère de minimisation global n’a cependant pas
donné de résultats concluants d’un point de vue qualitatif.Nous pensons que ces limi-
tations viennent d’une part du grand nombre d’hypothèses nécessaires à l’interpolation de
Eλ(C

∗
λ(H)) et d’autre part du fait que la minimisation de l’aire est un critère très global

qui n’est sans doute pas pertinent lorsque l’on effectue lespremières fusions et que l’on
est loin deλmax. Ceci nous a amené à nous pencher plus en détails sur des heuristiques de
fusion utilisant des critères de fusion locaux et permettant d’élargir l’espace de recherche.

3.3 Heuristiques locales

3.3.1 Fusion séquentielle

Pour une partitionP donnée, considérons pour chaque régionR ∈ P l’ensembleV (R)
des régions qui lui sont adjacentes. L’ensembleV (R) des régions adjacentes à une région
R est défini de la façon suivante grâce à la relation d’adjacence∼ :

∀R ∈ P V (R) = {X|X ∼ R} (3.6)

Par exemple sur la Figure 3.5(a), représentant le graphe d’adjacence de régions d’une
partitionP , l’ensemble des voisins de la régionE est notéV (E) = {E,B,C,D,G,H}.
Notons qu’avec cette définition, une région appartient toujours à son voisinage.
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(a) RAGG (b) {A,F} (c) {A,D} (d) {A,B}

(e) {A,F,D} (f) {A,B,D} (g) {A,B, F} (h) {A,B,D, F}

FIG. 3.5 – Représentation de l’ensembleP(V (A)) (b) à (h) sur le RAGG (a)

Le but de cette approche étant de réduire l’énergie des coupes optimales dans la hié-
rarchie finale, le processus de décimation va élargir l’espace de recherche par rapport à la
construction d’une hiérarchie binaire.

A chaque itération une région peut fusionner avec plusieursrégions incluses dans son
voisinage.

Nous définissons alors l’ensemble des sous-ensembles deV (R), notéP(V (R)) de la
façon suivante :

∀R ∈ P P(V (R)) = {{R} ∪X|X ⊆ V (R) \ {R}} (3.7)

Notons que le cardinal de l’ensembleP(V (R)) est égal au cardinal de l’ensemble
des parties deV (R) − {R} moins l’ensemble vide. En effet le sommet central appartient
toujours à l’ensemble de sommets à fusionner. De plus, le sous ensemble trivial réduit à
{R} ne code aucune fusion est n”est donc pas pris en compte. Le cardinal de l’ensemble
des parties d’un ensemble den éléments étant égal à2n, si Card(V (R)) = N alors
Card(P(V (R))) = 2N−1 − 1.

La Figure 3.5 illustre l’équation 3.7 en présentant l’ensemble des sous-ensembles du
voisinageV (A) du sommetA dans le grapheG ( Figure 3.5(a)). Dans cet exempleV (A) =
{A,B,D, F} etP(V (A)) = {{A,B}, {A,D}, {A,F}, {A,B,D}, {A,B, F}, {A,B,D, F}}.
Nous pouvons remarquer que|V (R)| = 4 et que|P(V (R))| = 23 − 1 = 7.

NotonsW ∈ P(V (R)) l’un des sous-ensembles deP(V (R)) etRW =
⋃

R′∈W R′ la
région formée de l’union des régions de l’ensembleW .W ∈ P(V (R)) représentent ainsi
une des fusions possibles de la régionR avec au moins l’un de ses voisins.

Si nous considérons deux partitionnements deRW induits parW :

{

PRW = {RW}
PW = W

PRW = {RW} représentant la sur-partition absolue de l’ensembleRW etPW = W re-
présentant la sous partition absolue deRW . Les énergies respectives associées à chacunes
de ses partitions sont définies.
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{

Eλ(PRW ) = D(RW ) + λC(RW )
Eλ(PW ) = D(W ) + λC(W ) =

∑

R′∈W D(R′) + λ
∑

R′∈W C(R′)
(3.8)

avecD(W ) représentant le terme d’attache aux données etC(W ) représentant le terme
de régularisation pour la partitionPW . Si l’énergie C est une énergie sous-additive (voir
Déf.66 ) nous avons :

C(RW ) < C(W )

– SiD(RW ) < D(W ) alors l’énergie de la partitionPRW formée de l’union de régions
de l’ensembleW est toujours inférieure à l’énergie de la partitionPW .

– Sinon, siD(W ) < D(RW ), l’énergieEλ(PW ) de la partitionPW est inférieure à
l’énergieEλ(PRW ) de la partitionPRW pour des valeurs du paramètre d’échelleλ
inférieures à :

λ+(RW ) =
D(RW ) −D(W )

C(W ) − C(RW )
,

caractérisant l’échelle d’apparition de la régionRW . En se basant sur le principe
de l’escalade défini dans la section 2.6.4, cet algorithme séquentiel va calculer pour
chaque régionR de la partitionP l’échelle d’apparition minimale relative à une
régionRW :

λ+
min(R) = argminW∈P∗(V (R))

D(RW ) −D(W )

C(W ) − C(RW )
(3.9)

L’ensembleW ∈ P∗(V (R)) qui réalise le minimum est notéWmin(R). C’est cet
ensemble qui devra fusionner de préférence pour minimiser l’énergie de la partition
résultante.

Nous utilisons donc l’échelle d’apparitionλ+ pour définir notre algorithme séquentiel.
Pour une énergieE donnée, cet algorithme réalise les étapes suivantes de façon itérative :

1. SoitP la partition courante initialisée avec une partition initialeP0,

2. Pour toutes les régionsR appartenant à la partitionP , calculer son échelle d’appa-
rition λ+

min(R) ainsi que le minimumWmin(R).

3. calculerRmin = argminR∈Pλ
+
min(R) et fusionner toutes les régions appartenant à

l’ensembleWmin(Rmin).

4. Si la partition compte encore plus de deux régions retourner à l’étape 2,

5. Renvoyer la hiérarchie finale encodant la séquence des opération de fusions succes-
sivement effectuées.

Cet algorithme effectue donc, à chaque étape, une seule fusion pouvant faire intervenir
de 2 àk régions (k étant borné par le nombre maximum de voisins d’une région).

La Figure 3.6 illustre une étape de cette stratégie d’escalade n-aire effectuée sur une
pré-hiérarchie composée de trois sommetsE,G etH. Toutes les fusions possibles entre le
sommetH et ses voisins sont envisagées. Les fusionsG ∪H, E ∪H etE ∪ G ∪H sont
alors toutes considérées, pour ensuite sélectionner cellequi possède la plus petite échelle
d’apparitionλ+, dans cet exemple on retientH ∪G.
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6λ+

E
G

H

G ∪H

E
G

H

E ∪H

E
G

H

E ∪G ∪H

FIG. 3.6 – Exemple de calcul de l’ensembleWmin(H). Dans cette exempleV (H) =
{E,G}, l’ensembleP(V (H)) = {G∪H,E ∪H,E ∪G∪H} et l’ensembleWmin(H) =
G ∪H. La fusion retenue serait celle impliquant les sommetsH etG.

Puisque toutes les régions appartenant à l’ensembleWmin(Rmin) sont adjacentes à la
régionRmin, dans le cadre des pyramides irrégulières, cette opérationde fusion peut être
codée à l’aide d’un noyau de contraction (voir Déf 52) de profondeur un, composé d’un
unique arbre dont la racine est égale à la régionRmin.

Du point de vue de la complexité, le calcul de l’échelle d’apparition λ+
min(R) pour

chaque régionR de la partition nécessite l’exploration de l’ensembleP∗(V (R)) dont le
cardinal est égal à2|V (R)|−1. Si l’on considère le grapheG = (V,E) codant la partitionP ,
la complexité de chacune des étapes de l’algorithme peut donc être bornée parO(|V |2k)
avec|V | représentant le nombre de sommets du grapheG (équivalant au nombre de régions
de la partitionP ) alors quek représente l’arité maximum des sommets deG.

Le cardinal deV décroît à chaque itération de|Wmin(Rmin)| − 1. Notons que comme
le cardinal deWmin(Rmin) est au moins égal à deux, le cardinal deV diminue au moins
de un à chaque étape. Cet algorithme se termine donc en un tempsfini et sa complexité
globale peut être bornée parO(|V |22k) avec|V | représentant le nombre de sommets du
grapheG etk le degré maximum des sommets deG.

Nous pouvons également noter que la méthode d’escalade binaire proposée par Guigues
(voir Section 2.6.4) est incluse dans cet algorithme. En effet l’opération de fusion binaire
correspond simplement à un sous-ensembleW2 ∈ P∗(V (R)) avec le cadinal|W2| = 2 de
l’ensemble de solutions considéré par cet algorithme.

3.3.2 Fusion parallèle

Les algorithmes basés sur une décimation séquentielle, présentés notamment dans la
Section 3.3.1, peuvent s’avérer très coûteux en temps, mêmedans le cas ou l’on borne le
nombre de régions à fusionner à chaque étape à deux, comme dans le cas de l’escalade
binaire (voir Section 2.6.4 ).

Non plus dans l’optique d’obtenir une énergie de partition toujours plus faible, mais
plutôt dans le but d’accélérer le temps d’éxecution nous nous sommes intéressés à la pa-
rallélisation de l’algorithme. Nous avons donc défini un algorithme de fusion de régions
parallèle, basé sur la notion de couplage maximal (défini Section 2.6.3).
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Rappelons qu’un ensemble d’arêtesM d’un grapheG = (V,E) est appelé un couplage
maximal si chaque sommetV deG est incident à au moins une arête de l’ensembleM et
siM est maximale par rapport à cette propriété (voir Déf 68).

Le but de cet algorithme est donc , à partir d’un grapheG = (V,E) représentant une
partitionP , de construire un couplage maximalM de façon à ce que l’échelle d’apparition
des régions produites par la contraction des arêtes de l’ensembleM soit la plus petite
possible.

Notonsι(e) l’ensemble composé des deux sommets incidents à l’arêtee. Nous allons
utiliser une approche similaire à celle utilisée dans la Section 3.3.1 mais en affectant dé-
sormais une échelle d’apparitionλ+(e) à chacune des arêtes deG. Si ι(e) = {R,R′} alors
l’échelle d’apparitionλ+ peut s’écrire :

λ+(e) = λ+(R ∪R′) =
D(R ∪R′) −D(R) −D(R′)

C(R) + C(R′) − C(R ∪R′)
(3.10)

En s’inspirant de la méthode proposée par Haxhimusa [HAXHIM 02A] (Section 2.6.3),
nous définissons le couplage maximal comme le résultat de la construction d’un noyau
(voir Section. 2.6.1 ) sur l’ensemble des arêtes du grapheG. La construction de cet en-
semble est réalisée par le biais d’un processus itératif quisélectionne à chaque étape les
arêtes dont l’échelle d’apparition se trouve être localement minimale. Nous allons utiliser,
pour formaliser ce processus itératif, deux variables booléennesp etq attachées à chacune
des arêtes, telles que :

{

p1
e = λ+(e) = mine′∈Γ(e){λ

+(e′)}

q1
e =

∧

e′∈Γ(e) p
1
e′

(3.11)

et







pk+1
e = pke ∨

(

qke ∧ λ
+(e) = mine′∈Γ(e) | qk

e′
{λ+(e′)}

)

qk+1
e =

∧

e′∈Γ(e) p
k+1
e′

(3.12)

avecΓ(e) représentant le voisinage de l’arêtee défini comme :

Γ(e) = {e} ∪ {e′ ∈ E|ι(e) ∩ ι(e′) 6= ∅}

.

Si l’on considère par exemple l’arête d’étiquette17 sur la figure 3.7, son voisinage sera
composé de l’ensemble des arêtes incidentes aux deux sommets placés de part et d’autre
de cette arête. Ce voisinage sera donc composé des arêtes 5,3,4,1,2 et 7 ainsi que l’arête
17.

Ce processus itératif s’achève lorsqu’aucun changement n’est intervenu entre deux
itérations successives. Sin représente la dernière itération, l’ensemble des arêtes tel que
pne estvrai, définit un couplage maximalM encodant l’ensemble des arêtes à contracter.

Si l’on interprète ce processus en termes de segmentation etque l’on considèreλ+(e)
comme un score de fusion, une arêtee entre deux sommets sera marquée à (pke = vrai) à
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FIG. 3.7 – Ilustration de la notion de voisinage pour une arête. Les arêtes en bleu (trait
épais) correspondent aux arêtes incluses dans le voisinagede l’arête 17

l’itérationk, si parmi toutes les possibilités de fusions faisant intervenir ces deux sommets,
la fusion faisant intervenir l’arêtee obtient le meilleur score. Les deux sommets de part et
d’autre de l’arêtee vont donc préférer fusionner entre eux, plutôt que de fusionner avec
n’importe quel autre sommet présent dans leurs voisinages.

La Figure 3.8 illustre le processus itératif permettant la construction de ce couplage
maximal à partir du grapheG = (V,E), présenté sur la Figure 3.8(a). Sur la Figure 3.8(b)
seuls les minima locaux sont sélectionnés (en pointillés).La deuxième étape (Figure 3.8(c))
consiste à marquer les arêtes (en gras sur la Figure 3.8) adjacentes aux minima calculés
à l’étape précédente, leur interdisant ainsi d’être contractés. Les étapes suivantes itèrent
simplement ce processus jusqu’à ce qu’aucun changement n’interviennent entre des étapes
successives (dans notre exemple jusqu’à ce que toutes les arêtes soient coloriées en rouge
(pointillés) ou en bleu (trait épais)).

Notons que la construction du couplage maximal est seulement la première étape de
l’algorithme proposé par Haxhimusa. Pour obtenir un taux dedécimation plus stable, au
moins égal à deux, à chaque étape de son algorithme, Haxhimusa complète le couplage
maximal initialement obtenu en ajoutant des arêtes qui ne sont pas localement minimales.

Plutôt que de favoriser un facteur de réduction constant, nous avons préféré favoriser
le critère énergétique. Les arêtes qui sont ainsi contractées, sont celles qui deviennent
localement minimales à une itération du processus de décimation. Comme l’a démontré
Bield [BIEDL04] le facteur de réduction, en terme d’arêtes induit par l’utilisation d’un
couplage maximum est au minimum égal à2 k−1

2k−1
aveck le degré maximum des sommets

du graphe courant. Le taux de décimation des arêtes peut doncêtre très petit pour des
graphes dont l’arité des sommets est très importante. Nous verrons néanmoins dans la
Section 3.4 que expérimentalement, le taux de décimation moyen des arêtes entre chaque
niveau, testé sur une base de 100 images, est égal à 1.73. Ce taux est comparable au taux
de décimation de2 obtenu par Haxhimusa.

Pour améliorer l’énergie des partitions obtenues par cet algorithme de décimation pa-
rallèle, nous avons envisagé une méthode alternative consistant à contracter uniquement
les arêtes sélectionnées lors de la première itération (pour p1

e = vrai). En effet les minimas
sélectionnés dans l’équation 3.12 sont calculés sur un ensemble dont la taille diminue au
fur et à mesure des itérations pour compléter le couplage maximum. Les minimas détectés
sont donc de moins en moins significatifs au fur et à mesure desitérations et certaines
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(a) RAGG (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h) graphe réduit

FIG. 3.8 – Processus de construction itératif de couplage maximal sur un grapheG (a). Les
arêtes rouges (en pointillés) correspondent aux arêtes quiseront contractées, les bleues (en
trait épais) correspondent aux arêtes ne pouvant être contractées du fait qu’elles se trouvent
dans le voisinage d’une arête non survivante (b) à (g). Le graphe réduit est présenté sur la
figure (g).

fusions qui ne seraient pas effectuées de façon naturelle sont contraintes, ce qui revient
en quelque sorte à forcer certaines fusions. Le fait de ne contracter que les arêtes sélec-
tionnées à la première itération, revient à calculer uniquement les minima sur le voisinage
de chaque arêtee ∈ G. Cette seconde heuristique de fusion peut être interprétée comme
une combinaison de la méthode proposée par Haxhimusa [HAXHIM 02A] (Section 2.6.3 )
mixée avec la méthode de décimation stochastique guidée parles données proposée par
Jolion [JOLI01] (Section 2.6.2 ), qui consiste à fusionner immédiatement les sommets
correspondant à des minima locaux.

Pour une énergieE donnée, cet algorithme réalise les étapes suivantes de façon itéra-
tive :

1. SoitP la partition courante initialisée avec une partition initialeP0,

2. Pour toutes les arêtese appartenant à la partitionP , calculer son échelle d’apparition
λ+(e).

3. sélectionner toutes les arêtes étant localement optimales et fusionner toutes les ré-
gions de part et d’autre de ces arêtes.

4. Si la partition compte encore plus de deux régions retourner à l’étape 2,

5. Renvoyer la hiérarchie finale encodant la séquence des opérations de fusions suc-
cessivement effectuées.

Cet algorithme est illustré sur la figure 3.9. Les arêtes sélectionnées, qui vont immé-
diatement être contractées, correspondent aux arêtes sélectionnées à la première étape de
l’algorithme décrit sur la figure 3.8 Cette approche ne contraint aucune fusion à être ef-
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(a) RAGG (b) arêtes minimales à
contracter

(c) graphe réduit

FIG. 3.9 – Une étape de l’algorithme de décimationMM1 sur le graphe initialG (a). Les
minima locaux représentés en rouge (pointillés) (b) sont contractés pour obtenir le graphe
réduit (c).

fectuée. Le taux de décimation moyen obtenu pour cet algorithme est bien sur inférieur
au taux de décimation de l’algorithme basé sur le couplage maximal. Le nombre de ni-
veaux de la pyramide sera donc plus élevé, mais le temps de construction nécessaire pour
construire chaque niveau est moins important. Nous verronsdans la Section 3.4 que cette
approche permet d’accélérer la construction de la hiérarchie tout en maintenant des éner-
gies de partition relativement proches de celles obtenues en utilisant la méthode basée sur
le couplage maximum.

3.4 Évaluation

Nous allons présenter dans cette section des résultats et des évaluations aussi bien qua-
litatives que quantitatives sur l’ensemble des algorithmes présentés dans les section 3.3.1
et 3.3.2. Les différentes heuristiques présentées on été évaluées sur les 100 images com-
posant la base de données d’images naturelles de Berkeley (Figure 3.10).

Pour simplifier les notations nous allons utiliser les acronymes suivants pour les diffé-
rentes heuristiques proposées. Nous appellerons(MM) (pourMaximal Matching) l’heu-
ristique de fusion basée sur le couplage maximal et(MM1) la variation de cette méthode
consistant à fusionner à chaque étape les arêtes sélectionnées lors de la première itération
(voir Section 3.3.2). L’heuristique séquentielle présentée à la section 3.3.1, permettant à
une région de fusionner avec tout ou une partie de son voisinage, sera appelée(SM)
(pourSequential Merging). Nous allons également étudier deux variantes de l’algorithme
(SM), l’une appelée(SM5), consistant à borner le nombre maximum de voisins à fu-
sionner à 5, et l’autre appelée(SM2) restreignant le cardinal de l’ensemble de régions à
fusionner à deux. Cette dernière heuristique correspond à l’escalade binaire proposée par
Guigues [GUIGUE06] (voir Section 2.6.4).

Ces algorithmes peuvent s’adapter à tout type de partition initiale. Dans un souci de
cohérence, l’ensemble des expérimentations présentées dans cette section utilisent une sur-
segmentation initiale obtenue par l’intermédiaire d’un algorithme deligne de partage des
eauxdéfini sur les cartes combinatoires par Luc Brun [BRUN05B].
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FIG. 3.10 – Illustration présentant une partie de la base de Berkeley
proposant 100 images naturelles (cette base est disponibleà l’adresse
http ://www.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/bsds/).

De nombreuses énergies ont été proposées ( Section 2.5) permettant de coder différents
types de critères d’homogénéité (modèles constant par morceaux [LECLER89, MUM-
FOR89],variations linéaires ou polynomiales [LECLER89]). Nous allons dans cette sec-
tion nous restreindre au modèle constant par morceaux définipar Leclerc [LECLER89] et
Mumford & Shah [MUMFOR89].

L’énergie relative à ce type de modèle, que nous allons utiliser pour l’ensemble des
expériences peut s’écrire

Eλ(P ) = D(P ) + λC(P ) =
n

∑

i=1

SE(Ri) + λ|δ(Ri)| (3.13)

avec

– P = {R1, . . . , Rn} représentant la partition de l’image
– SE(Ri) =

∑

p∈R ‖cp − µR‖
2 codant l’erreur quadratique relative à la régionRi

– |δ(Ri)| représentant la longueur totale des frontières de cette région.

Du fait de la grande variabilité de la forme de la fonction représentative de l’énergie
Eλ(C

∗
λ(H)), pouvant dépendre à la fois des performances intrinsèques de l’algorithme

permettant de construire la hiérarchieH mais également de l’image à partir de laquelle
la hiérarchieH va être construite, nous avons procédé à la normalisation des énergies
Eλ(C

∗
λ(H)) produites par les différentes heuristiques, comme étape préalable, avant d’ef-

fectuer des comparaisons.

Nous avons utilisé la normalisation définie dans la section 3.1. Le fait d’utiliser l’éner-
gie normaliséeEλ(C∗

λ
(H))

Eλ(Pmax)
ainsi qu’un paramètre d’échelle normaliséxλ = λ

λmax
, nous

assure que toute courbeEλ(C∗
λ
(H))

Eλ(Pmax)
sera située dans la partie supérieure gauche du carré

unitaire[0, 1]2 (voir Fig. 3.1) et nous permet ainsi de borner l’énergie maiségalement le
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paramètre d’échelle sur l’intervalle[0, 1]. L’utilisation de cette énergie normalisée permet
de réduire l’influence de la variation globale des images surl’énergie mais également de
comparer des énergies obtenues avec la même heuristique surdifférentes images.

3.4.0.a Heuristiques de fusions séquentielles

Nous avons dans un premier temps comparé les résultats obtenus en utilisant l’algo-
rithme séquentiel(SM) ainsi que ses variantes(SM2) et (SM5) (voir Section 3.3.1).

(SM2)

(SM5)

(SM)
image originale λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

FIG. 3.11 – Partitions de l’image des éléphants à différentes échelles. Chaque ligne de
ce tableau correspond à une heuristique séquentielle dont l’acronyme est indiqué dans
la première colonne. Les colonnes correspondent aux différentes échelles, le paramètre
d’échelle est indiqué en bas pour chacune des colonnes.

La figure 3.11 présente les partitions de l’image des éléphants, obtenues pour chacune
des heuristiques, pour différents paramètres d’échelle. Nous pouvons remarquer que vi-
suellement les résultats sont assez similaires pour les échelles les plus fines. L’algorithme
(SM) permet de conserver des détails assez fins comme la trompe de l’éléphant dans les
échelles les plus grossières.

La figure 3.12 présente les énergies des coupes optimalesEλ(C
∗
λ(H)) en fonction du

paramètre d’échelle pour chacune des heuristiques de fusion séquentielle ainsi que les
temps d’exécution nécessaires à la construction des hiérarchies en fonction du nombre de
régions présentes dans la partition initiale. Ces courbes sont des résultats moyents obtenus
sur l’ensemble de la base d’images. L’énergie relative à l’algorithme(SM) est toujours
bien inférieure à celle produite par l’algorithme(SM2) (correspondant à l’escalade binaire
proposée par Guigues) (Fig. 3.12(a)). Le fait d’élargir l’espace de recherche permet donc
de réduire de façon significative l’énergie des partitions produites. En revanche le temps
d’exécution de(SM) explose littérallement par rapport à celui de(SM2) ( figure 3.12)

Nous pouvons néanmoins observer que les énergies correspondant à l’algorithme(SM)
et à sa restriction(SM5), consistant à restreindre le cardinal de l’ensemble de régions à fu-
sionner à cinq, sont très proches. En revanche le temps d’exécution de l’algorithme(SM5)
est quelque peu supérieur à celui de(SM2) mais largement inférieur à celui de(SM).
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Le fait de limiter le cardinal du nombre de régions à fusionner à 5 semble apparaître
comme un excellent compromis permettant d’obtenir des énergies faibles tout en conser-
vant un temps de calcul raisonnable.

(a) Energies par rapport au paramètre
d’échelle.

(b) Temps d’exécution par rapport au nombre
de sommets du graphe initial.

FIG. 3.12 – (a)Energies moyennes des coupes optimales par rapport au paramètre d’échelle
pour les algorithmes séquentiels. (b) Temps d’exécution moyen des algorithmes séquen-
tiels par rapport au nombre de régions présentes dans la partition initiale.

3.4.0.b Heuristiques de fusions parallèles

Nous avons dans un second temps comparé les résultats obtenus en utilisant les heu-
ristiques de fusion parallèle(MM) et (MM1) (voir Section 3.3.2 ).

La figure 3.13 présente des résultats obtenus en utilisant ces deux heuristiques sur deux
images naturelles (Fig. 3.13(a) et (b)). Nous pouvons notertout d’abord que d’un point
de vue visuel, les résultats fournis par(MM1) semblent meilleurs que ceux de(MM).
L’utilisation de l’heuristique(MM1) permet en effet de préserver des structures assez
fines (comme les branches sur les partitions de l’oiseau) même en augmentant le paramètre
d’échelle, là ou l’algorithme(MM) les aura déjà fusionnées.

Ces résultat purement visuels sont validés par la figure 3.14(a) qui présente les éner-
gies moyennes des coupes optimales pour chacune de ces heuristiques parallèles. En effet
nous pouvons observer que l’énergie moyenne correspondantà l’algorithme(MM1) est
inférieure à celle obtenue avec l’algorithme(MM). La figure 3.14(b) présente pour cha-
cun de ces algorithmes le temps d’exécution moyen nécessaire à la construction de la
hiérarchie par rapport au nombre de régions présentes dans la partition initiale. Les temps
de construction nécessaires pour les deux algorithmes sonttout à fait comparables avec
un léger avantage pour(MM) dès que le nombre de sommets dans la partition initiale
dépasse un certain seuil.
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(a) vase ori-
ginal

(b) oiseau
original

MM1

MM

λ
= 0.2 = 0.4 = 0.6 = 0.8 = 0.2 = 0.4 = 0.6 = 0.8

FIG. 3.13 – Partitions des images (a)vaseet (b)oiseauà différentes échelles. La première
ligne de ce tableau correspond à l’heuristiqueMM1 , la seconde présente les résultats
fournis par l’algorithmeMM . Les colonnes correspondent aux différentes échelles, le
paramètre d’échelle est indiqué en bas pour chacune des colonnes.

(a) Energies par rapport au paramètre
d’échelle.

(b) Temps d’exécution par rapport au nombre
de sommets du graphe initial.

FIG. 3.14 – (a)Energies moyennes des coupes optimales par rapport au paramètre d’échelle
pour les algorithmes parallèles. (b) Temps d’exécution moyen des algorithmes parallèles
par rapport au nombre de régions présentes dans la partitioninitiale.
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(a) cham-
pignon
original

(b) pecheur
original

MM

MM1

SM2

SM

SM5

λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8 λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

FIG. 3.15 – Partitions des images duchampignonet dupêcheurà différentes échelles.
Chaque ligne de ce tableau correspond à une heuristique dont l’acronyme est indiqué dans
la première colonne. Les colonnes correspondent aux différentes échelles, le paramètre
d’échelle est indiqué en bas pour chacune des colonnes.
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3.4.0.c Récapitulatif des différentes heuristiques de fusion.

Nous présentons sur la figure 3.15 les différentes partitions obtenues pour chacune des
heuristiques présentées dans la section 3.3, sur les imagesduchampignon(Fig. 3.15(a)) et
dupêcheur(Fig. 3.15(b)).

(a) Energies par rapport au paramètre
d’échelle.

(b) Temps d’exécution par rapport au nombres
de sommets du graphe initial.

FIG. 3.16 – (a)Energies moyennes des coupes optimales par rapport au paramètre d’échelle
pour l’ensemble des algorithmes définis dans la section 3.3 avec (b) les temps d’exécution
moyens correspondants.

La figure 3.16 présente un récapitulatif des énergies moyennes, correspondant aux 100
images de la base de Berkeley, produites par l’ensemble des heuristiques présentées avec
les temps d’exécution moyens correspondants.

Nous pouvons noter que, malgré le fait que l’énergie des coupes optimales produites
par(MM1) est toujours supérieure à celle de(SM2), la qualité visuelle des segmentations
produites par ces deux algorithmes est relativement équivalente. Le temps d’exécution
moyen de(MM1) est toujours inférieur à celui de(SM2). Nous pouvons également ob-
server que l’algorithme(MM1) semble fournir des partitions légèrement plus grossières
pour chaque échelle.

Notons que l’ensemble de ces tests ont été effectués sur des machines séquentielles,
les heuristiques de fusions parallèles devraient voir leurs temps d’exécution diminuer si
nous les implémentions sur des machines permettant une réelle exécution parallèle.

Comme le montre la figure 3.16(a), l’énergie optimale produite par l’heuristique(SM)
est toujours inférieure à celle produite par les autres. Il est intéressant de noter que sa
courbe caractéristique est très proche de la diagonale du carré unitaire[0, 1]2. Or comme
le montre l’équation 3.3 , aucune hiérarchie ne peut obtenirune énergie normalisée in-
férieure à la diagonale. Ce résultat nous permet de supposer que la solution obtenue par
l’algorithme(SM) correspond à l’optimum global dans la majorité des cas. Ce résultat est
loin d’être évident a priori puisque(SM) n’explore pas toutes les fusions possibles, mais
simplement pour chaque sommet, celles qui se situent autourdu sommet initial.

L’heuristique(SM) produit donc des partitions se rapprochant de très près de lasolu-
tion optimale globale, néanmoins comme le montre la figure 3.16(b) son temps d’exécu-
tion est largement supérieur à toutes les autres heuristiques. L’utilisation de l’heuristique
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(SM5), consistant à borner le cardinal de l’ensemble de régions à fusionner à cinq, fournit
une énergie très proche de celle de(SM) tout en admettant un temps d’exécution large-
ment inférieur. L’heuristique(SM5) semble apparaître comme un excellent compromis
permettant d’obtenir des énergies relativement faibles tout en conservant un temps de cal-
cul raisonnable.

Si le temps d’exécution est le facteur à privilégier, l’heuristique(MM1), semble ap-
paraître comme un excellent compromis entre le temps de calcul et la qualité visuelle
générale des segmentations produites.

3.4.0.d Influence de la partition initiale

En dehors de l’énergieEλ, les algorithmes présentés dépendent uniquement de la sur-
segmentation initiale. Nous avons considéré deux types de sur-segmentation pour mesurer
l’influence de la partition initiale sur les résultats. La sur-segmentation triviale corres-
pondant à la grille de pixels de l’image initiale et la sur-segmentation obtenue par un
algorithme de ligne de partage des eaux (LPE).

La figure 3.17 présente des résultats de segmentation hiérarchique obtenus à partir de
l’algorithme (SM2) en partant d’une partition initiale différente. La première ligne, cor-
respondant aux partitions obtenues en partant de la grille de pixels initiale, donne des ré-
sultats extrêmement proches de ceux obtenus sur la seconde ligne, qui correspond aux par-
titions obtenues en partant d’une sur-segmentation par ligne de partage des eaux. Les ré-
sultats sont naturellement assez différents pour des petites valeurs du paramètre d’échelle,
mais l’on voit que les coupes réalisées à grande échelle sontrelativement similaires.

sans LPE

avec LPE
Image λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

FIG. 3.17 – Comparaison de résultats de segmentation obtenus avec une partition initiale
différente. La première ligne correspond aux partitions obtenues en partant de la grille
initiale, chaque pixel représentant une région. La secondeligne correspond aux partitions
obtenues en partant d’une sur-segmentation par ligne de partage des eaux. Les colonnes
correspondent aux différentes échelles, le paramètre d’échelle est indiqué en bas pour
chacune des colonnes.

La figure 3.18(a) présente ces résultats d’un point de vue énergétique alors que la
figure 3.18(b) permet de comparer le temps d’exécution nécessaire à la construction de la
hiérarchieH pour chacune des partitions initiales. Même si l’énergie obtenue en partant
de la grille des pixels est légèrement inférieure à celle obtenue en effectuant une ligne de
partage des eaux, nous pouvons noter que les deux énergies sont extrêmement proches.
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Le temps d’exécution nécessaire est, quant à lui, beaucoup plus important en partant de la
grille des pixels.

(a) Eλ(C∗
λ(H)) (b) temps d’exécution

FIG. 3.18 – (a) Comparaison de l’énergieEλ(C∗
λ(H)) obtenue avec une partition initiale

différente (b)ainsi que des temps d’exécution en fonction de la taille de l’image, néces-
saires à la construction de la hiérarchieH

L’algorithme(SM2) est donc remarquablement stable vis a vis de la partition initiale.
L’utilisation d’un algorithme de ligne de partage des eaux s’avère être très intéressant si
l’on ne s’intéresse pas spécialement aux micro-structuresde l’image. Il permet en effet de
réduire considérablement le temps d’exécution tout en fournissant des résultats proches,
aussi bien qualitativement que quantitativement, de ceux obtenus en partant de la grille
des pixels.

3.4.0.e Energie contraste Min/Max

Les algorithmes présentés dans cette section, ont tous été testés avec l’énergie de Mum-
ford & Shah [MUMFOR89] (i.e équation 3.13).

Nous avons également étudié leur comportement en utilisantune énergie présentant
un terme d’attache aux données différent, basé sur la notionde contraste interne/externe.
L’idée principale de ce critère [FELZEN98] est basée sur le principe qu’une région doit
présenter un contraste plus important avec ses voisins qu’avec ses éventuelles sous-parties.
Nous pouvons ainsi définir la notion decontraste externe(avec ses voisins) et decontraste
interne(avec ses sous-parties) pour toute région.

SoitGe le gradient moyen calculé le long de la portion de contour associée à une arête
e. Le contraste interne d’une régionR est défini par

Int(R) = maxe∈CC(R)Ge

et le contraste externe est défini par

Ext(R) = mine∈E|v∈ι(e)Ge

CC(R) représente l’ensemble des arêtes qui ont été contractées pour obtenir la régionR
et e ∈ E|v ∈ ι(e) représente l’ensemble des arêtes incidentes àv.
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(a) Image origi-
nale

(b) D(R) = SE(R) (c) D(R) = SE(R)(1 +

f( Int(R)
Ext(R) )

FIG. 3.19 – (a) Image originale. (b) et (c) partitions de l’imagede la tour construites à
partir de la même heuristique (SM) pour le même paramètre d’échelle (xλ = .6) mais
avec des énergies utilisant un terme d’attache aux données différent. (b) utilise l’erreur
quadratiqueD(R) = SE(R) tandis que (c) est définie en utilisant la formule définie par
l’équation 3.14

La nouvelle énergie que nous utilisons peut donc être interprétée comme une combi-
naison de la notion de contraste interne/externe utilisée par Haxhimusa [HAXHIM 03], et
de l’erreur quadratique. Elle se définit de la façon suivante:

Eλ(P ) =
n

∑

i=1

SE(Ri)

(

1 + f

(

Int(Ri)

Ext(Ri)

))

+ λ|δ(Ri)| (3.14)

avecf() représentant une fonction sigmoïde.

Les régions fortement contrastées présentent ainsi un faible rapport entre les contrastes
interne et externe. Inversement, une région faiblement contrastée présentera un terme d’at-
tache aux données proche de deux fois son erreur quadratique. Si l’on se réfère à l’équa-
tion 3.10, la création d’une région faiblement contrastée sera associée à une grande échelle
d’apparition et sera donc pénalisée.

La figure 3.19 présente une comparaison de résultats obtenuspar la même heuristique
(SM), mais en utilisant deux termes d’attache aux données différents sur l’image de la
tour. La figure 3.19(b) présente ainsi les résulats de(SM) en utilisant l’erreur quadratique
D(R) = SE(R) comme attache aux données alors que l’énergie utilisée pourobtenir fi-
gure 3.19(c) est définie en utilisantD(R) = SE(R)(1+f( Int(R)

Ext(R)
) comme terme d’attache

aux données. On peut remarquer que les zones contrastées sont mieux conservées avec ce
nouveau critère de fusion. Dans la figure 3.19, le nuage présentant un fort contraste, situé
à gauche de la tour, fusionne avec le ciel sur la figure 3.19(b)alors qu’il est toujours pré-
sent à la même échelle sur la figure 3.19(c) qui utilise cette nouvelle énergie comme terme
d’attache aux données.
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CHAPITRE 4

M ÉTHODES D’ APPARIEMENT
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L A mise en correspondance de structures est une étape préliminaire à de nombreux
traitements. Dans le domaine du traitement d’images, les méthodes d’appariement
structurel sont en général effectuées sur des points d’intérêts ou une représentation

de l’image en régions. Les relations entre ces objets fournissent des graphes et le problème
peut alors être résolu par la mise en correspondance des graphes représentatifs de ces
images. Il se transforme ainsi en un problème d’appariementde graphes.

L’appariement de graphes est un problème relativement ancien qui regroupe quatre
problèmatiques assez proches :

1. l’isomorphisme de graphes : Permet de vérifier si deux graphes sont identiques à
une renumérotation des sommets et des arêtes prêt,

2. l’isomorphisme de sous-graphes : Permet de déterminer s’il existe un isomorphisme
entre un graphe et le sous-graphe d’un autre graphe,

3. le plus grand sous-graphe commun : Permet de déterminer unisomorphisme maxi-
mum entre deux sous-graphes,

4. distance d’édition entre graphes : fournit le nombre minimum de transformations à
appliquer à deux graphes pour qu’ils deviennent isomorphes.

Dans le domaine qui nous intéresse, à savoir le traitement d’images, divers procédés
vont permettre d’obtenir une représentation naturelle de nos données par des graphes va-
lués.

En effet divers procédés tels qu’une squelettisation, une segmentation, ou une détec-
tion de primitives géométriques (points d’intérêts, lignes, polygones . . .) fournissent diffé-
rents types de graphes. Dans le cadre du traitement d’image,les noeuds et les arêtes des
graphes manipulés possèdent généralement une interprétation aussi bien géométrique que
sémantique, fournissant des distances entre ces noeuds ou ces arêtes. Les graphes mani-
pulés peuvent couramment compter plusieurs milliers de noeuds, ce qui peut amener à des
temps de calculs importants, incompatibles avec des contraintes temps réel, nécessaires
dans certaines applications de ce domaine.
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Notre objectif est de déterminer les similarités entre des images ou des formes à partir
de leur représentation par graphes. Même si les premiers travaux dans ce domaine sont
anciens, leur application à des données de grande taille demeure relativement récente.

Les domaines d’applications les plus remarquables pour l’isomorphisme, le morphisme
et le plus grand sous graphe commun sont (i) l’indexation d’images [MULHEM01] (ii) la
reconnaissance de formes ou d’objets [ABDULR98] et (iii) le suivi de segmentations dans
les vidéos [CONTE06]. Pour tous les algorithmes permettant des calculs de distances, les
domaines privilégiés sont (i) l’indexation d’images [MULHEM01] et (ii) la classification
de formes [FOGGIA07].

Après quelques définitions ( section 4.1) nous étudierons deux grandes familles de mé-
thodes utilisées pour l’appariement de graphes, les approches algorithmiques (sections 4.2)
puis celles par optimisation (section 4.3). L’appariementde partitions sera ensuite étudié
en section 4.4.

4.1 Appariement de graphes

4.1.1 Définitions

Nous allons tout d’abord définir les notions de base indispensables à la poursuite de
cette étude.

Définition 70 Isomorphisme de graphes

Étant donnés deux graphesG1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), un isomorphismede
graphes entreG1 et G2 est une bijectionϕ entre l’ensemble des sommetsV1 deG1 et
l’ensemble de sommetsV2 deG2 telle que :

(v1, v2) ∈ E1 ⇔ (ϕ(v1), ϕ(v2)) ∈ E2

S’il existe un isomorphisme entre deux graphes, ces deux graphes sont ditsisomorphes.
Si la bijection est un appariement d’un graphe sur lui même (i.e. siG1 = G2 ), cette bi-
jection est appeléeautomorphisme.

Définition 71 Sous graphe commun

Étant donnés deux graphesG1 etG2, G est un sous graphe commun deG1 etG2 si et
seulement si il existe :
G

φ
−→ G1

G
ψ

−→ G2

avecφ etψ isomorphismes de sous-graphe

G sera de plus le sous graphemaximumsi l’on ne peut pas trouver de sous graphe de
cardinal supérieur.

Définition 72 Appariement inexact de graphes
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la1
e1lc 3

e2 lb2

(a) GM





a e2 e1
e2 b 0
e1 0 c





(b) M

la2
e1lc 3

e2 lb1

(c) GM ′





b e2 e1
e2 a 0
e1 0 c





(d) M’





0 1 0
1 0 0
0 0 1





(e) P

FIG. 4.1 – (a) Un graphe labelliséGM avec sa matrice d’adjacence M (b) et le grapheGM ′

(c) accompagné de sa matrice d’adjacence M’ (d) obtenue par application d’une matrice
de permutationP (e)

Un appariement inexact de deux graphesG1 et G2 est défini par un isomorphisme
entre deux graphes, obtenus à partir deG1 etG2 en effectuant des opérations d’édition
telles que des substitutions ou des suppressions de sommetsou d’arêtes.

Cet appariement est ditoptimal si le coût relatif à la séquence d’opérations d’édition
nécessaires pour rendre les graphes isomorphes est minimale.

Définition 73 Matrice d’adjacence La matrice d’adjacenceM = (mi,j) d’un graphe
labelliséG = (V,E, µ, ν, Lv, Le) (voir Déf. 9 ) est une matrice carrée dont tous les élé-
ments non-diagonauxmi,j aveci 6= j indiquent la présence ou non d’une arête entre le
sommeti et le sommetj, alors que les éléments diagonauxmi,i portent le label du sommet
i :

∀i ∈ {1, . . . , n} mi,i = µ(vi)

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2, i 6= j

mi,j =

{

ν((vi, vj)) si (vi, vj) ∈ E
0 sinon

Pour un graphe non labelliséG = (V,E) les éléments de la matrice seront à 0 ou 1
selon la présence ou non d’une arête entre les sommets considérés

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2, i 6= j

mi,j =

{

1 si (vi, vj) ∈ E ou sii = j
0 sinon

Définition 74 Matrice de permutation Unematrice de permutationP = (pi,j) est une
matrice carrée qui vérifie les propriétés suivantes :

1. tous ses coefficients sont à 0 ou 1 :
∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 pi,j ∈ {0, 1},

2. il y a exactement un1 par ligne et par colonne

∀j ∈ {1, . . . , n}
∑n

i=0 pi,j = 1, ∀i ∈ {1, . . . , n}
∑n

j=0 pi,j = 1.

Nous pouvons illustrer ces notions grâce à la figure 4.1(a) représentant un graphe la-
bellisé ayant comme matrice d’adjacence la matriceM présentée sur la figure 4.1(b).
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Si l’on applique à la matriceM la matrice de permutationP suivante :

P =





0 1 0
1 0 0
0 0 1





nous obtenons la matrice d’adjacenceM ′ (voir figure 4.1(d)) représentant le graphe
présenté sur la figure 4.1(c).

Le problème d’isomorphisme de graphes peut ainsi être redéfini en termes de matrice.
Deux graphesG1 etG2, de matricesM1 etM2, sont ditsisomorphessi et seulement si il
existe une matrice de permutationP telle que :

M2 = PM1P
t

On vérifie facilement que cette définition est compatible avec la définition de l’isomor-
phisme de graphes (voir Déf. 70)

Les matrices d’adjacence et de permutation ont été les outils de base permettant à Ull-
man de définir en 1976 un des tous premiers algorithmes d’isomorphisme de graphes [ULLMAN 76].
Le principal problème de cet algorithme demeure sa très forte complexité. Il lui faut en
effet effectuer autant de tests d’isomorphisme, que le graphe compte de sommets, pour
aboutir. Ceci engendre un nombre important de calculs et limite son usage à des graphes
de très petite taille.

Définition 75 Clique

SoitG = (V,E) un graphe non orienté, une clique dansG est un sous-ensemble
Vc ⊂ V de sommets deV , tel que pour tout couple de sommets(v1, v2) ∈ Vc×Vc, il existe
une arêtee ∈ E reliant v1 à v2. On dira également d’un graphe dont tous les sommets
sont connectés les uns aux autres qu’il définit une clique.
La taille de la cliqueK, généralement notée|K|, est définie par le nombre de sommets
qu’elle comporte.

Une clique est ditemaximaledansG si elle n’est contenue dans aucune autre clique
de taille supérieure etmaximum si elle définit la plus grande clique deG. La clique
maximum d’un grapheG est notéeω(G).

L’isomorphisme de sous-graphe a également été étudié par lebiais d’une structure
appeléegraphe d’association. L’idée consiste à construire un graphe d’association et d’en
calculer les cliques qui nous donneront l’ensemble des isomorphisme de sous graphes.

Définition 76 Graphe d’association

SoientG1 = (V1, E1) etG2 = (V2, E2), le graphe d’associationG = (V,E) deG1 et
G2 est défini tel que

– Ses sommets sont issus du produit cartésien des sommets deG1 etG2 :

V = V1 × V2

– Ses arêtes sont définies par :

E = {((i, h), (j, k)) ∈ V × V |i 6= j, h 6= k et (i, j) ∈ E1 ⇔ (h, k) ∈ E2}
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Les arêtes du graphe d’association (qui ne sont pas dirigées) représentent la potentialité
qu’ont les paires de sommets, d’appartenir à l’appariement. Un nœud correspondant à la
paire(n1, n2) est connecté à un nœud(m1,m2) si et seulement si le fait d’apparier les som-
metsn1 et n2, n’interdit pas l’appariement dem1 avecm2, et inversement. La figure 4.2
illustre cette définition en présentant le graphe d’association (Fig 4.2(c)) , construit à partir
de deux graphesG1 etG2 (Fig 4.2(a) et (b)).

(a) G1 (b) G2 (c) graphe d’association

FIG. 4.2 – Exemple de cliques dans un graphe d’association issues du couple de graphes
(G1, G2).

Calculer les cliques du graphe d’association revient alors àcalculer les sous graphes
communs deG1 etG2.

4.1.2 Distance d’édition entre graphes

Contrairement aux méthodes par optimisation, fournissant parfois des énergies facile-
ment comparables, les graphes n’offrent pas directement demodèle de distance telle que
la distance euclidienne. Une approche classique pour définir une mesure de dissimilarité
entre deux graphes consiste à déterminer le nombre minimum de transformations néces-
saires, pour passer d’un graphe à l’autre. Les transformations utilisées sont généralement
des suppressions, insertions ou des substitutions de nœudsou d’arêtes.

Définition 77 La distance entre deux graphesG = (V,E) et G′ = (V ′, E ′) peut être
définie en termes d’opérations d’édition élémentaires nécessaires à la transformation du
grapheG enG′ avec un coût minimum. Les trois opérations d’édition de basesont :

1. substitutiond’un sommetx ∈ V par un sommety ∈ V ′, notéex→ y

2. insertiond’un sommetx ∈ V , notéeλ→ x

3. suppressiond’un sommetx ∈ V , notéex→ λ

dans lesquellesλ représente le sommet vide.

Définition 78 Séquence d’édition
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Une séquence d’éditionS est définie comme une séquence ordonnée d’opérations
d’édition élémentairess1, . . . , sp.

Pour deux graphes structurellement proches, il existe ainsi une séquence d’édition de
faible coût alors que pour deux graphes dont la structure esttrès différente une séquence
d’édition, dont le coût est important, sera nécessaire.

La distance d’éditionde deux graphes est alors définie comme le chemin d’édition de
coût minimum entre ces deux graphes.

Définition 79 Distance d’édition

Soit c une fonction de coût qui attribue à chaque opération d’édition s une valeur
réelle positivec(s). Le coût d’une séquence d’édition est défini comme la somme des coûts
de chacune des opérations d’édition élémentaires qui la composent :

c(S) =

p
∑

i=1

c(si) (4.1)

La distance d’éditionentre deux graphesG etG′ est alors définie comme le coût minimum
correspondant à une séquence d’édition permettant de transformerG enG′ :

d(G,G′) = min{c(S) : S est une séquence d’opérations d’édition qui transformeG enG′}
(4.2)

La figure 4.3 présente les opérations d’édition nécessairespour passer du grapheG1

(Fig. 4.3(a)) au grapheG2 (Fig. 4.3(f)). Dans cet exemple, le chemin d’édition est composé
de deux suppressions d’arêtes, suivi de la suppression d’unnœud. Il faut ensuite insérer
un nouveau nœud, puis deux nouvelles arêtes et l’on obtient finalement le grapheG2 après
une relabellisation de certain nœuds (opération de substitution).

La distance d’édition est généralement calculée en utilisant des files de priorité ou par
le biais d’un algorithme basé sur un arbre de recherche, danslequel les chemins d’édition
possibles sont itérativement explorés, permettant ainsi de retrouver le chemin d’édition
minimum [BUNKE83]. Le principal inconvénient de ces approches réside dansle fait que
la complexité en temps est exponentielle, ce qui contraint son utilisation à des graphes
de petite taille. Des heuristiques sous-optimales ont néanmoins été proposées permettant
d’accélérer le calcul, rendant ce type d’algorithmes utilisable sur des graphes comportant
un nombre de nœuds plus important.

4.1.3 Complexité de l’appariement de graphes

Le problème d’appariement de graphes et de sous graphes est un problème qui a
été énormément étudié [CORNEI70, HOPCRO72, BERZTI73, ULLMAN 76, GHAHRA80,
BUNKE95, MESSME98, CORDEL04]. Il est considéré comme un des problèmes les plus
complexes dans le domaine de la reconnaissance de formes en vision par ordinateur [BIENEN87].
Sa complexité est principalement dûe à son aspect fortementcombinatoire.



4.1. Appariement de graphes 107

(a) G1 (b) suppression de 2 arêtes (c) suppression d’un
nœud

(d) insertion d’un nœud (e) insertion de 2 arêtes (f) G2

FIG. 4.3 – Différentes opérations d’édition nécessaires pour passer du grapheG1 au graphe
G2.

4.1.3.a Appariement exact de graphes : isomorphisme de graphe

Un algorithme d’appariement de graphes est ditoptimals’il permet de trouver toutes
les solutions. Un tel algorithme est donc capable de trouverl’ensemble des appariements
possibles entre deux graphes.

Toutes les catégories d’appariement de graphes n’ont pas encore été affectées à une
classe particulière de complexité commeP ouNP -complet. De nombreux travaux tentent
de prouver l’aspectNP -complet quand les deux graphes à apparier sont dans une confi-
guration particulière ou satisfont à certaines contraintes [BASIN94, GAREY90] mais la
démonstration prouvant que le problème général de l’isomorphisme de graphe est bien
NP-complet n’a toujours pas été donnée.

4.1.3.b Appariement exact de sous-graphes : isomorphisme de sous-graphe

Garey et Johnson [GAREY90] ont prouvé que ce type particulier de problème d’ap-
pariement de graphes estNP -complet. Néanmoins, pour certains types de graphes il est
possible d’obtenir une complexité inférieure. Par exemple, le cas particulier dans lequel le
plus gros graphe est une forêt et le plus petit des deux graphes à apparier est un arbre, a
été démontré comme étant de complexité polynomiale [REYNER77, GAREY90].

4.1.3.c Appariement inexact de graphes

Le problème consiste à trouver un coût minimal pour assignerles nœuds du graphe
G1 à ceux du grapheG2. Pour deux graphes ayant respectivementn etm nœuds il y a
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théoriquementn(n − 1) . . . (n − m + 1) appariements possibles parmi lesquels certains
sont optimum. La complexité en temps d’un algorithme naïf est enO(nn). L’algorithme
de Munkres [MUNKRE57] résoud ce problème, dans le cas de graphes bipartites enO(n3)
avecn le nombre maximum de nœud des deux graphes.

4.1.3.d Appariement inexact de sous-graphes : homomorphisme de graphe/sous-
graphe

Il a été démontré par Abdulkader [ABDULK 98] que le cas de l’appariement inexact
de graphes est un problèmeNP -complet. Il a été montré de manière similaire que la
complexité du problème d’appariement inexact de sous-graphes admet une complexité
équivalente à celle du problème du plus grand sous-graphe commun, qui est connu comme
étant égalementNP -complet.

4.1.3.e Bilan

Les problèmes touchant à l’appariement de graphes demeurent donc des problèmes
difficiles nécessitant la mise en place de fortes heuristiques si l’on espère obtenir, en un
temps raisonnable, une bonne solution au problème posé. Le problème d’isomorphisme
de graphes a été abordé de plusieurs points de vue et les deux approches les plus abouties
sont les approches par optimisation, dites numériques, et les approches purement algorith-
miques.

4.2 Approche algorithmique

Les méthodes algorithmiques permettent de calculer l’isomorphisme de graphe en ef-
fectuant une construction explicite de l’appariement et permettent de fournir une solution
optimale au problème.

4.2.1 Approche par représentation de l’espace des états

L’approche par représentation de l’espace des états, généralement abrégée en SSR
(pour State Space Representation), consiste à définir un algorithme capable d’effectuer
une recherche dans l’espace des solutions, en rejetant a priori certaines solutions.

Pour résoudre le problème du plus grand sous graphe commun, McGregor propose un
premier algorithme [MCGREG82], pouvant être décrit par une représentation de l’espace
d’état (SSR). Partant d’un état initial vide un couple de noeuds, appartenant à chacun des
deux graphes à apparier et n’ayant pas encore été testés, estsélectionné à chaque étape.
Il faut ensuite vérifier si le plus grand sous graphe commun courant peut être étendu par
l’ajout de cette paire de nœuds. Si cette extension est possible, la solution partielle courante
est étendue par l’ajout du couple(n1, n2). Si cette solution donne un sous graphe plus
important que la meilleure des solutions obtenues jusqu’à présent, cette nouvelle solution
est conservée.



4.2. Approche algorithmique 109

Après cet ajout si l’état courants n’est pas une feuille (Déf. 5) dans l’arbre de recherche
(Déf. 4), un nouvel état est généré et son analyse est effectuée. Une procédure debacktrack
est utilisée pour tester les différentes extensions possibles. Les recherches le long d’une
branche se terminent lorsqu’une feuille est atteinte ou lorsque le nombre de nœuds, de
l’état courant jusqu’à la feuille de la branche analysée, nesuffit pas pour construire un
sous graphe plus grand que celui qui est actuellement stocké.

Un inconvénient de cette méthode est que toutes les branchesde l’arbre de recherche
doivent être explorées, car il n’est pas possible de savoir àl’avance si une branche contien-
dra une meilleure solution que celle actuellement stockée.Cet algorithme ne nécessite de
stocker que l’état de la branche contenant le nœud solution.Pour deux graphes possédant
respectivementN1 etN2 sommets, avecN1 ≤ N2, chaque branche de l’arbre de recherche
ne peut avoir une profondeur supérieure àN1. La complexité en mémoire de cet algorithme
est donc constante, enO(N1).

4.2.2 Problème du sous-graphe commun approché par la méthode
des cliques

Pour résoudre le problème du sous-graphe commun Durand et Parisi [DURAND99]
proposent en 1999 un algorithme basé sur la notion de clique (Déf. 75). La première étape
consiste à construire le graphe d’association (Déf. 76 ) dont les sommets correspondent
aux paires de sommets des deux graphes à apparier. L’algorithme génère ensuite une liste
de sommets, représentant une clique dans le graphe d’association, en utilisant une stratégie
de recherche en profondeur dans un arbre de recherche. Il sélectionne systématiquement
tous les nœuds des niveaux successifs jusqu’à ce qu’il ne soit plus possible d’ajouter de
sommets à la liste.

Algorithme 1 Algorithme de DurandParisi
entrée :un graphe d’association
sortie : la clique maximale
procédureDurandParisi(s)
while prochainNœud(s,n)do

if estLegal(s,n)then
s :=AjouterNœud(s,n)
if taille(s’) > tailleMaxthen

sauverClique(s’) ; tailleMax=taille(s’)
end if
if non feuille(s’)then

DurandParisi(s’)
end if
Backtrack(s’)

end if
end while

L’algorithme 1 présente en détail le déroulement de cet algorithme. La première étape
consiste à vérifier pour chaque nœud visité s’il estlegal (i.e s’il est connecté à tous les
autres nœuds de la clique). Si c’est le cas, l’algorithme vérifie si la taille de la clique
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obtenue en ajoutant ce sommet est plus grande que celle de la plus grande clique stockée
jusqu’à présent. Dans ce cas la plus grande clique ainsi que sa nouvelle taille sont mises à
jour.

La complexité mémoire de cet algorithme est déterminée par le stockage du graphe
d’association qui, pour deux graphes possédant respectivementN1 etN2 sommets (avec
N1 ≤ N2) contientN1.N2 sommets et au pire(N1.N2)

2 arêtes.

Ce type d’algorithme a l’avantage d’être peu calculatoire mais présente l’inconvénient
d’être extrêmement gourmand en espace mémoire, du fait du stockage du graphe d’asso-
ciation qui peut être de taille conséquente.

Cet algorithme basé sur le calcul de la clique maximale a été comparé sur différents
types de graphes à celui de SSR de McGregor (i.e section 4.2.1). Il en ressort qu’aucun
d’entre eux n’est meilleur que l’autre dans tous les cas de figure. Du fait qu’il ne néces-
site pas la construction ni le stockage du graphe d’association, l’algorithme de McGregor
s’avère être le plus rapide dans le cas d’utilisation avec des graphes de faible densité et
de petite taille. En revanche pour des graphes plus denses, les pré-calculs effectués par
l’algorithme de Durand-Parisi se révèlent être plus efficaces.

4.2.2.a AlgorithmesSM i

Fosser et al ont plus récemment proposé plusieurs heuristiques combinatoires [FOSSER03],
appeléesSM i aveci = 1, 2 ainsi qu’une évolution notée SM_SWAP permettant de ré-
soudre le problème de la clique maximale.

L’algorithmeSM i (voir Algorithme 2 ) est basé sur un pré-calcul de toutes les cliques
de taillei. Pour chaque clique initialeK, il tente d’agrandir celle-ci en ajoutant des som-
mets ne faisant pas partie deK et étant reliés par une arête à chaque sommet deK. L’en-
semble des sommets candidats vérifie donc l’équation :

C0(K) = {j ∈ V −K | ∀k ∈ K (j, k) ∈ E} =
⋂

k∈K

Nk (4.3)

avecNj représentant le voisinage d’un sommetj :

Nj = {k ∈ V | (j, k) ∈ E}

Pour maximiser les chances d’obtenir une clique de taille maximale, l’algorithmeSM i

sélectionne à chaque étape le sommet deC0(K) qui a le plus de voisins dansC0(K) :

l := arg max
j∈C0(K)

|C0(K) ∩Nj| (4.4)

Expérimentalement l’algorithmeSM1, basé sur les sommets, donne des résultats sa-
tisfaisants avec un temps d’exécution très bas. L’algorithmeSM2, basé sur les couples de
sommets donne de meilleurs résultats mais admet un temps d’exécution largement supé-
rieur [M. LOC02].

Alors que l’algorithmeSM i part d’une clique de taillei et ajoute de nouveaux som-
mets à chaque itération, jusqu’à ce qu’une clique maximale soit atteinte, l’algorithme
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Algorithme 2 AlgorithmeSM i

entrée : un grapheG = (V,E)
sortie : la clique maximale K
Q := pile contenant toutes les cliques de cardinal i
K := ∅
K∗ := ∅
max := 0
while Q 6= ∅ do
H := pop(Q)
K := H
while C0(K) 6= ∅ do
l := argmaxj∈C0(K) |C0(K) ∩Nj|
K := K ∪ {l}

end while
K := K ∪ {l}
if |K| > max then
max := |K|
K∗ := K

end if
end while
renvoyerK∗

SM_SWAP propose de ne pas systématiquement ajouter un nouveau sommet mais éga-
lement d’intervertir certains sommets. Cet échange de sommets a pour but d’éviter la
convergence vers le minimum local correspondant à la cliquede départ, permettant ainsi
d’atteindre ou de s’approcher du maximum global.

L’algorithme SM_SWAP utilise le même ensemble de sommets candidats à l’adjonc-
tion C0(K) (équation 4.3) et définit en plus un ensembleC1(K) de sommets candidats
à l’échange. Cet ensemble représente alors les sommets n’appartenant pas àK et étant
connectés à tous les sommets deK excepté un :

C1(K) = {j ∈ V −K | Nj ∩K = |K| − 1} (4.5)

Un sommetj appartient alors à l’ensembleC1(K) si et seulement si un seul sommet
de la clique couranteK lui interdit d’entrer dans la clique.

La sélection du sommet candidat dansC0(K) ∪ C1(K) est faite avec une règle équi-
valente à la règle 4.4 avec le calcul du maximum étendu à tous les sommets deC1(K)

l := arg max
j∈C0(K)∪C1(K)

|C0(K) ∩Nj| (4.6)

Le fait d’ajouter un sommetj ∈ C1(K) à la cliqueK nécessite alors de retirer de la
clique l’unique sommetkl ∈ K tel que(l, kl) /∈ E.

La nouvelle clique obtenue est :

K = K ∪ {l} − {kl}
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Le fait de choisir un sommet dansC1(K) permet de s’écarter de l’optimum local.
Néanmoins il a été montré que ce choix n’améliore pas nécessairement l’optimum et ne
rapproche pas toujours de la convergence. L’algorithme SM_SWAP peut également être
amené dans certains cas à boucler. Pour éviter ce type de déconvenue, Fosser et al pro-
posent de restreindre le choix du candidat potentiel à l’ensembleC0(K) durant un nombre
fixe d’itérations mais également lorsque le nombre d’échanges est supérieur à un multiple
de |K| ou encore lorsque le sommet sélectionné est le même que celuisupprimé par le
dernier échange.

densite

 0.55

 0.6

 0.65

 0.7

 0.75

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

GR
SM1

SM1_SWAP

(a) |K|
ω(G)

te
m

ps
 (

s)

densite

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

GR
SM1

SM1_SWAP

(b) temps d’exécution

FIG. 4.4 – Résultats expérimentaux sur les algorithmeSM1, SM_SWAP et un algorithme
glouton classique .(a) représente le rapport entre la taille de la clique trouvée par rapport à
la taille de la clique maximum en fonction de la densité du graphe de départ. (b) présente
les temps de calcul nécessaires (en secondes) pour chacun des algorithmes, en fonction de
la densité du graphe

Comme l’illustre la figure 4.4, l’algorithme SM_SWAP présente des résultats dont la
qualité est proche de ceux proposés parSM2 avec des temps d’exécution comparables à
ceux deSM1. En effet on peut voir sur la figure 4.4(a) que la taille de la clique obtenue
par SM_SWAP et toujours très proche de la clique maximale et toujours supérieure à celle
obtenue avec l’algorithmeSM1. Cet algorithme se présente donc comme une évolution
majeure dans les algorithmes basés sur le calcul de la cliquemaximale.

4.2.3 Algorithme d’appariement de graphe bipartite et distance d’édi-
tion entre graphes

Bunke et all [RIESEN07] ont récemment proposé une approche, basée sur l’apparie-
ment de graphe bipartite, utilisant l’algorithme de Munkres, autrement appeléalgorithme
hongrois, qui permet de calculer efficacement la distance d’édition entre deux ensembles.
L’idée de base est d’utiliser l’appariement d’ensembles desommets pour définir une me-
sure de dissimilarité entre graphes.

L’algorithme proposé consiste, en premier lieu, à construire une matrice de coûtci,j =
c(vi → uj), prenant en compte uniquement les informations portées parles sommets
(aucune information portant sur les arêtes adjacentes n’est utilisée à cette étape). Plutôt
que d’utiliser l’algorithme de Munkres directement sur cette matrice, ce qui reviendrait à



4.3. Approches par optimisation 113

ne pas prendre en compte les informations portées par les arêtes, une nouvelle matrice,
tenant compte du voisinage, est calculée. Pour chaque couple de sommetsui et vj, un
appariement minimum est calculé entre les arêtes des voisinages de ces deux sommets en
utilisant de nouveau l’algorithme de Munkres. Pour chaque entrée de la matrice de coût
initiale, l’algorithme de Munkres est ainsi utilisé pour apparier les arêtes adjacentes aux
sommetsui etvj. On obtient la matrice de coût modifiée suivante :

Ci,j = c(vi → uj) + min{
∑

c(evi
→ eui

)} (4.7)

avecmin{
∑

c(evi
→ eui

} calculé avec l’algorithme de Munkres.

L’algorithme de Munkres est alors appliqué sur la nouvelle matriceCi,j pour trouver un
appariement global. Malgré le fait que l’appariement fourni par l’algorithme de Munkres
est optimal en termes de sommets, le chemin d’édition fournivia cette méthode demeure
sous-optimal. De fait, l’algorithme de Munkres fournit l’appariement de coût minimum,
sans considérer les opérations d’édition possibles sur lesarêtes. Ceci implique l’ajout de
ces opérations à la fin du calcul pour retrouver la distance d’édition. Les sommets n’ayant
pas été appariés devront également être supprimés, ainsi que les arêtes rattachées à ces
sommets.

Les résultats expérimentaux tendent à prouver que cette méthode calcule un chemin
d’édition sous-optimal de façon beaucoup plus rapide que les algorithmes exacts exis-
tants. La qualité des résultats par rapport aux algorithmesoptimaux ne s’en trouve que
peu affectée par rapport au gain obtenu en vitesse d’exécution.

4.3 Approches par optimisation

Le problème d’appariement de graphes peut également être résolu en utilisant des ap-
proches par optimisation. Ce type de méthode permet de redéfinir le problème en termes
de minimisation/maximisation d’une fonction ou d’une énergie. Cette transformation du
problème permet de bénéficier de tout l’arsenal des méthodesde recherche de la valeur
minimimale/maximimale d’une fonction, telles que la programmation dynamique, la des-
cente de gradient ou les approches par relaxation.

Si l’on considère un grapheG = (V,E) avec|V | = n, ainsi qu’un sous-ensemble
C ⊂ V . Nous pouvons définir le vecteur caractéristique deC par :

xC =







x1
...
xn






avecxi =

{ 1
|C|

si i ∈ C

0 sinon
(4.8)

Tout vecteur caractéristique appartient ainsi au simplex de dimensionn :

∀C ⊂ V xC ∈ Sn = {x ∈ Rn | etx = 1 et∀i ∈ {1, . . . , n} xi ≥ 0} (4.9)
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Si l’on considère maintenant la matrice d’adjacenceAG = (ai,j) d’un grapheG

ai,j =

{

1 si (i, j) ∈ E,
0 sinon.

ainsi que la fonction

g(x) = xtAGx+
1

2
xtx = xtAx

avec

{

A = AG + 1
2
I

x ∈ Sn

nous dirons quex∗ est un maxima strict deg surSn si et seulement si :

∃ǫ > 0 |

{

∀y ∈ Sn | |y − x∗| < ǫ : f(y) ≤ f(x∗)
∀y ∈ Sn | |y − x∗| < ǫ etf(y) = f(x∗) : y = x∗

Théorème 4 Théorème de Motzkin-Straus(1965)

SoitS ⊂ V etxS son vecteur caractéristique alors :

1. S est une clique maximum deG ssixS est un maximum global deg sur Sn. On a
alors :

ω(G) =
1

2(1 − g(xS))

2. S est une clique maximal deG ssixS est un maximum local deg surSn.

3. Tout maxima (local ou global)x deg sur Sn est strict et de la formex = xS avec
S ⊂ V .

Intuitivement le théorème 4 dit qu’un sous-ensemble de sommetS d’un grapheG est
une clique maximum si et seulement si son vecteur caractéristiquexS est un maxima de
g sur le simplexSn. En se basant sur le théorème 4, la recherche des maxima deg(x) =
xtAx avecA = AG + 1

2
I peut être effectuée grâce à l’équation de replication suivante :

xi(t+ 1) = xi(t)
(Ax(t))i
g(x)

n
∑

i=1

xi(t) =
g(x)

g(x)
= 1 (4.10)

La solution converge ainsi vers un point stationnaire (xi(t + 1) = xi(t)). Le théo-
rème de Motzkin-Strausa servit de base à de nombreuses procédures de recherche de
cliques [PARDAL 90, BOMZE97, PELILL 99] et a également servi pour démontrer les bornes
théoriques sur la cardinalité de la clique maximum [WILF86, PARDAL 90]. L’un des incon-
vénients majeurs associé avec la formulation originale de Motzkin-Straus tient dans le fait
qu’elle peut en pratique fournir des solutions maximisantf , mais ne prenant pas la forme
d’un vecteur caractéristique. Ce phénomène a été étudié empiriquement par Paradalos et
Philips [PARDAL 90] et formalisé par Pelillo et Jagoda [PELILL 95].
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Bomze propose en 1997 une solution à ce problème[BOMZE97] en considérant la
fonction régulariséef suivante :

f(x) = xtAx = xt(A
G

+ 1
2
I)x

=
∑n

i=1
1
2
x2
i +

∑

j|(i,j) 6∈E xixj

Ce qui donnera pour un vecteur caractéristiquexC deC ⊂ V :

f(xC) = |C|
2|C|2

+
∑n

i=1

∑

j|(i,j) 6∈E x
C
i x

C
j

= 1
2|C|

+
∑∑

(i,j)∈C2|(i,j) 6∈E x
C
i x

C
j

Nous obtenons ainsi, siC est une clique,f(x) = 1
2|C|

. Plus la taille de la clique C est
importante et plus la fonctionf(x) est «petite».

Ceci conduit à la reformulation suivante du théorème 4 :

Théorème 5 Théorème de Gibbons,Bomze(1997)

SoitS ⊂ V etxS son vecteur caractéristique alors :

1. S est une clique maximum deG ssixS est un minimum global def sur Sn. On a
alors :

ω(G) =
1

2f(x∗)

2. S est une clique maximal deG ssixS est un minimum local def surSn.

3. Tout minimum local (et donc global)x deg surSn est strict et de la formex = xS

avecS ⊂ V .

L’autre intérêt de cette reformulation réside dans le fait qu’elle peut prendre en compte
les graphes valués. En effet, la clique maximum correspond àla fonction de poids sui-
vante :

ω(G) = max{|S| tel queS est une clique deG}

alors que la clique maximum pondérée peut être définie grâce àun vecteur de poids
w ∈ Rn :

ω(G,w) = max{W (S) tel queS est une clique deG}

avec :
W (S) =

∑

i∈S

wi

Avec cette reformulation les cliques de poids maximal (respectivement maximum) cor-
respondent aux minimums locaux (respectivement global) de:

f(x) = xtC(w)x

avec

C(w)i,j =







1
2wi

si i = j
1

2wi
+ 1

2wj
si i 6= j et (i, j) 6∈ E

0 sinon
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Cette méthode permet ainsi d’introduire des informations a priori (distances entre
points, similarités de régions, . . .) pour restreindre la complexité du problème et guider
l’algorithme dans ses choix. Comme dans le cas de graphes non pondérés, cet algorithme
n’offre aucune garantie d’aboutir à un optimum global. Néanmoins les expériences por-
tant sur le problème de la clique maximale, rapportées dans [BOMZE00], tendent à prouver
que les bassins d’attraction des minimums globaux sont suffisamment larges pour espé-
rer approcher un minimum global. Ces observations sont confirmées par les résultats des
expériences menées par Pellilo [PELILL 99].

4.3.1 Méthode de SoftAssign

Rangarajan et Gold proposent en 1996 une méthode d’appariement, basée sur une
approche par optimisation, appeléeSoftAssign[GOLD96, RANGAR97].

Nous allons pour décrire cette méthode, considérer 2 graphes,G et g, munis d’arêtes
valuées.

Nous noterons alors

{

Ga,b le poids de l’arête(a, b) dansG
gi,j le poids de l’arête(i, j) dansg

Soit M une matrice de permutation ( Déf. 74 ) avecMa,i = 1 si a est associé ài,
0 sinon. Il est tout d’abord nécessaire d’établir une fonction de distanceCaibj entre les
attributs des arêtes des deux graphes

Ca,b,i,j =

{

0 SiGa,b ougi,j est null
c(Ga,b, gi,j) sinon

qui pourra par exemple être de la forme suivante :c(Ga,b, gi,j) = 1 − 3|Ga,b − gi,j|

Dans ces conditions, Rangarajan va montrer que trouver un appariement revient à mi-
nimiser la fonction quadratique suivante :

Ewg(M) = −
1

2

A
∑

a=1

I
∑

i=1

A
∑

b=1

I
∑

j=1

Ma,iMb,jCa,i,b,j (4.11)

avecA (respectivementI ) représentant le nombre sommets dansG (respectivement
g).

L’idée de base de cet algorithme est d’apparier un maximum d’arêtes qui se res-
semblent. Lorsque qu’un sommeta ∈ G est apparié avec un sommeti ∈ g, il peut être
opportun d’apparier le sommetb (adjacent àa) avec le sommetj (adjacent ài). Ce rai-
sonnement est basé sur la règle du rectangle (voir figure 4.5), qui consiste à obtenir un
maximum de rectangles fermésMa,iMb,jGa,bgi,j.

Idée de la solution :

Le but est donc de minimiserEwg(M) par le biais d’un processus se déroulant en
plusieurs étapes.

1. Choisir une valeur initiale deM
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FIG. 4.5 – Règle du rectangle pour l’isomorphisme de sous-graphe

2. Faire une décomposition de Taylor deEwg(M).

(a) ConsidéronsEwg(M) = −1
2

∑A

a=1

∑I

i=1

∑A

b=1

∑I

j=1Ma,iMb,jCa,i,b,j comme
une fonction deAI variablesMij.

(b) Appliquons Taylor à l’ordre 1 :

Ewg(M) ≈ Ewg(M
0) −

A
∑

a=1

I
∑

i=1

dEwg(M)

dMai

(Ma,i −M0
a,i)

On posera alorsQai = −
dEwg
dMai

=
A

∑

b=1

I
∑

j=1

M0
bjCaibj

MinimiserEwg(M) revient finalement à maximiser la somme
A

∑

a=1

I
∑

b=1

QaiMai.

3. Faire un softassign correspondant au calcul du maximum de

A
∑

a=1

I
∑

i=1

Qa,iMa,i

4. prendre leM résultant et boucler en incrémentant le paramètre du Softassignβ

En choisissant une bonne valeur initiale pourM , on pourra ainsi calculer le maxi-

mum de la somme
A

∑

a=1

I
∑

b=1

QaiMai avec l’algorithme SoftAssign, qui va converger vers la

solution petit à petit (d’où son nom).

Même s’il a été démontré que les performances du SoftAssign diminuent drastique-
ment dès que les graphes à apparier sont trop différents (différence trop importante sur le
nombre de nœuds dans chacun des deux graphes), il reste actuellement une des méthodes
les plus efficaces. Une implémentation de cet algorithme estdisponible à l’adresse :
http ://www.cise.ufl.edu/˜anand/students/chui/research.html avec de nombreux exemples
d’utilisation de cette méthode.
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4.3.2 Algorithme de SoftAssign à noyaux

Lozano et Escolano [LOZANO05] ont récemment amélioré les performances de l’algo-
rithme de SoftAssign en proposant d’exploiter des résultats récents de la théorie spectrale
sur graphes. Cette amélioration consiste à utiliser des noyaux de diffusion pour transfor-
mer un problème d’appariement de graphes non pondérés en un problème d’appariement
de graphes pondérés.

L’idée de base part du principe que lorsque que l’on travaille avec des graphes non
pondérés, le niveau d’ambiguïté structurel est tel qu’il est difficile de le lever unique-
ment en utilisant un algorithme de SoftAssign. Le fait d’utiliser des noyaux [KONDOR02,
SMOLA 03] sur les graphes permet d’obtenir des caractéristiques structurelles associées à
chaque sommet, permettant de lever en partie les ambiguïtés. Les noyaux sur les graphes
sont issus de résultats récents de la théorie de graphes [CHUNG97], en particulier les
noyaux de diffusionfournissent une mesure de dissimilarité entre des paires desommets
appartenant à un même graphe. Dans le cas des noyaux de diffusion, une telle similarité
peut être interprétée comme la probabilité qu’a un sommet d’être atteint à partir d’un autre,
par le biais d’un processus demarche aléatoire paresseuse(lazy randow walk).

Un noyauKG est donc donné par l’exponentiation matricielle de son Laplacien

KG = e−
β

m
LG

avecLG = DG −G représentant le Laplacien deG etDG une matrice diagonale four-
nissant l’arité de chacun des nœuds. Le facteur de normalisationm, dépendant du nombre
de sommets du graphe, a été introduit pour rendre les noyaux comparables, pour n’importe
quel graphe. Pour un sommeti donné, la ligneKG(i, .) de la matriceK, correspond à la
probabilité qu’a le sommeti d’atteindre chacun des autres sommets du graphe.KG(i, .)
correspond donc à une densité de probabilité et on peut calculer son entropieHKG(i,.).

La nouvelle définition deCK
a,i,b,j tient compte des noyaux des deux grapheKG etKg en

tant qu’attribut structurel pour le sommet considéré. Le poids des arêtes est alors dépen-
dant des entropies des probabilités de distribution qui sont associées aux deux sommets
incidents, après le calcul d’un noyau.

CK
a,i,b,j = Ga,bgijδa,i,b,jKa,i,b,j (4.12)

avec
Ka,i,b,j = e−[(H

KG
a −H

Kg
i )2+(H

KG
b

−H
Kg
j )2]

Le termeδa,i,b,j est égal à1 si le sommeta est apparié avec l’arêteb ainsi que le sommet
i avecj, dans le cas contraireδa,i,b,j retourne−1. En pratique l’utilisation des noyaux
dans la fonction de dissimilarité permet de pondérer, lors du processus d’appariement, les
rectangles dont les sommets opposés ont des entropies comparables (voir figure. 4.5 ).

Des tests, effectués pour une application permettant de comparer la surface de diffé-
rentes protéines, ont montré l’augmentation des performances de cet algorithme par rap-
port au SoftAssign classique. Il permet de maintenir une meilleure qualité des résultats,
même lorsque les données ont subi de fortes altérations. Dans le cadre de l’utilisation
avec les protéines, il a non seulement servi à les classer mais également à construire un
prototype structurel propre à chacune des familles de protéines [LOZANO05].
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4.4 Appariements entre partitions

Comme nous l’avons vu dans la section 4.1, la mise en correspondance d’images tient
un rôle fondamental dans bon nombre d’applications. La correspondance entre les images
est généralement effectuée par l’appariement de primitives de différentes dimensions :

– dimension 0 pour les points,
– dimension 1 pour les courbes ou
– dimension 2 pour les régions

Les processus de détection de primitives telles que les points ou les courbes sont dépen-
dants de critères locaux, généralement peu robustes aux problèmes de bruit ou de don-
nées manquantes. Par contre les algorithmes de segmentation fournissent une partition
de l’image en régions. Chaque région peut être associée à des caractéristiques complexes
aussi bien géométriques que photométriques ou topologiques beaucoup plus robustes que
des critères locaux.

Les algorithmes d’appariement basés régions associent en général à chaque région un
vecteur de caractéristiques photométriques ou géométriques. De tels algorithmes ont ten-
dance à ne pas prendre en compte les voisinages des régions alors que ceux ci représentent
le contexte des deux régions à mettre en correspondance. Nous allons présenter dans les
sections 4.4.3 et 4.4.2 des approches permettant de prendreen compte ces voisinages, en
utilisant des algorithmes d’appariement de graphes planaires [NEUHAU04, LLADOS01]
puis dans la section 4.4.4 une méthode permettant d’apparier des frontières en utilisant
des systèmes de réécriture [GDALYA 99A]. Nous présenterons ensuite (section 4.4.5 ) un
algorithme basé également sur l’appariement de graphes planaires [CAIHUA 95] et utili-
sant en plus les relations topologiques existant entre les régions, pour guider le processus
de mise en correspondance. Enfin la section 4.4.6 présente une approche hiérarchique au
problème de l’appariement de régions, proposées par Glantz[GLANTZ 03]. Cette approche
étudie le problème d’inconsistance existant entre les régions issues de deux segmentations,
ne présentant en général pas le même degré de finesse.

4.4.1 Définitions et propriétés des graphes planaires

Il est nécessaire de rappeler quelques définitions et propriétés, relatives aux graphes
planaires, indispensables à la poursuite de cette étude.

Définition 80 Sommet d’articulation SoitG = (V,E) un graphe. S’il existe un triplet
de sommets distinctsN1,N2 etN3 ∈ V 3 tel que tout chemin connectant les sommetsN1 et
N2 passe forcement par le sommetN3, alorsN3 est un appelé unsommet d’articulation.

Un sommet d’articulation correspond dans le cas d’une partition à une région incluant
une composante connexe. Ce type de sommet est illustré sur la figure 4.6 par le sommet
D.

Définition 81 Graphe biconnecté

Un grapheG est ditbiconnectési pour tout triplet de sommets distinctsN1,N2 etN3

deG, il existe un chemin entreN1 etN2 ne passant pas par le sommetN3.
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Définition 82 Composante biconnectée

Unecomposante biconnectéedans un grapheG est un sous-graphe maximal deG qui
est biconnecté.

Définition 83 Sommet de biarticulation

SoitG = (V,E) un graphe. S’il existe un quadruplet de sommets distinctsN1,N2,N3,N4 ∈
V 4 tel que tout chemin connectant les sommetsN1 etN2 passe forcement par l’un des som-
metsN3 ouN4, alorsN3 etN4 sont appelés une paire desommets de biarticulation.

Les sommetsA etB présentés sur la figure 4.6 sont des sommets de biarticulation.

Définition 84 Graphe triconnecté

Un grapheG est dittriconnectési pour tout quadruplet de sommets distinctsN1,N2,N3,N4

deG, il existe un chemin entreN1 etN2 ne passant pas par les sommetsN3 ouN4.

Définition 85 Composante triconnectée

Une composante triconnectéedans un grapheG est un sous-graphe maximal deG
qui est triconnecté.

Une composante biconnectée peut être partitionnée en composantes triconnectées elles-
mêmes biconnectées par des sommets de biarticulation.

Un graphe planaire possède la propriété de pouvoir être dessiné sur un plan, sans qu’au-
cune de ses arêtes ne se croise. Un tel dessin représente unplongementde ce graphe dans
le plan.

Propriété 2 [HOPCRO72]

Un graphe planaire triplement connecté admet exactement deux plongements diffé-
rents dans un plan. L’un des deux plongements est obtenu à partir de l’autre en inversant
simplement l’ordre de toutes les arêtes autour de chaque sommet.

On dit alors que ce plongement correspond aumiroir de l’autre.

Dans le cadre de l’appariement de régions, si l’on exclut le cas de figure dans lequel
une des images à apparier est le miroir de l’autre, chaque composante planaire triconnectée
(Déf. 85) admet un unique plongement dans le plan (voir Prop.2 ). Ceci implique que si
un sommet d’une composante triconnectée est apparié avec unsommet d’une composante
triconnectée dans l’autre graphe, alors leurs arêtes respectives ne pourront être appariées
que dans un certain ordre.

Par exemple si l’on considère un sommetN ∈ G, appartenant à une composante
triconnectée, apparié avec un sommetN ′ ∈ G′, appartenant également à une composante
triconnectée . Si l’on désigne par(N1, . . . , Np) (resp.(N ′

1, . . . , N
′
q) l’ensemble des voisins

deN (resp.N ′) ordonnés dans le sens des aiguilles d’une montre, le plongement des deux
graphes induit la règle suivante :
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(a) partition (b) RAG

FIG. 4.6 – Une partition avec son RAG correspondant. Le sommetD est un sommet d’ar-
ticulation alors que les sommets A et B sont des sommets de biarticulation.

Ni ↔ N ′
j : Ni+k ↔ N ′

j+k (4.13)

avec↔ représentant l’appariement des sommetsNi etN ′
j et k > 0. Cette règle est

appelée lapréservation de l’ordre.

4.4.2 Algorithme d’appariement inexact de graphe planaire

Bunke et Neuhaus [NEUHAU04] proposent un algorithme permettant de mettre en cor-
respondance deux graphes planaires, plongés dans le plan, en calculant un chemin d’édi-
tion minimal entre ces deux graphes.

Pour calculer une séquence d’édition minimale, ils définissent le voisinageN(u) d’un
sommetu comme le sous-graphe constitué du sommetu, de tous les sommets connec-
tés àu ainsi que de toutes les arêtes reliant ces sommets. Plus formellement, soitG =
(V,E, α, β) un graphe avecV l’ensemble de ses sommets,E l’ensemble de ses arêtes et
α et β deux fonctions de label pour les sommets et les arêtes. Le voisinageN(u) d’un
sommetu dansG est défini comme le sous graphe induitN(u) = (Vu, Eu, αu, βu) avec

Vu = {u} ∪ {v ∈ V |(u, v) ∈ E ou (v, u) ∈ E}

Eu = E ∩ (Vu × Vu)

αu = α|VU

βu = β|EU

(4.14)

A partir de deux graphes planairesG = (V,E, α, β) etG′ = (V ′, E ′, α′, β′), l’algo-
rithme proposé se déroule avec les sept étapes suivantes :

(i) Sélectionner deux sommets initiauxu0 ∈ V etu′0 ∈ V ′.

(ii) Ajouter à une pile FIFOQ la substitutionu0 → u′0

(iii) Dépiler deQ la prochaine substitutionu→ u′
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FIG. 4.7 – Distance d’édition exacte (en bas) ainsi que la distance d’édition approximée
(courbe du haut) pour 10 graphes et sous-graphes avec 10 sommets.

(iv) Effectuer l’appariement des voisinagesN(u) etN(u′)

(v) Ajouter les nouvelles substitutions apparaissant à l’étape (iv) dansQ

(vi) Si Q n’est pas vide, aller à l’étape (iii)

(vii) Effacer deG etG′ tous les sommets et arêtes n’ayant pas été traités

Cet algorithme fournit un appariement entre les deux graphesG et G′ avec la dis-
tance d’édition correspondanted(G,G′). L’étape (iv) de cet algorithme consiste à appa-
rier les voisinages de deux sommets. Le fait d’utiliser des graphes plongés permet de
considérer l’ensemble des sommets adjacents au sommet central comme une séquence
ordonnée. Au lieu de regarder ces voisinages comme des graphes, ils peuvent alors être
considérés comme des séquences de sommets ordonnées pouvant être alignés par des mé-
thodes d’appariement de chaînes circulaires [BUNKE93B, LLADOS01, PERIS02, MOL-
LIN 02, ROBLES02] (voir Section 4.4.1). En considérant des graphes dont l’arité des som-
mets est bornée parM , ce type de procédure admet une complexité enO(M2).

Lorsque l’algorithme se termine, il fournit une séquence d’édition valide permettant de
borner la véritable distance d’édition entre les deux graphes de départ. La séquence d’édi-
tion fournie étant fortement dépendante des deux sommets sélectionnés lors de l’étape (i),
il est nécessaire d’effectuer plusieurs fois l’algorithmeen sélectionnant des sommets de
départ différents, pour améliorer le coût de la séquence d’édition renvoyée. Le choix de ce
couple de départ peut par exemple être effectué en prenant les sommets les plus proches
des barycentres correspondant aux plongements des deux graphes à apparier. De façon
plus générale, toute connaissance a priori sur l’application peut servir pour guider le choix
du couple de départ.

Comme l’illustre la figure 4.7, les résultats expérimentaux montrent que la distance
approximée par cet algorithme est fortement corrélée à la distance d’édition exacte et ces
deux distances semblent même correspondre à un facteur additif constant près. Ces ob-
servations sont validées [NEUHAU04] par des tests effectués sur la base NIST-4, donnant
un facteur de corrélation, entre les deux méthodes, der = 0.99 pour des graphes et sous-
graphes comptant 10 sommets et der = 0.85 pour des graphes avec 100 sommets.

L’utilisation d’une file ou d’un arbre de recherche ainsi quel’utilisation de l’orientation
lors de l’appariement de sommets sont des heuristiques systématiquement utilisées dans
le cadre de l’appariement de partitions. Nous les reverronsdonc sous différentes formes
dans les section suivantes.
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4.4.3 Appariement de sous-graphes basé sur les frontières des régions

Llados [LLADÓS97, LLADOS01] propose un algorithme d’appariement de sous-graphes
permettant de prendre en compte l’orientation du plan d’unepart, mais également les voi-
sinages des deux régions à apparier.

En considérant les deux graphes d’adjacence de région (RAG) ,issus des deux par-
titions à apparier : un graphe modèleGM = (VM , EM) ainsi qu’un graphe d’entrée
GI = (VI , EI), Llados propose un algorithme permettant de calculer la séquence d’édition
minimum permettant de transformer un RAG en l’autre, de façonà les rendre isomorphes.

L’idée de base de cet algorithme consiste non pas à mettre en correspondance directe-
ment des régions, mais à apparier les frontières de ces régions en utilisant un algorithme
d’appariement de chaînes circulaires puis à faire grandir ces chaînes en effectuant des
fusions de régions.

La première étape de cet algorithme consiste à mettre en correspondance une région
initiale du graphe modèleGM avec une région du graphe d’entréeGI . Leurs frontières
sont alors représentées par des chaînes circulairessM et sI , qui sont appariées en utili-
sant un algorithme d’appariement de chaînes circulaires [MAES90, BUNKE93A, LLA -
DOS01, PERIS02, MOLLIN 02, ROBLES02]. Cet algorithme permet de calculer une dis-
tance d’édition circulaire entre les frontières des deux régions sélectionnées.

Llados définit des coûts pour les différentes opérations d’édition. Le coût desubstitu-
tion entre un nœudrM ∈ VM et un nœudrI ∈ VI , notérM → rI , sera donné par le coût
d’appariement de leurs frontières respectivesδ(rM) et δ(rI) :

c(rM → rI) = dc(δ(rM), δ(rI)))

avecdc correspondant à la distance d’édition circulaire entre deux chaînes [MAES91].

Ce processus d’appariement des frontières des régions utilise une distance d’édition
circulaire entre chaînes comparable à l’étape iv de l’algorithme de Bunke et al [NEUHAU04]
(section 4.4.2).

(a) {} (b) {A → A′} (c) {A →
A′, B → B′}

(d) {A →
A′, B → B′, C →
C ′}

(e) {A →
A′, B → B′, C →
C ′,D → D′}

FIG. 4.8 – Exemple de croissance de chaînes en terme de similarité de voisinage.



124 Chapitre 4 - Méthodes d’appariement

L’une des particularités de l’approche de Llados tient dansla définition d’un coût de
décalage. Ce décalage s’effectue pour un nœudrjI ∈ VI adjacent à un nœudrlI ∈ VI , le
long de la frontière derlI . Ce décalage est notérlIor

j
I [X,Y ], avecX correspondant à la sous

chaîne partagée parrlI et rjI et Y celle qui sera partagée parrlI et rjI une fois le décalage
de rjI effectué. Le coût affecté à ce décalage est calculé par rapport au pourcentage de
recouvrement entreX etY :

c(rlIor
j
I [X,Y ]) = 1 −

lXY
max (lX , lY )

(4.15)

aveclX et lY représentant les longueurs respectives deX etY et lXY celle de la sous-
chaîne commune àX et àY . L’opération de décalage est utilisée principalement pour
permettre la préservation des relations structurelles entre les régions en dépit de petites
perturbations.

La figure 4.9(a) illustre une opération pour l’appariement partiel ayant mis en corres-
pondance les régionsAB etA′B′. A cette étape il y a trois successeurs possibles pouvant
s’apparier à la régionC (C → C ′,C → D′ ou bienC → E ′). Ces trois possibilités auraient
un coup identique si seule l’opération de substitution était envisagée. L’opération de déca-
lage ajoute des informations structurelles permettant de résoudre ce conflit. Si l’on analyse
par exemple l’appariementC → C ′, C est adjacente àAB par la sous chaîneabc etC ′ est
adjacente àA′B′ par la sous chaîneb′c′. Pour améliorer la distance d’édition, le mieux se-
rait d’apparier la chaîneabc aveca′b′c′, mais il faudrait pour cela que la régionC ′ soit adja-
cente àA′B′ sur la frontièrea′b′c′. Pour transformer le graphe modèle un décalage doit être
effectué sur la régionC lors de sa substitution par la régionC ′. En utilisant la notation défi-
nie équation 4.15 ce décalage est notéA′B′oC ′[b′c′, a′b′c′]. Le coûtc(A′B′oC ′[b′c′, a′b′c′])
est défini par l’équation 4.15 en prenant en compte le pourcentage de recouvrement entre
les deux chaînes. Les coûtsc(A′B′oD′[a′, a′b′c′]) et c(A′B′oE ′[j′k′, a′b′c′]) sont calculés
de manière analogue et les trois états intermédiaires possibles sont générés.

(a) opération de décalage (b) arbre d’états

FIG. 4.9 – (a) Illustration de l’opération de décalage. (b) Étatintermédiaire correspondant
à l’appariement deAB avecA′B′. Les 3 extensions possibles sontC → C ′,C → D′ et
C → E ′.

En considérant ces différentes opérations, lorsqu’un appariement courant est élargi par
la mise en correspondance d’une régionrM avecrI , le coût de cette extension est calculé
en utilisant l’expression suivante :
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c(rM → rI) =W1c(rM → rI)

+W2 max (c(RIorI [X,Y ]), c(rIoRI [X,Z]))

+W3

∣

∣

∣

∣

RM

RI

−
rM
rI

∣

∣

∣

∣

(4.16)

avecW1,W2,W3 des facteurs de pondération,X la sous chaîne partagée parRI etri,Y
celle partagé parRI etri après avoir décalérI autour deRI etZ la sous chaîne partagée par
RI etri après avoir décaléRI autour derI . Les deux termesRM

RI
ainsi querM

rI
représentant

les rapports entre les aires des régions appariées, tendentà favoriser l’appariement de
régions ayant des surfaces de tailles comparables.

Cet algorithme permet de trouver un morphisme de sous graphe,en reformulant le
problème en terme de distance d’édition sur les frontières des régions. La prise en compte
du voisinage lors du processus d’appariement, en mettant encorrespondance les fron-
tières des régions, permet de guider l’algorithme alors quel’utilisation de l’orientation du
plan permet de réduire de façon conséquente la complexité duproblème. En effet, alors
que ce problème est théoriquement NP-complet, expérimentalement cet algorithme four-
nit une solution en un temps polynomial. Les opérations d’édition autorisées permettent
également d’apparier des graphes ayant subi des distorsions dues au bruit présent dans les
images sans toutefois permettre de résoudre de façon efficace l’inconsistance inhérente à
tout processus de segmentation.

4.4.4 Appariement hiérarchique de courbes utilisant des réécritures

Gdalyahu et al [GDALYA 99A] proposent en 1999 un algorithme permettant de mettre
en correspondance des courbes représentant des contours d’objets segmentés. La particula-
rité de cette approche tient au fait qu’elle permet la mise encorrespondance de frontières
représentées à différents niveaux de finesse par le biais de systèmes de réécriture. Les
courbes représentant les frontières à mettre en correspondance, sont représentées par une
suite de segments.

Gdalyahu utilise un algorithme d’appariement de chaînes circulaires [MAES90, BUNKE93A,
LLADOS01, PERIS02, MOLLIN 02, ROBLES02] prenant en compte l’orientation et la lon-
gueur des segments pour calculer la distance d’édition entre les courbes frontières. Pour
rendre son algorithme plus robuste au bruit et aux perturbations locales, il propose une
opération consistant à fusionner plusieurs segments, permettant ainsi de simplifier la re-
présentation du contour de façon locale et adaptative en passant d’une échelle fine à une
échelle plus grossière (voir figure 4.10). Deux segments adjacents peuvent ainsi être rem-
placés par un seul segment connectant les deux points terminaux les plus éloignés.

FIG. 4.10 – Contour d’un objet représenté à différents niveaux dedétails.
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FIG. 4.11 – Chaque entréeR[k, l] de la matrice de coût est calculée avec l’équation 4.17.
Les lignes (bleues) repésentent les opérations de fusion (incluant la substitution classique)
alors que les lignes pointillées matérialisent les suppressions

Considérons les deux séquences ordonnéesA = {a1, . . . , aN} etA′ = {a′1′ , . . . , a
′
N ′}.

Classiquement, les coûts correpondant aux appariements partiels sont stockés dans une
matrice de coûtR dans laquelle une entréeR[µ, ν] correspond au coût de l’appariement
deµ segments deA avecν segments deA′.

Supposons que la matrice de coûtR est déjà partiellement remplie entreR[1, 1] et
R[µ, ν]. A chaque étape l’algorithme va étendreR en remplissant une nouvelle ligne (de
longueurν) et/ou une nouvelle colonne (de longueurµ). Une colonne (resp. ligne) sera
ainsi ajoutée si la valeur minimum deR est dans la dernière colonne (resp. ligne) calculée,
alors que les deux seront ajoutées si le minimum est obtenu dans la case correspondant au
dernier coin calculé.

Contrairement aux algorithmes d’édition classiques, Gdalyahu introduit dans son cal-
cul de coût un terme calculé sur un domaineΩ, généralisant l’opération de substitution à
la substitution de segments fusionnés. Le domaineΩ correspond à une partie triangulaire
de la matriceR définie par :

Ω = {α, β | 0 < α < k, 0 < β < l, (k − α) + (l − β) ≤ K}

Le calcul de ce terme impliqueK(K − 1)/2 évaluations pour considérer l’ensemble
des fusions alternatives possibles. Les domaines de minimisation pour les opérations cor-
respondant à la suppression de plusieurs éléments, en ligneou en colonne sont associés à
un coût d’interruption(w3) ainsi qu’à une récompense(w2), permettant de mettre en com-
pétition ces opérations avec celle de substitution. Notonsque l’opération de suppression
d’un seul élément, utilisée dans les algorithmes d’appariement circulaire classiques, est
incluse dans ce modèle et correspond au casK = 2.

Chaque nouvelle entréeR[k, l], lors de l’extension d’un bloc de tailleµ × ν, sera
calculée en utilisant les expressions suivantes.

R[k, l] = min{r1, r2, r3} (4.17)
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avec

r1 = minα,β∈Ω{R[α, β] − S(αk, βl)} (4.18)

r2 = min0<α<k{R[α, l] + w3 − w2.(k − α)} (4.19)

r3 = min0<β<l{R[k, β] + w3 − w2.(l − β)} (4.20)

Le terme r1 correspond à une substitution de(k − α) élements de la première chaîne
avec(l − β) éléments de la seconde alors que r2 (resp. r3) correspond à lasuppression de
(k − α) (resp.(l − β)) élements de la première (resp. deuxième) chaîne.

L’approche proposée par Gdalyahu permet donc de mettre en correspondance deux
frontières représentées par une suite de segments. La particularité de cette approche est
qu’elle permet de gérer les perturbations locales en incluant des opérations de concaté-
nations (réécritures) offrant une représentation multi-échelle des chaînes à apparier. Des
coûts spécifiques sont attribués à ces nouvelles opérationsqui sont désormais prises en
compte dans le calcul de la distance d’édition. L’inconvénient majeur de cette méthode
tient dans le fait qu’elle nécessite d’envisager toutes lesréécritures possibles pour chaque
frontière. En effet les opérations consistant à fusionner des segments de frontière ne sont
aucunement guidées par les données du fait qu’elle ne tiennent absolument pas compte
du voisinage de la région considérée. Elles doivent toutes être prises en compte, ce qui
implique énormément de temps de calcul dès que les longueursdes chaînes à apparier
deviennent importantes. Cet algorithme n’est donc pas adapté à une utilisation avec des
partitions.

4.4.5 Appariement inexact de graphes sur les relations topologiques

Pour effectuer la mise en correspondance de régions, Wang propose de prendre en
compte l’aspect planaire de la partition en effectuant l’appariement inexact de graphes
planaires [CAIHUA 95]. L’originalité de ce travail tient à la prise en compte des relations
topologiques existant entre les régions et notamment les relations d’inclusion.

Wang propose d’effectuer une séquence d’opérations d’édition sur un des deux graphes,
de façon à le rendre isomorphe à l’autre, en effectuant un traitement spécifique pour les
sommets d’articulation (Déf. 80 ) codant les relations d’inclusion.

Pour guider le processus d’appariement, Wang propose de partitionner le RAG en com-
posantes biconnectées (Déf 82) représentées dans un arbre.Il définit ainsi une structure
appelée BRAG :

Définition 86 BRAG

SoientNi un sommet appartenant à une composante biconnectéeB dans un graphe
G etS(Ni) = {Ni1 , Ni2 , . . . , Nim} l’ensemble des sommets rencontrés en tournant dans
le sens des aiguilles d’une montre dansB autour deNi. Le sous-graphe composé des
sommets{Ni} ∪ S(Ni) et des arêtes reliant ces sommets est appelé unBRAG (ou Basic
RAG) du sommetNi.

Avec ce type de partitionnement, les sommets d’articulation (Déf. 80 ) apparaissent
non seulement comme sommets dans l’arbre mais également dans les deux composantes
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biconnectées incidentes au sommet d’articulation. La figure 4.12 illustre ce type de parti-
tionnement en arbre en proposant le RAG correspondant à la partition de la figure 4.12(a)
ainsi que l’arbre sur la figure 4.12(c).

(a) régions dans une image (b) RAG correspondant (c) partitionnement du RAG en arbre

FIG. 4.12 – Un graphe planaire (b) décrivant les régions et leursrelations (0 correspond à
l’extérieur de l’image avec l’arbre correspondant (c)

L’algorithme, proposé par Wang, commence par sélectionnerune paire de sommets
(Ni, N

′
j), appartenant à chacun des deux graphes, dont les caractéristiques sont proches et

qui ne sont pas des sommets d’articulation. A partir de ce point de départ, l’algorithme
transforme les deux RAG en deux graphes isomorphes en effectuant les opérations d’édi-
tion impliquant les coûts minimaux. Les appariements optimaux sont construits en exami-
nant toutes les paires de sommets de départ envisageables.

En partant de la paire de sommets(Ni, N
′
j), les deux graphes, contenant ces sommets,

sont transformés en deux graphes isomorphes. Ceci est effectué en construisant itérative-
ment les BRAG isomorphes, pour les sommets appariés via les étapes suivantes :

1. Construire les deux BRAG correspondant aux sommetsNi etN ′
j et

2. les apparier en effectuant des opérations d’édition de coût minimal.

3. Les paires de sommets{Nik , N
′
jk

| k = 1, . . . , n} appariées par l’étape 1, sont
ajoutées à une fileQ.

4. Extraire de la fileQ une paire de sommets(Nik , N
′
jk

) n’ayant pas encore été traitée.
SiNik ouN ′

jk
est un sommet d’articulation,aller à l’étape 7.

5. Construire deux BRAG isomorphes pour les sommetsNik etN ′
jk

, indépendamment
de l’appariement obtenu précédemment. Si les paires de sommets appariés lors de
cette étape n’entrent pas en conflit avec les mises en correspondances précédentes,
l’appariement courant est étendu par l’ajout des deux BRAG deNik et N ′

jk
. Les

nouveaux appariements obtenus sont ajoutés à la fileQ·

6. Si un appariement venant d’être obtenu présente un conflitavec un autre obtenu
précédemment, un processus pour gérer ce conflit est appliqué pour ajuster le nouvel
appariement, en supprimant des arêtes gênantes.

7. La paire(Nik , N
′
jk

) est marquée comme ayant été traitée.

8. Itérer les étapes 4 à 7 jusqu’à ce que toutes les paires de sommets dansQ aient été
traitées.
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Cet algorithme prend en compte l’orientation du plan et fournit les sommets dans
l’ordre horaire où ils apparaissent, le coût d’appariementminimal pour deux BRAG peut
être à nouveau calculé à l’aide d’un algorithme d’appariement de chaînes circulaires [MAES90,
BUNKE93A, LLADOS01, PERIS02, MOLLIN 02, ROBLES02].

Cette approche est très similaire à l’approche classique proposée par Bunke [NEUHAU04]
(section 4.4.2) mais permet en plus de prendre en compte les relations topologiques exis-
tant entre les régions. Les étapes 3 et 4 de cet algorithme sont équivalentes aux étapes ii
et iii de l’algorithme de Bunke. La principale évolution de cette méthode tient dans le
traitement spécifique pour les sommets d’articulation. En effet alors que les autres types
de sommets continuent à être appariés en suivant l’ordre circulaire relatif à leur position-
nement autour d’un sommet principal (voir les sommetsE,F ,G etH de la figure 4.6 ), les
sommets d’articulation comme le sommetD sur la figure 4.6 n’induisent pas de contrainte
sur la préservation de l’ordre et sont traités spécifiquement.

Supposons que la construction de deux graphes planaires commence avec la mise en
correspondance des deux sommetsNi1 etN ′

j1
. Dans ce cas,C(k, l) qui représente l’appa-

riement de coût minimal permettant de rendre les deux sous-graphes{Ni, Ni1 , Ni2 , . . . , Nik}
et{Nj1 , Nj2 , . . . , Njl} isomorphes est alors calculé récursivement de la façon suivante :

C(k, l) = min{C(k − 1, k − 1) + Cmt(Nik , N
′
jl
),

C(k, l − 1) + Cde(N ′
j, N

′
jl
),

C(k − 1, l) + Cde(Ni, Nik),

C(k − 1, l) + Cdn(Nik),

C(k, l − 1) + Cdn(N ′
jl
),

C(k − 1, l − 1) + Cdm(Nik),

C(k − 1, l − 1) + Cdm(N ′
jl
),

C(k − 1, l) + Cmg(Nik),

C(k, l − 1) + Cmg(N ′
jl
)}

(4.21)

avec C(0,0) étant initialisé à 0.Cmt(Nik , N
′
jl
) représente le coût de la substitution (ou

de l’appariement) deNik avecN ′
jl

, Cde etCdn les coûts de suppression des arêtes et des
sommets alors queCmg représente le coût de fusion de sommets.Cdm représente le coût
de suppression d’un sommet subissant une occlusion due à un sommet adjacent.

La méthode proposée par Wang permet d’obtenir un appariement inexact de deux
graphes planaires valués. Le principal avantage de cette méthode est qu’en plus de tirer
parti de l’orientation du plan en mettant à profit les propriétés relatives aux graphes pla-
naires, elle utilise les relations topologiques entre les régions pour guider le processus
d’appariement. La caractérisation des nœuds d’articulation, et le partitionnement du RAG
qui en découle permet de guider le processus d’appariement en fonction des relations d’in-
clusion entre les régions. L’inconvénient majeur de cet algorithme réside dans le fait qu’il
nécessite d’itérer le processus d’appariement sur un nombre important de couples de dé-
part, ce qui peut amener à des temps de calcul relativement élevés pour aboutir à la solution
optimale.
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4.4.6 Appariement hiérarchique de régions

Le bruit ou les distorsions pouvant affecter les images conduisent parfois à de mau-
vaises segmentations des objets présents dans celles-ci. Il est en effet très rare d’obtenir
une correspondance exacte entre une région et un véritable objet. Un objet est, le plus
souvent, défini par l’union de plusieurs régions et inversement une région peut très bien
englober plusieurs objets. Les méthodes présentées dans les section 4.4.3 à 4.4.5 ne per-
mettent pas de surpasser ce problème facilement, les régions à apparier n’étant représen-
tées qu’à un seul niveau de détail. La figure 4.13 illustre ce problème d’inconsistance en
présentant deux segmentations d’une même zone dans lesquelles une région se trouve être
sur-segmentée d’un coté par rapport à l’autre.

FIG. 4.13 – Exemple du problème d’inconsistance pour la segmentation. La région cen-
trale de l’image de gauche se trouve être sur-segmentée sur l’image de droite.

Pour pallier à ce problème d’inconsistance entre les régions présentes dans les deux
segmentations, Glantz et Pelillo proposent de considérer une hiérarchie complète de par-
titions [GLANTZ 03] plutôt qu’une simple segmentation correspondant à un niveau par-
ticulier de finesse. Dans le cadre de la reconnaissance, l’idée d’utiliser des hiérarchies
d’images est renforcée par le fait que les objets admettent généralement une représenta-
tion hiérarchisée assez naturelle.

Cette approche propose de construire un graphe d’association (voir Déf. 76 ) à partir
de deux hiérarchies de partitions, dans lesquelles les sommets indiquent les appariements
potentiels entre deux régions alors que les arêtes représentent la consistance d’un point de
vue topologique. Avec cette approche, un appariement consistant avec un score de simi-
larité maximum entre les régions appariées correspond à uneclique de poids maximum
dans le graphe d’association (voir section 4.1.1 ).

L’étape qui consiste à construire les deux hiérarchies de segmentations(Gi, Vi, gi)
m
i=0

avecGi = (Vi, Ei, ιi) pour tout niveaui est effectuée par le biais d’un processus de seg-
mentation hiérarchique par contractions successives de graphes duaux [WILLER94, HAX -
HIM 03] (voir sections 2.3.2 et 2.4.3.b ).

Le graphe d’association construit à partir des deux hiérarchies prend en compte diffé-
rentes relations topologiques existant entre les régions.Glantz et al combinent différentes
relations telles que la relation de voisinage, la relation d’inclusion ou encore le fait qu’une
région entoure une autre. Pour deux régions distinctesri 6= rj, on peut définir cinq rela-
tions différentes liant ces deux régions, toutes ces relations s’excluant l’une l’autre :

1. ri ⊂ rj lorsqueri est inclue dansrj
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(a) A ≁ ⊳B,B ≁ ⊲A (b) A ≁ |B (c) A ∼ |B

(d) A ∼ ⊳B,B ∼ ⊲A (e) A ∼⊂ B,B ∼⊃ A (f) A ≁⊂ B,B ≁⊃ A

FIG. 4.14 – Les 10 relations topologiques différentes. Les lignes épaisses représentent les
arêtes définissant une relation de voisinage.

2. ri ⊃ rj lorsqueri inclut rj
3. ri ⊲ rj lorsqueri est entourée parrj
4. ri ⊳ rj lorsqueri entourerj
5. ri|rj lorsqueri est complètement disjointe de la régionrj

Toutes ces relations pouvant être combinées avec la relation de voisinage notée∼,
il est ainsi possible d’utiliser dix combinaisons, permettant de discriminer les différentes
relations topologiques. La figure 4.14 illustre toutes les relations différentes que l’on peut
rencontrer entre deux régionsA etB.

Définition 87 Graphe d’association topologique

Soient(G1
i )
k1
i=0 et (G2

i )
k2
i=0 deux hiérarchies de segmentations avecGi = (Vi, Ei) et les

sommetsv1 ∈ Vi
1, w1 ∈ Vj

1, v2 ∈ Vk
2, w2 ∈ Vl

2.. La paire de régions(v1, v2) est dite to-
pologiquement consistante avec la paire(w1, w2) si la relation topologique existant entre
v1 etw1 est la même que celle entre les sommetsv2 etw2 . Le graphe d’association topo-
logique de(G1

i , Vi
1)k1i=0 et (G2

i , Vi
2)k3i=0 est le graphe simple (voir Déf. 7)GA = (VA, EA)

tel que :
– VA = (∪k1i=1Vi

1) × (∪k2i=1Vi
2)

– EA = {{v, w} : v 6= w ∈ VA} , v est topologiquement consistant avecw

C’est en utilisant les relations topologiques illustrées sur la figure 4.14 qu’est construit
le graphe d’association topologiqueà partir duquel est effectuée la recherche de la clique
maximum. Pour détecter les cliques de poids maximum, Glantzet al utilisent une variante
de l’algorithme PHB [MASSAR02], permettant de réduire la complexité de ce problème,
originalement NP-complet (voir sections 4.1.3.e et 4.3).

La prise en compte des relations topologiques permet, commepour les algorithmes
présentés dans les sections 4.4.3 et 4.4.5 de réduire la complexité générale du problème en
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guidant l’algorithme lors du processus d’appariement. Lesrésultats expérimentaux tendent
à prouver que l’utilisation de hiérarchies de segmentations permet de réduire considéra-
blement l’influence de sur-segmentations/sous-segmentations, en permettant à des régions
appartenant à des niveaux différents d’être appariées, là où les algorithmes présentés dans
les sections 4.4.3 et 4.4.5 ne possédaient qu’une représentation mono-échelle des parti-
tions.

Par contre l’ajout de liens verticaux entre les graphes planaires détruit la structure
planaire des deux graphes à apparier et fait perdre ainsi lesnombreuses propriétés inté-
ressantes inhérentes aux graphes planaires. De plus le graphe d’association topologique,
obtenu à partir des deux pyramides, est une structure dont lataille est très importante.
Pour pouvoir faire tourner l’algorithme dans des conditions acceptables, l’auteur réalise
un compromis sur l’optimalité de la solution en limitant la construction de ce graphe aux
17 plus hauts niveaux de la pyramide.
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NOUS avons présenté, dans le chapitre précédent, le problème de l’appariement de
graphes dans le domaine du traitement d’image, ainsi que desméthodes d’appa-
riement de partitions mettant à profit certaines propriétésdes graphes planaires.

Par rapport aux méthodes d’appariement de graphes présentées dans la section 4.1, les
méthodes dédiées à l’appariement de partitions ( section 4.4) s’emploient à faire diminuer
la complexité de ce problème, à l’origine NP-complet, en prenant en compte l’orientation
du plan d’une part (sections 4.4.3 et 4.4.2), mais égalementles relations topologiques
existant entre les régions (section 4.4.5).

Néanmoins, ces approches ne permettent pas d’outrepasser les problèmes d’inconsis-
tance inhérents à toutes les méthodes de segmentation. Différentes segmentations d’un
même objet peuvent en effet amener à devoir mettre en correspondance une région d’une
partition avec plusieurs régions dans l’autre partition. L’approche de Glantz [GLANTZ 03]
présentée dans la section 4.4.6 propose pour résoudre ce problème de ne plus considérer
une seule partition pour chacune des images à apparier, maisune hiérarchie de partitions,
permettant de prendre en compte différentes finesses de segmentation et les nombreux
découpages possibles pour chacune des régions à mettre en correspondance. Néanmoins
l’utilisation d’un graphe d’association, et l’ajout de liens verticaux entre les graphes pla-
naires, correspondant aux niveaux de la pyramide, conduit àla perte de la planarité des
graphes à apparier. On perd donc toutes les propriétés intéressantes des graphes planaires,
susceptibles de faire chuter la complexité du problème.

Nous allons présenter dans ce chapitre une nouvelle approche au problème de l’appa-
riement de régions, combinant les méthodes proposées par Llados [LLADOS01], Wang [CAIHUA 95],
Bunke [NEUHAU04] et Glantz [GLANTZ 03] (voir section 4.1). En reprenant l’idée propo-
sée par Glantz, nous allons dans un premier temps construiredeux pyramides irrégulières
à partir des deux images à apparier. La construction de ces hiérarchies se base sur les cri-
tères énergétiques définis dans le chapitre 3 et utilise les heuristiques de fusion que nous
avons proposé dans les sections 3.2 et 3.3, dans le but d’obtenir des segmentations plus
robustes aux variations locales.

133
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Plutôt que de construire un graphe de taille conséquente comme Glantz, nous pro-
posons d’initialiser l’appariement en cherchant dans les deux hiérarchies, un couple de
régions dont les caractéristiques maximisent un critère deressemblance. Ce critère est
basé sur des propriétés aussi bien géométriques que photométriques. Nous allons ensuite
confirmer cet appariement initial par la prise en compte des informations issues des voisi-
nages.

Considérons deux pyramides combinatoires (voir Section 2.4.3.d )P = (G0, . . . , GN)
et P ′ = (G′

0, . . . , G
′
N ′). Chaque carte combinatoireGi de P contient un ensemble de

sommets. Nous noteronsVP l’union de tous les sommets deP définis entre les niveaux0 et
N . De la même façon l’ensemble des sommets appartenant à la pyramideP ′ est notéVP ′.
Le but de notre algorithme est de trouver deux sommets dansVP etVP ′ de caractéristiques
similaires tels que l’on puisse définir deux coupes deP etP ′ oùv etv′ ont des voisinages
similaires. Nous voulons donc déterminer le couple de sommets (v, v′) ∈ VP × VP ′ pour
lequel la distance entre les voisinages dev etv′ est minimale :

(v, v′) = argmin
(w,w′)∈C

∆N(w,w′) avec (5.1)

C = {(w,w′) ∈ VP × VP ′ |F (w,w′) = true} (5.2)

∆N(v, v′) représente alors la distance minimale entre les voisinagesdev etv′ sur toutes
les coupes deP etP ′ etF (w,w′) est une condition booléenne portant surw etw′.

L’ensemble de couples des régions candidates à l’appariement étant de taille impor-
tante (|VP | × |VP ′| ) , une première étape de filtrage va être effectuée. L’ensemble C
représente notre ensemble de couples de régions candidatespour l’appariement. Avec la
formulation que nous proposons, l’équation 5.2 est utilisée comme une étape de filtrage.
Les avantages liés à cette étape sont doubles. Tout d’abord le critèreF permet de garantir
que deux sommets appariés auront nécessairement des caractéristiques similaires, indé-
pendamment de la distance entre leurs voisinages. Elle permet également de réduire le
nombre de couples de sommets pour lesquels l’équation 5.1 est évaluée. Cette dernière
équation représente l’étape d’appariement et s’inspire des approches proposées par Neu-
haus [NEUHAU04] et Llados [LLADÓS97, LLADOS01] (Section 4.4.2 et 4.4.3).
Les frontières des deux régions candidates sont mises en correspondance en utilisant un
algorithme d’appariement de chaînes circulaires tirant parti des informations fournies par
la hiérarchie. L’intérêt d’utiliser des hiérarchies tientdans le fait qu’elles vont nous per-
mettre de considérer les différentes possibilités de réécriture des frontières pour chaque
région au sein de sa hiérarchie en s’inspirant de l’approcheproposée par Gdalyahu et
al [GDALYA 99A] (voir Section 4.4.4) mais en utilisant des systèmes de réécriture basés
sur les informations fournies par les pyramides.

L’algorithme qui en résulte est un algorithme d’appariement de chaînes circulaires
utilisant des règles de réécriture extraites des pyramidescalculées pour chaque image (voir
figure 5.1).

Nous allons dans la section 5.1 décrire en détail l’étape de filtrage permettant de réduire
le nombre de sommets candidats à l’appariement puis dans la section 5.2 le processus
permettant de calculer une distance basée sur les voisinages de deux régions.
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FIG. 5.1 – Deux exemples de hiérarchies de segmentation.

5.1 Filtrage

Pour réaliser le processus de filtrage, nous associons en premier lieu à chaque sommet
v de l’ensembleVP un vecteurFeat(v) composé deM caractéristiques portant sur les
régions. De nombreuses méthodes ont été proposées pour filtrer des bases de données de
vecteurs. Toutefois, dans le cadre de notre application nous avons choisi de réutiliser les
structures arborescentes des deux pyramidesP etP ′.

Supposons que le sommetv est défini au niveaui ≥ 1 dans la pyramideP et considé-
rons l’ensemble des sommets appartenant à la fenêtre de réduction du sommetv,RWi(v) =
{v1, . . . , vp} (voir Section 2.4.2 ), dont la contraction dans la carteGi−1 définitv au niveau
i. Pour rappelRWi(v) est défini comme l’ensemble de sommets incidents à l’un des arbres
du noyau de contraction, permettant de construireGi à partir de la carteGi−1 (voir Déf. 56
dans la section 2.4.3.d). Nous utilisons de plus une fonction P , définie sur l’ensemble de
sommetsVP telle queP (w) = v pour tout sommetw ∈ RWi(v). Par convention tout som-
met appartenant à la carte combinatoire de plus haut niveau dans la pyramide est considéré
comme son propre père (i.e.P (vtop) = vtop).

Nous dirons qu’une coordonnéej de notre vecteur de caractéristiques est unecaracté-
ristique croissantesi et seulement si pour tout sommetv ∈ VP , défini à un niveaui ≥ 1
dansP , nous avons :

∀w ∈ RWi(v), F eatj(v) ≥ Featj(w) (5.3)

Nous pouvons noter que tout moment cumulé définit une caractéristique croissante sur
la pyramide.

Supposons que la première composanteFeat1(v) de notre vecteur de caractéristiques
est croissante. La première étape consiste à réduire le nombre de couples de sommets
candidats à l’appariement, en sélectionnant l’ensemble des couples(v, v′) ∈ VP × VP ′

tels que :

∆F1(v, v
′) = |1 −

Feat1(v
′)

Feat1(v)
| ≤ ǫ (5.4)

dans laquelleǫ est un seuil défini par l’utilisateur.
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FIG. 5.2 – Différentes possibilités d’élagage. a) la recherches’effectue récursivement sur
les pères dev′ ( P [v′],P [P [v′]],... ) . b) la recherche s’effectue récursivement sur les filsde
v′ ( fi(v′), fj(fi(v)′),...

Pour chacun des sommetsv ∈ VP , cette première étape de filtrage revient à sélection-
ner tous les sommetsv′ deVP ′ dont la première composante du vecteur de caractéristiques
est comprise dans l’intervalle suivant :

Feat1(v
′) ∈ [(1 − ǫ)Feat1(v), (1 + ǫ)Feat1(v)] si Feat1(v) > 0

Feat1(v
′) ∈ [(1 + ǫ)Feat1(v), (1 − ǫ)Feat1(v)] si Feat1(v) < 0

(5.5)

Pour tous les sommetsv appartenant à la première pyramide, les sommetsv′i apparte-
nant au même niveau dans la seconde seront comparés grâce à l’équation 5.4. En fonction
du résultat la recherche sera propagée soit vers les fils desv′i soit vers les pères dev′i.
Cette première étape de filtrage, définie par l’équation 5.4 permet de réduire le nombre de
candidats potentiels à l’appariement en se basant uniquement sur une seule caractéristique
croissante. Le fait d’utiliser un critère croissant permetainsi de propager la recherche dans
la pyramide, soit vers le père d’un sommet soit vers l’ensemble de sommets appartenant à
sa fenêtre de réduction en fonction de l’équation 5.5.
La figure 5.2 illustre ce principe d’élagage dans le cas où la première caractéristique est
toujours positive : dans la figure 5.2(a)Feat1(v′) < (1−ǫ)Feat1(v),Feat1() étant une ca-
ractéristique croissante aucun des fils dev′ ne peut satisfaire l’équation 5.5. La recherche
se propagera donc récursivement vers lespèresde v′. Inversement sur la figure 5.2(b)
Feat1(v

′) > (1 + ǫ)Feat1(v), Feat1(P [v′]) est plus grand queFeat1(v) et ne peut donc
satisfaire l’équation 5.5. La recherche s’effectuera dansce cas récursivement sur l’en-
semble des sommets de la fenêtre de réduction dev′ (i.e. lesfils dev′).

Cette première sélection de candidats potentiels pour l’appariement est affinée par une
seconde étape de filtrage utilisant le reste des caractéristiques disponibles pour chaque
région. Les intervalles de valeurs relatifs aux différentes caractéristiques ayant une très
grande variabilité, une étape de normalisation doit être effectuée avant de calculer la dis-
tance entre les caractéristiques des deux régions.

Étant données deux régions représentées par les sommetsv et v′, nous définissons la
distance entreFeat(v) etFeat(v′) comme la norme infinie d’un vecteurf défini par :
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∀i ∈ {1, . . . ,M} fi(v, v
′) = 1 −

min(Feati(v), F eati(v
′))

max(Feati(v), F eati(v′))
(5.6)

Finalement les sommets appartenant à l’ensembleC, correspondant aux couples de
sommets ayant passé l’étape de filtrage (equation 5.2), doivent respecter les critères boo-
léens suivant :

F (w,w′) = ∆F1(v, v
′) ≤ ǫ (5.7)

‖f‖∞ ≤ ǫ. (5.8)

Ces deux conditions étant testées de façon séquentielle.

Proposition 3 Si la première caractéristiqueFeat1(v) est positive, alors :

∆F1(v, v
′) ≤ ǫ:f1(v, v

′) ≤ ǫ (5.9)

La démonstration de cette proposition est donnée en annexe (section A.2).

La proposition 3 montre que lorsqueFeat1() est une caractéristique positive, notre
première étape de filtrage∆F1(v, v

′) ≤ ǫ peut être interprétée comme une restriction du
second test (‖f‖∞ ≤ ǫ) à la première composante du vecteurf . Une telle interprétation ne
tient plus si l’on utilise une norme Euclidienne à la place dela norme infinie. Nous avons
néanmoins observé lors d’expérimentations, que le fait d’utiliser une norme Euclidienne
peut s’avérer préférable si l’on souhaite obtenir un phénomène de compensation entre les
différentes composantesfi.

5.2 Distance hiérarchique entre les voisinages

Nous allons, dans cette section, définir une distance hiérarchique permettant de compa-
rer les voisinages de deux régions en prenant en compte les différents voisinages possibles
d’une région dans la pyramide.

Soit une pyramideP , considérons un sommetv appartenant à l’ensemble de som-
metsVP . Nous noteronslv le niveau maximum pour lequelv survit dans la pyramideP .
Nous représenterons parσ∗

lv
(d) = (d1, . . . , dq) le σ-cycle deGlv associé au sommetv.

Le plongement de la frontière dev dans la carte de baseG0, notéBv est défini comme la
concaténation des séquences de brins frontières(SBDlv(dj))j∈{1,...,q} (Déf. 63).

Comme tous les brins d’une séquence de brins frontières appartiennent à la carte de
baseG0 = (D0, σ0, α0), chaque sommet de la hiérarchie peut ainsi être considéré comme
un mot construit sur l’alphabetD0. Le voisinage dev dansG0 est défini comme l’ensemble
des sommets deG0 adjacents à l’éventuelle sur-segmentation dev. Cet ensemble noté
N0(v) peut être formalisé de la façon suivante :

N0(v) = {σ∗
0(α0(d)), d ∈ Bv} (5.10)
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(a) niveau0 (b) niveaulv

FIG. 5.3 – La régionsv présente sur la partition (b) à un niveaun est sur segmentée en 4
régions distinctes sur la carte du niveau de base (a)

La figure 5.3 illustre ces notions. Une régionv définie à un niveaulv (Fig. 5.3(b)
) se trouve être sursegmentée au niveau de base (Fig. 5.3(a)). Le plongementBv de sa
frontière au niveau de base est égal àBv = d1 . . . d6. Le voisinageN0(v) est défini par
N0(v) = {σ∗

0(α0(d1)), . . . , σ
∗
0(α0(d6))}.

Si l’on considère maintenant deux pyramidesP etP ′ ainsi que deux sommets(v, v′) ∈
VP×VP ′ avec leurs plongements respectifs définis parBv = d1. . . . , dn etBv′ = d′1. . . . .d

′
n′.

En utilisant l’orientation naturelle des voisinagesN0(v) etN0(v′) dans les cartesG0 and
G′

0, nous définissons la distance de voisinage entre les régionsv et v′ au niveau0 comme
la distance d’édition entreBv etBv′.

Si q représente le nombre de symboles mis en correspondance entreBv etBv′, le coût
total correspondant à l’appariement entre les sommetsv etv′ est défini par :

∆(Bv, Bv′) =

q
∑

i=0

δ(dφ1(i), d
′
φ2(i)) + (n+ n′ − 2q)K (5.11)

avecδ(, ) représentant une fonction de distance entre les brins etK le coût par défaut
affecté à une opération de suppression effectuée indifféremment dansBv ouBv′. Les va-
leurs deφ1(i) etφ2(i) correspondent aux index desiemes appariement de brins dansBv et
Bv′.

Comme nous l’avons vu dans la section 2.3.3, chaque brin appartenant à une carte
combinatoire peut être interprété de deux façon distinctes: soit comme la représentation
de l’adjacence entre deux régions, soit comme une frontièreentre ces deux mêmes régions.
Si nous considérons les deux brinsd ∈ Gi et d′ ∈ G′

j dans les pyramidesP et P ′, la
distanceδ(d, d′) entre ces deux brins peut prendre en compte à la fois les caractéristiques :
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(a) (b)

FIG. 5.4 – Illustration des notations utilisées pour décrire des régions à des niveauxi et j,
de part et d’autre du brind (a) etd′ (b).

– des sommets{σ∗
i (d), σ

∗
i (αi(d)), σ

′
j
∗(d′), σ′

j
∗(αj(d

′))} qui correspondent aux ré-
gions de part et d’autre des ces brins,

– des frontières associées aux brinsd etd′ aux niveauxi et j.

La figure 5.4 illustre les notations utilisées dans cette section pour décrire les régions
ainsi que les frontières associées.
Dans notre schéma d’appariement, la distance entre les caractéristiques des sommetsv et
v′ ayant déjà été prise en compte lors de l’étape de filtrage, nous définissons la distance
δ(d, d′) en fonction des caractéristiques des sommetsσ∗

i (αi(d)), σ
′
j
∗(αj(d

′)) ainsi que des
caractéristiques associées aux deux frontières codées parles brinsd etd′ aux niveauxi et
j.

5.2.1 Coupes et séquences de brins frontières

Tous les brins composant les séquencesBv et Bv′ sont définis surG0 et G′
0. De ce

fait, la distanceδ(., .) de l’équation 5.11 est calculée au niveau de base de la pyramide
et la comparaison entre les voisinages des sommetsv et v′ est effectuée dans les cartes
G0 et G′

0. Cette approche est comparable à celle proposées par Bunke [NEUHAU04] et
Llados [LLADÓS97, LLADOS01] (Sections 4.4.2 et 4.4.3) et peut se résoudre en utilisant
un algorithme d’appariement de chaînes circulaires [MAES90, BUNKE93A, LLADOS01,
PERIS02, MOLLIN 02, ROBLES02].

Néanmoins, l’inconsistance inhérente à tout algorithme desegmentation fait que les
voisinages dev et v′ ont peu de chance de se correspondre si l’on considère uniquement
les partitions de base encodées par les cartesG0 etG′

0.
Pour deux pyramidesP etP ′, construites respectivement à partir deG0 etG′

0, nous pou-
vons considérer l’ensemble des coupes dansP (resp.P ′) définies sousv (resp.v′), c’est
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à dire à un niveau inférieur au niveau maximum pour lequel le sommetv (resp.v′) survit.
Dans ce cas de figure, le sommetv (resp.v′) représente soit une unique région ou bien
il se retrouve découpé en plusieurs sous régions. L’idée de base, sur laquelle repose le
développement qui va suivre, part du principe que siv et v′ correspondent à une même
région, alors il devrait y avoir au moins une coupe dans chaque pyramide pour lesquelles
les voisinages des régionsv etv′ sont isomorphes.

(a) niveau0 (b) niveaul1 (c) niveaul2

FIG. 5.5 – Représentation d’une frontière à différents niveaux d’une pyramide.(a) repré-
sente la carte combinatoire de base de la pyramide réduite enl1 elle-même réduite enl2
(i.e l1 ≤ l2).

Considérons une sous séquence maximaledl . . . .dm deBv telle que l’ensemble des
sommets{σ∗

0(α0(dl)), . . . , σ
∗
0(α0(dm))} est fusionné en un seul sommet à un niveaul1 ≤

lv. Tous les brins codant les relations d’adjacence entre{σ∗
0(α0(dl)), . . . , σ

∗
0(α0(dm))}

doivent alors être soit contractés soit retirés, en tant queboucles vides ( Déf. 17, sec-
tion 2.1 ), au niveaul1. De la même façon, l’ensemble des sommets{σ∗

0(dl), . . . , σ
∗
0(dm)}

définissent une sur-segmentation du sommetv et doivent être fusionnés en un unique
sommet à un niveaul2 ≤ lv. Si l’on considère désormais la séquencedl . . . .dm au ni-
veauL = max(l1, l2), les brinsdl . . . .dm représentent une séquence de morceaux d’une
frontière existant entre deux régions et peuvent alors êtreinterprétés comme des arêtes
doubles [BRUN02] ( Déf. 18 section 2.1). Ces brins appartiennent donc à la séquence de
brins frontièresSBDL(dk) d’un brindk ∈ Bv.
Inversement, une séquence de brins frontièresSBDL(dk) = dl . . . .dm avecL ≤ lv et
dk ∈ Bv code une séquence d’arêtes doubles, pouvant être créées uniquement par la fu-
sion des sommets{σ∗

0(dl), . . . , σ
∗
0(dm)} et {σ∗

0(α0(dl)), . . . , σ
∗
0(α0(dm))}. La figure 5.5

illustre ces notations en présentant une régionv à trois niveaux de la pyramide. La sé-
quence de brins frontières séparant la régionv de la région qui lui est adjacente est codée
par les brinsd1 . . . .d5 au niveau0, pard1, d3 au niveaul1 et enfin par l’unique brind1 au
niveaul2.

Une séquence de brins frontières nous permet donc de retrouver l’ensemble des opéra-
tions de fusion ayant eu lieu entre les sommets composant le voisinageN0(v) à un niveau
inférieur àlv.
Du fait que deux coupes produisant les mêmes opérations de fusion surN0(v) amènent à la
même configuration locale pour le voisinage du sommetv, la séquence de brins frontières
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SBDi(d) aveci ≤ lv et d ∈ Bv nous permet de retrouver tous les voisinages possibles
pour le sommetv, produits par les différentes coupes dans la pyramideP .

5.2.2 Algorithme de réécriture

8
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1
⊲

11
⊲

2
⊲

14
⊲

3
⊲

9△ -12△

-13△
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4△

-10△7
▽

a) niveau 0

8
⊲

1
⊲

11
⊲

2
⊲
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6⊳ -5⊲
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-10△7
▽

b) niveau 3

8
⊲

1
⊲

4△

7
▽

c) niveau 6
1
⊲

-7△

d) niveau 9

FIG. 5.6 – Exemple de constructon d’une pyramide sur une grille3 × 2

Pour retrouver l’ensemble des voisinages d’un sommetv, survivant jusqu’à un niveau
lv dans une pyramideP nous pouvons utiliser une solution triviale qui consiste à partir
du niveaulv et de descendre successivement les niveaux en calculantσ∗(d) pour cha-
cun d’eux. Cette solution est néanmoins extrêmement coûteuse puisqu’elle nécessite de
reconstruire chacun des niveaux de la pyramide qui sont codés implicitement.

Algorithme 3 Calcul la séquence de brins frontières d’un brinb

entrée : un brin b , une carte combinatoireGi = (Di, σi, αi) du niveau courant i et
la carteGbase = (Dbase, σbase, αbase) correspondant à la base de la pyramide
sortie : séquence de brins frontière d’un brinb
Reecritures := ∅
Reecriture[base] := ∅
niveau := ∅
if (giveLevel(αbase(b))==i) then

renvoyerb
end if
bcourant := b
while αbase(bcourant) 6= αi(b) do
bcourant := σbase(b)
level := level(bcourant)
while ( ( level < i ) et (etat(level)∈ {contraction, boucleV ide}) ) do
bcourant := σbase(αbase(b))
level := giveLevel(bcourant)

end while
insererlevel dansniveau
ajouterbcourant àReecriture[base]

end while
construireRéécriture()
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Afin de calculer ces voisinages d’une manière plus efficace, nous avons défini un pre-
mier algorithme permettant de retrouver les réécritures d’une frontière se déroulant en
deux temps.

– un premier algorithme (Algo. 3) permet de calculer la séquence de brins frontières
(au niveau de base).

– à partir de la séquence de brins frontières nous calculons les réécritures pour chaque
niveaux grâce à la fonctionconstruireRéécriture(Algo. 4).

Nous utilisons dans cet algorithme la fonctionniveau qui retourne, pour tout brinb,
le niveau auquel il disparait dans la pyramide. Nous disposons également d’une fonction
etat permettant de savoir si un brin a disparu suite à une étape de suppression ou lors d’une
opération de contraction.

Cet algorithme (Algo. 3) va donc dans un premier temps retrouver la réécriture d’un
brin au niveau de base de la pyramide. En parallèle à la construction de la séquence de
brins frontières, il construit une liste des différents niveaux correspondant aux différentes
réécritures. Il fait ensuite appelle à la fonctionconstruireRéécriture, qui se chargera de
retrouver toutes les réécritures possibles de ce brins aux différents niveaux de la pyramide,
mémorisés au préalable pour éviter de calculer plusieurs fois une même réécriture.
La fonctionconstruireRéécriture(Algo. 4) va ainsi construire l’ensembles des réécritures,
en parcourant uniquement la séquence de brins correspondant à la réécriture de niveau
précédent.

Algorithme 4 fonction permettant de reconstruire l’ensemble des réécritures possibles
d’un brin, à partir de son écriture au niveau de base de la pyramide

fonction construireRéecriture
taille=longueur(niveau)
for n=1 à (taille-1)do

for tout brind dansReecritures[niveau[n− 1]] do
if giveLevel(d) < n then

ajouterd dansReecritures[niveau[n]]
end if

end for
end for
renvoyerReecritures

Prenons par exemple l’unique région présente dans la carte de la pyramide (fig. 5.6.d),
codée par le brin1. L’algorithme 3 va dans un premier temps nous fournir sa réécriture
au niveau de base, à savoir(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), ainsi qu’un tableau avec les niveaux dans
lesquels des réécritures seront effectuées, pour cet exemple niveau = (0, 3, 6, 9).

index 0 1 2 3
niveau 0 3 6 9

TAB . 5.1 – tableauniveau pour l’exemple de la fig. 5.6
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FIG. 5.7 – Les différentes réécritures possibles d’un contour de région correspondant aux
niveaux donnés en exemple dans la figure. 5.6. Pour chaque brin, le niveau auquel il survit
est indiqué dans la barre correspondante.

On peut également calculer l’ensemble des réécritures de chaque brin à partir des sé-
quences de connexion (Déf 61) défini par l’algorithme 5.9 [BRUN02]. Notre calcul de
réécritures est basé sur le fait que l’ensemble des brins composant une réécriture d’un brin
b au niveauj est compris entreb etσj(b) dans la séquenceBv. On peut donc modifier l’al-
gorithme 5.9 sur la ligne notée par⋆ de façon à parcourir l’ensemble des brins frontières
compris entreσj−1(prec[j]) et b′. Cet ensemble de brins frontière peut être stocké dans un
tableau auxiliaire mis à jour au fur et à mesure du parcours dela séquence de connexion.
Par exemple lorsque l’algorithme 5.9 rencontrera le brin7 celui ci va initialiserσ9(4) à
7. Les deux réécritures possibles du brin4 sont alors définies par{4, 5, 6} et {4, 6} (fi-
gure 5.8). Ce second algorithme bien que présentant certaines propriétés intéressantes n’a
pas été pleinement testé faute de temps.

10

1
b1

4

−10
b2

6

2
b3

1
−13
b4

3

3
b5

7

−14
b6

9

4
b7

1
12
b8

3

5
b9

4

−9
b10

6

6
b11

7

8
b12

9

7
b13

10

1
b14

FIG. 5.8 – La séquence de connexion du brin1. Les brins frontières sont représentés en
gras.

5.2.3 Appariement hiérarchique et circulaire de chaînes

Pour toute séquence de brins frontièresSBDi(dj) = dj. . . . .dk aveci ≤ lv etdj ∈ Bv

nous considérons la règle de réécriture suivante :

ψij,k : dj. . . . .dk 7→ dj (5.12)
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ALGORITHME CONSTRUIRERÉECRITURE(int i,brin b) :

entrée : la carte du niveau de baseG0 = (D0, σ0, α0), un brin b et son niveau
maximum i.
sortie : fournit les différentes réécritures possibles d’un brin en mettant à jour
les fonctionsσ et ϕ pour tous les brins à chaque niveau permettant d’obtenir les
séquences de brins frontières pour chaque niveau.
brin b’
brin prec[i+1]
for (j=1 à min(niveau(b),i+1) do

prec[j]=b
end for
while niveau(b′) ≤ i do

if (etat(niveau(b′) == Contracté) ou
(niveau(b′) > i et etat(i) == Contracté) then
b′ = ϕ(b′)

else
b′ = σ(b′)

end if
for (j=1 à min(niveau(b′),i+1) do

if (etat(niveau(prec[j]) == Contracté) ou
(niveau(prec[j]) > i et etat(i) == Contracté) then
ϕj−1(prec[j]) = b′

else
σj−1(prec[j]) = b′ ⋆

end if
end for
for (j=1 à min(niveau(b′),i+1) do

prec[j]=b’
end for

end while

FIG. 5.9 – Algorithme permettant de retrouver l’ensemble des réécritures possibles d’une
région, à partir de sa séquence de connexion (au niveau de base de la pyramide).
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qui consiste à remplacer dansBv, la séquence de brinsdj . . . , dk, définie dans la carte
de baseG0, par un unique brindj appartenant à la carte de niveau supérieurGi. Pour éviter
toute confusion entre le brindj appartenant à la carte de baseG0 et celui appartenant àGi

nous allons utiliser la même notation pour le nom de la règleψij,k et son résultatdj dans
Gi. Nous avons ainsi :

ψij,k : dj. . . . .dk 7→ ψij,k (5.13)

D’un point de vue purement géométrique, la frontière orientée définie par le brin
ψij,k peut être définie comme la concaténation des éléments de frontières représentés par
dj . . . , dk au niveau0.

Soit Σ l’ensemble de règlesψij,k définies surBv et Σ(Bv) l’ensemble des réécritures
possibles de la frontièreBv par des règlesψij,k (calculées dans la section 5.2.2). Considé-
rons de la même façon l’ensemble des réécritures possibles deBv′, notéΣ′(Bv′).
Les deux ensemblesΣ(Bv) etΣ′(Bv′) représentent alors les différents voisinage possibles
dev etv′ pour les différentes coupes dans les pyramidesP etP ′.

Nous définissons alors la distance entre les voisinages dev et v′ par l’expression sui-
vante :

∆N(v, v′) = min
(m,m′)∈Rot(Σ(Bv))×Σ′(Bv′ )

∆(m,m′) (5.14)

dans laquelle∆ est une distance d’édition similaire à celle définie par l’équation 5.11.
Rot(Σ(Bv)) représente l’ensemble des permutation circulaires possibles sur l’ensemble
des chaînes contenues dansΣ(Bv).

Pour une rotation donnée, une telle distance peut être calculée efficacement [GDALYA 99B]
en utilisant les équations récursives suivantes :

∆(0, 0) = 0 (5.15)

∆(i, j) = min













∆(i− 1, j − 1) + δ(di, dj),

min
ψl

k,i
∈Σ,ψ′l′

k′,j
∈Σ′

∆(k − 1, k′ − 1) + δ(ψlk,i, ψ
′l
′

k′,j),

∆(i− 1, j) +K,
∆(i, j − 1) +K













(5.16)

– ∆(i−1, j−1)+δ(di, dj) représente un prolongement d’un appariement en rajoutant
le couple(di ↔ dj).

– min
ψl

k,i
∈Σ,ψ′l′

k′,j
∈Σ′

∆(k− 1, k′ − 1) + δ(ψlk,i, ψ
′l
′

k′,j) permet de calculer la réécriture four-

nissant le coût d’appariement minimum alors que

–

{

∆(i− 1, j) +K,

∆(i, j − 1) +K
représente les coûts de suppression d’un élément pour cha-

cune des deux chaînes.
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Dans l’équation 5.16,ψlk,i etψ′l
′

k′,j représentent deux règles de réécriture définies sur les
alphabetsΣ etΣ′. Les indexk etk′ sont respectivement plus petits quei etj et les niveaux
l et l′ doivent être respectivement inférieurs aux niveauxlv et lv′ . Notons également que la
distanceδ(di, dj) dans l’équation 5.16 est calculée à partir de la carte de baseau niveau0.

Dans un premier temps nous allons détailler les étapes majeures de cet algorithme
d’appariement hiérarchique, puis dans la section 5.2.5 nous allons le faire se dérouler sur
un exemple simple.

A partir de deux séquences de brins, ainsi que les réécritures pour chacun de ces brins,
nous désirons apparier ces deux séquences en minimisant lesdifférents coûts occasionnés,
par les différentes opérations d’édition.

Algorithme 5 Calcule un tableauRi,j des coûts d’appariement des deux séquences passées
en arguments

entrée : deux séquences de brinsA etB avec les réécritures possibles pour chacun
des brins des deux séquences
sortie : le tableau de coûtsRi,j

for tout brinbi dansA do
for tout brinbj dansB do

minL = calculReecLigne(bi, bj)
minC = calculReecColonne(bi, bj)
minLC = calculReecLigneColonne(bi, bj)
minCell = calculCellule(bi, bj)
∆[i, j] = MIN(minL,minC,minLC,minCell)

end for
end for
renvoyerR

L’algorithme 5 présente l’algorithme général de calcul d’une matrice de coût∆[n,m],
permettant ensuite de retrouver l’appariement optimal, entre les deux séquences de brins
passées en paramètre, en se basant sur l’équation 5.16.
A chaque étape, cet algorithme va calculer le coût minimum necéssaire pour apparier deux
brinsbi et bj en considérant

– les réécritures du brinbi (calculReecLigne(bi, bj))
– les réécritures du brinbj ( calculReecColonne(bi, bj))
– les réécritures combinées du brinbi et du brinbj ( calculReecLigneColonne(bi, bj))
– la substitution du brinbi par le brinbj (calculCellule(bi, bj))

La fonctioncalculReecLigne retourne le coût minimum d’appariement entre les deux
brins bi et bj en prenant en compte les différentes réécritures possiblesdu brin bi et en y
intégrant un coût de transformation (via réécriture). Ce coût peut être défini comme assez
faible du fait que ces réécritures existent dans la pyramide, et qu’elles n’impliquent donc
pas de modifications structurelles.

FONCTION CALCULREECL IGNE(bi,bj ) :

mini = ∞
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for toutes les réécrituresrbi possibles du brinbi do
if ∆[rbi, bj] + coûtDeTransformation < minithen

mini = ∆[rbi, j] + coûtDeTransformation
end if

end for
renvoyer mini

De même, la fonctioncalculReecColonne va retourner le coût minimum de mise en
correspondance des brinsbi etbj en prenant en compte les différentes réécritures possibles
du brinbj .

FONCTION CALCULREECCOLONNE(bi,bj ) :

mini = ∞
for toutes les réécrituresrbj possibles du brinbj do

if ∆[i, rbj] +coûtDeTransformation < minithen
mini = ∆[i, rbj] + coûtDeTransformation

end if
end for
renvoyer mini

La fonctioncalculReecLigneColonne permet, quant à elle, de prendre en compte les
réécritures pour les deux chaînes en même temps.

FONCTION CALCULREECL IGNECOLONNE(bi,bj ) :

mini = ∞
for toutes les réécrituresrbi possibles du brinbi do

for toutes les réécrituresrbj possibles du brinbj do
if ∆[rbi, rbj]+coûtDeTransformation < minithen

mini = ∆[rbi, rbj] + coûtDeTransformation
end if

end for
end for
renvoyer mini

Enfin, la fonctioncalculCellule va retourner le coût minimum d’appariement des brins
bi etbj, en prenant en compte les suppressions possibles (en y affectant un coût important)
et également l’extension de l’appariement précédent en ajoutant simplement un coût de
substitution calculé sur la diagonale.

FONCTION CALCULCELLULE(bi,bj ) :

minC =∆[i, j − 1] + CoutSuppression
minL = ∆[i− 1, j] + CoutSuppression
minDiag =∆[i− 1, j − 1] + CoutDiag(i,j)
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renvoyer MIN(miniC,miniL,miniDiag)

La fonctioncalculCellule nécessite l’utilisation de la fonctionCoutDiag(i, j) don-
nant le coût nécessaire pour la substitution du brinbi avec le brinbj. Ce coût peut être
calculé avec toutes les informations que l’on possède sur nos brins (longueur du contour,
gradient le long du contour, couleurs, moments ...).

En parallèle à la construction du tableau de coûts, un tableau Retour (Figure 5.16)
permettant de retrouver les différentes opérations effectuées est construit. Ce dernier va
ainsi nous permettre de mettre en évidence le meilleur appariement possible entre les deux
séquences de brins.

Pour retrouver le chemin de l’appariement optimal, précédemment calculé, nous avons
codé les opérations d’édition de la façon suivante :

– 0.5 pour une mise en correspondance
– n pour une réécriture en colonne, transformant une séquence den brins en1 brin
– −n pour une réécriture en ligne, transformant une séquence den brins en1 brin
– 0 pour une suppression

Il suffit ensuite, en partant de la dernière case(n,m) de la matrice de coût, de remonter
en effectuant les opérations mémorisées, jusqu’à l’obtention de l’appariement global.

5.2.4 Analogie avec l’algorithme de plus court chemin

En étudiant la construction de la matrice de coût définie dansla section 5.2, nous pou-
vons noter une analogie entre l’algorithme 5 que nous proposons et l’algorithme de plus
court chemin (Dijkstra). Ce dernier permet de trouver un chemin de longueur minimale
entre deux sommets d’un graphe pondéré orienté ou non. Cet algorithme est présenté en
détail en annexe dans la section A.4.

Soient deux chaînesA0 = {a0
0, . . . , a

0
n} etB0 = {b00, . . . , b

0
m} définies sur des alpha-

betsΣ et Σ′, munies de règles de réécritureψlk,i et ψ′l
′

k′,j. Comme nous l’avons vu dans
la section précédente la matrice de coût va être calculée, enconsidérant les appariements
triviaux, mettant en correspondance des éléments du niveaude base, puis ceux nécessitant
des réécritures.

Nous allons définir un grapheG = (V,E) à partir duquel nous allons calculer un
chemin de poids minimum. Nous appeleronsD le sommet de départ dans le grapheG et
nous noterons(alp, b

l′

p′) un sommet du graphe. Ce sommet codera l’appariement du brinalp
(p-ième élément du niveaul) avecbl

′

p′ .

L’ensembleE des arêtes du grapheG est constitué par les arêtes :

– incidentes au sommet de départD
– [D, (a0

0, b
0
0)] correspondant à l’appariement des deux premiers élément decha-

cunes des chaînes à mettre en correspondance
– [D, (al0, b

l′

0 )] si ∃ψl0,k, ψ
l′

0,k′ codant les réécritures de brinsa0
0, . . . , a

0
k en al0 ainsi

queb00, . . . , a
0
k′ enbl

′

0 .
– ainsi que les autres arêtes :
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FIG. 5.10 – Les opérations de suppressions (I) et (III) ainsi quel’opération de substitution
(II) représentée dans la matrice de coût.

– [(aik, b
j
l , (a

l′

k′ , b
j′

l′ )] si














(I) k′ = k + 1, l′ = l opération de suppression
(II) k′ = k, l′ = l + 1 opération de suppression
(III) k′ = k + 1, l′ = l + 1 opération de substitution
(IV ) k′ ≥ k, l′ ≥ l si ∃ψik,k′ , ψ

j
l,l′ opération de réécriture

Ces arêtes vont ainsi correspondre aux différentes opérations d’édition que nous avons
défini dans la section 5.2. La figure 5.11 représente les opérations de suppressions repré-
sentées par les arêtes(I) et (II) dans le grapheG alors que l’opération de substitution
correspondant à la mise en correspondance de deux éléments venant élargir l’appariement
courant correspond à une arête de type(III). Les arêtes de type(IV ) ne sont représentés
mais relient sur la figure 5.11 la case(k, l) à des case de la sous matrice0 . . . k × 0 . . . l.

L’ensemble des sommetsV ′ avec lesquels nous allons effectivement travaillé peut être
défini comme la restriction de l’ensemble des sommets :

V = {(aik, b
j
l ), k ∈ {0, . . . , N}, l ∈ {0, . . . ,M}}

à la composante connexeCC(D) deG contenantD.

Le graphe G’=(V’,E) est connexe et orienté et par construction toute arête[(aik, b
j
l ), (a

i′

k′ , b
j′

l′ )]
satisfaitk′ + l′ > k + l. Le graphe résultant est donc acyclique. Chaque sommet de ce
graphe correspond à l’appariement d’un élément deA (ou une réécriture) avec un élément
deB (ou une réécriture) alors que les arêtes représentent le coût nécessaire pour cette
mise en correspondance. Le fait de calculer le plus court chemin menant du sommetD à
l’un des sommets de ce graphe n’ayant pas d’arêtes sortante est équivalent au calcul de
notre matrice de coût. Chaque élémentMi,j de la matrice de coût représente ainsi la dis-
tance minimale permettant d’apparier la sous-chaînea0, . . . , ai avecb0, . . . , bj en prenant
en compte les réécritures.

La figure 5.12 illustre le type de graphe acyclique obtenu lors de l’appariement des
deux chaînes représentées sur la figure 5.11.
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FIG. 5.11 – Exemple de chaînes avec les réécritures correspondantes.
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L’application direct de l’algorithme de Dijkstra sur le graphe présenté sur la figure 5.12
fournit un appariement équivalent à celui calculé dans la section 5.2.3.

5.2.5 Exemple d’utilisation

Nous allons illustrer le fonctionnement de notre algorithme sur un exemple simple
consistant à mettre en correspondance les deux séquences debrinsai = {a0, . . . , a11} et
bi = {b0, . . . , b11} correspondant à la figure. 5.13 représentant deux trianglesà différents
niveaux de finesses.

Pour illustrer cet exemple nous utiliserons des coups fixes pour chacunes des opéra-
tions élementaires :

– un coût de suppressionCoutSuppression = 10,
– un coût de transformation (via réécriture)CoutDeTransformation = 0.4 et
– un coût d’appariement (diagonal)CoutDiag à1.

Le tableau de coûts∆[i, j] correspondant, illustré sur la figure. 5.15, est construit dy-
namiquement en utilisant l’équation 5.16 et l’algorithme 5. La matrice de coût correspon-
dant à l’appariement de ces deux chaînes sans utiliser de réécritures est présenté sur la
figure 5.14. On peut déjà noter que le fait d’utiliser les réécritures diminue le coût global
d’appariement.

L’appariement débute par l’appariement dea0 ↔ b0. Le coût de 11 dans la caseM0,1

correspond au coût d’appariement dea0a1 ↔ b0, soit 1 poura0 ↔ b0 plus un coût de
suppression de 10. Le coût de 1,4 dans la caseM0,4 correspond au coût d’appariement de
la réécriture dea0a1a2a3 ena0 avecb0, soit 1 pour la mise en correspondance plus un coût
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FIG. 5.12 – Exemple de graphe acyclique correspondant à la mise en correspondance des
deux chaîne présentée à la figure 5.11. Le sommet de la fomre(ai, X) codent la suppres-
sion de l’élémentai, de même que les sommets de la forme(X, bj) codent la suppresion
de l’élémentbj.

FIG. 5.13 – Exemple de réécritures possibles d’une même région représentée à différents
niveaux dans deux pyramides.
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a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11

b0 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101 111
b1 11 2 12 22 32 42 52 62 72 82 92 102
b2 21 31 3 13 23 33 43 53 63 73 83 93
b3 31 41 51 4 14 24 34 44 54 64 74 84
b4 41 51 61 71 5 15 25 35 45 55 65 75
b5 51 61 71 81 91 6 16 26 36 46 56 66
b6 61 71 81 91 101 111 7 17 27 37 47 57
b7 71 81 91 101 111 121 131 8 18 28 38 48
b8 91 101 111 121 131 141 151 161 9 19 29 39
b9 101 111 121 131 141 151 161 171 181 10 20 30
b10 111 121 131 141 151 161 171 181 191 1 11 21
b11 121 131 141 151 161 171 181 191 201 211 2 12

FIG. 5.14 – TableauR[i, j] représentant les coûts minimaux d’appariement des séquences
de brins relatives à l’exemple de la fig. 5.13 sans prendre en compte les réécritures.

fixe de transformation de 0.4. L’ensemble de la matrice est ainsi remplie, en sauvegardant
en parallèle les différentes opérations effectuées dans lamatrice deretour.

L’appariement final pour cet exemple est donc retrouvé grâceau tableauretour illustré
sur la figure 5.16. En partant de la dernière caseM11,11 = (a11, b11) le 3 indique une
réécriture du brinb8, b9, b10, b11 en b8. Cette réécriture nous amène sur la case(a11, b8)
dans laquelle le−3 code une réécriture du brina8, a9, a10, a11 ena8. Nous arrivons alors
sur la case(a8, b8) dans laquelle le0.5 rencontré nous amène à apparier les brinsa8 et b8 .

En remontant la matrice jusqu’à arriver sur la case(a0, b0),l’appariement optimal four-
nit par l’algorithme met finalement en correspondance les couples de (brin,niveau) sui-
vants :{((a0, 3) ↔ (b0, 4)), ((a4, 2) ↔ (b4, 3)), ((a8, 1) ↔ (b8, 2))}.

5.3 Définition des attributs et expérimentations

5.3.1 Définition des attributs

Étant donnés une pyramideP et un sommetv ∈ VP , nous noteronsRv la région
géométrique associée au sommetv et ∂Rv la frontière de la régionRv. Le vecteur de
caractéristiques, défini dans la section 5.1, sera composé dans les expériences qui vont
suivre deM = 6 caractéristiques :

1. la première caractéristiqueFeat1(v) correspond à la taille en pixel de la régionRv.
Nous pouvons noter, comme nous l’avions imposé dans la section 5.1, que cette
caractéristique définit bien un critère croissant.

2. Les 3 caractéristiquesFeat2(v), Feat3(v) etFeat4(v) correspondent à la moyenne
de la régionRv pour chacunes des 3 composantes R,G et B.
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? ? ?
a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11

-
-

-

b0 1 11 21 1.4 11.4 21.4 31.4 11.8 21.8 31.8 41.8 22.2
b1 1.4 2.0 12.0 1.8 2.4 12.4 22.4 2.8 12.8 22.8 32.8 13.2
b2 11.4 2.4 3.0 11.8 2.8 3.4 13.4 3.2 3.8 13.8 23.8 4.2
b3 1.4 2.4 3.4 1.8 2.8 3.8 4.4 3.2 4.2 4.8 14.8 4.6

- b4 11.4 2.4 3.4 4.4 2.8 3.8 4.8 3.2 4.2 5.2 5.8 4.6
b5 21.4 12.4 3.4 4.4 5.4 3.8 4.8 5.8 4.2 5.2 6.2 4.6
b6 31.4 22.4 13.4 4.4 5.4 6.4 4.8 5.8 6.8 5.2 6.2 7.2
b7 11.8 2.8 3.8 4.8 3.2 4.2 5.2 3.6 4.6 5.6 6.2 5.0

-
-

-

b8 21.8 12.8 3.8 4.8 5.8 4.2 5.2 6.2 4.6 5.6 6.6 5.0
b9 31.8 22.8 13.8 4.8 5.8 6.8 5.2 6.2 7.2 5.6 6.6 7.6
b10 22.2 13.2 4.2 5.2 5.8 4.6 5.6 6.2 5.0 6.0 6.6 5.4
b11 22.2 13.2 4.2 5.2 6.2 4.6 5.6 6.6 5.0 6.0 7.0 5.4

FIG. 5.15 – TableauR[i, j] représentant les coûts minimaux d’appariement des séquences
de brins relatives à l’exemple de la fig. 5.13. Les flèches traduisent les multiples réécritures
possibles des différents brins

? ? ?
a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11

-
-

-

b0 0.5 0 0 -3 0 0 0 -3 0 0 0 -3
b1 1 0.5 0.5 1 0.5 0.5 0.5 -3 0.5 0.5 0.5 -3
b2 0 0.5 0.5 -3 0.5 0.5 0.5 -3 0.5 0.5 0.5 -3
b3 3 2 0.5 3 2 0.5 0.5 2 0.5 0.5 0.5 -3

- b4 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 -3 0.5 0.5 0.5 -3
b5 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 -3
b6 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
b7 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 0.5 3

-
-

-

b8 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 -3
b9 0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 -3 0.5 0.5 0.5 0.5
b10 2 2 2 2 0.5 2 2 0.5 2 2 0.5 2
b11 3 3 3 3 1 3 0.5 1 3 3 1 3

FIG. 5.16 – Exemple de tableauRetour[i, j], représentant les différentes opérations à
effectuer pour retrouver l’appariement optimal relatif à l’exemple de la Fig. 5.13 et aux
coûts calculés dans le tableau de la Fig. 5.15.
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3. Feat5(v) correspond à la taille en lignels de la frontière∂Rv et

4. Feat6(v) prend la valeur moyenne du gradient, calculée le long de la frontière∂Rv.

Lors de l’étape d’appariement circulaire de chaînes (section 5.2 ), pour un brind défini
à un niveaui de la pyramide, nous caractérisons la forme de la frontière orientée associée
au brind par l’intermédiaire d’une fonction qui va associer à chacundes points de la fron-
tière, la courbure [MALGOU08] de la frontière en ce point. Nous obtenons ainsi un vecteur
de courbures que nous compressons en un vecteur de 8 caractéristiques en utilisant les huit
premiers moments de Legendre, calculés par le biais d’une méthode rapide proposée par
Shen [SHEN96].

Les polynômes de Legendre normalisés sur un intervalle[−k, k] sont définis par :

Ln(x) =
dn

dxn
(x2 − k2)n

(2k)n.n!
(5.17)

Les moments de legendre en zéros d’un signalS correspondent au produit scalaire deS
avec les différents polynômes. Chaque momentMn est donc défini par :

Mn =< S,Ln >=

∫ k

−k

S(t).Ln(t)dt

L’objet de l’optimisation introduite par Shen, consiste à éviter le calcul explicite des dif-
férents polynômes de Legendre. Shen montre pour cela que lesmoments de Legendre
vérifient :

∀i ≥ 0







< L0, Si > = Si+1(k) − Si+1(−k)
< L1, Si > = Si+1(k) + Si+1(−k) −

1
k
< L0, Si+1 >

< Ln, Si > = < Ln−2, Si > −2n−1
k

< Ln−1, Si+1 >, ∀n ≥ 2

où lesSi correspondent aux moment cumulés d’ordrei du signalS. On posera par conven-
tion S0 = S.

En partant des polynômes de Legendre d’ordre 0 et 1 défini par :

{

L0(x) = 1

L1(x) = d
dx

(x2−k2)
(2k)

= x
k

des calculs élémentaires détaillés en annexe (section A.3)nous fournissent les 8 premiers
moments de Legendre :

1. M0 =< L0, S >

2. M1 =< L1, S >

3. M2 =< L0, S > − 3
k
< L1, S1 >

4. M3 =< L1, S > − 5
k
< L0, S1 > + 15

k2 < L1, S2 >

5. M4 =< L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2 < L0, S2 > −105
k3 < L1, S3 >

6. M5 =< L1, S > −14
k
< L0, S1 > +105

k2 < L1, S2 > −315
k3 < L0, S3 > +945

k4 <
L1, S4 >

7. M6 =< L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2 < L0, S2 > −105
k3 < L1, S3 >
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

(f)

FIG. 5.17 – Deux frontières mises en correspondance (e) et (f) calculées à partir de deux
pyramides obtenues à partir des partitions initiales (c) et(d) issues des images originales
(a) et (b).

8. M7 =< L1, S > + 1
k
< L0, S1 > +168

k2 < L1, S2 > +2142
k3 < L0, S3 > −15435

k4 <
L1, S4 > +45045

k5 < L0, S5 > −135135
k6 < L1, S6 >

9. M8 =< L0, S > + 6
k
< L1, S1 > −216

k2 < L0, S2 > −4410
k3 < L1, S3 > −38115

k4 <
L0, S4 > −249480

k5 < L1, S5 > −675675
k6 < L0, S6 > −2027025

k7 < L1, S7 >

L’intérêt principal lié à cette méthode tient au fait que lesexpressions correspondant
à chacun des moments peuvent être calculées en amont. La complexité liée à l’utilisation
de ces moments est donc réduite au calcul des moments cumulésSi et à l’évaluation des
expressions ci dessus, ce qui permet d’accélérer de façon conséquente l’ensemble des
calculs.

Nous ajoutons à ces 8 caractéristiques géométriques, troiscaractéristiques colorimé-
triques correspondant à la couleur moyenne du sommetσ∗

i (αi(d)) (voir Section 5.2). La
fonction de distanceδ entre deux brins est alors définie comme la norme infinie d’un
vecteurf en utilisant une étape de normalisation équivalente à celleutilisée dans l’équa-
tion 5.6 mais appliquée sur les caractéristiques des deux brins.

5.3.2 Résultats expérimentaux

Nous proposons dans cette section d’évaluer les performances de notre algorithme
d’un point de vue qualitatif et quantitatif. D’un point de vue qualitatif nous présentons des
résultats visuels de mises en correspondance de frontièressur différents types d’image.
D’un point de vue quantitatif nous proposons une étude de l’importance relative des cri-
tères utilisés lors de l’étape de préfiltrage ainsi que l’influence de la finesse des segmenta-
tions initiales sur les temps d’éxecution des différentes étapes de notre algorithme.

Nous présentons sur la figure 5.17 un premier résultat de notre algorithme exécuté sur
une paire d’images naturelles, représentant une même scène, prise avec un point de vue
différent. Les cartes combinatoires codant les niveaux de base des deux pyramidesP =
(G0, . . . , Gn) et P ′ = (G′

0, . . . , G
′
n′) sont obtenues par le biais d’un algorithme de ligne

de partage des eaux [BRUN05B] appliqué à chacune des images d’entrée. Le paramètre
α du gradient de Deriche réglant la finesse de la segmentation aété, dans ce cas, fixé à
0,5. Le schéma de construction permettant d’obtenir les niveaux suivants dans chacune
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

(f)

FIG. 5.18 – Deux frontières mises en correspondance (e) et (f) calculées à partir de deux
pyramides obtenues à partir des partitions initiales (c) et(d) issues des images originales
(a) et (b).

des pyramides utilise les heuristiques de fusion décrites dans la chapitre 3 de ce mémoire
(voir également [PRUVOT07] ). Les deux sommetsv et v′ appariés représentent la partie
supérieure gauche du livre dans les deux images. En utilisant nos règles de réécriture, les
deux séquencesBv etBv′ représentant le contour du livre dans les cartes combinatoires
des niveaux de base (Fig. 5.17 (c) et (d)) ont été regroupées en seulement3 brins (Fig. 5.17
(e) et (f)) :

– un brin séparant le livre du mur situé derrière (1 ↔ a) ;
– un autre pour séparer la partie rouge du livre de la partie blanche ;
– un dernier permettant de séparer le livre de la table sur lequel il repose.

Tous ces brins sont appariés à des niveaux différents dans les pyramidesP etP ′. Par
exemple le brin1 appartenant au838ime niveau deP est mis en correspondance avec le
brin a du niveau961 dans la pyramideP ′.

Nous présentons sur la figure 5.18 les résultats obtenus sur une paire d’images plus
complexes. Le paramètreα réglant la finesse de la segmentation a été cette fois ci réglé
à 0.8. Dans cet exemple les deux sommetsv et v′ appariés correspondent à la partie su-
périeure de la voiture dans les deux images. Les deux séquencesBv etBv′ permettant de
coder le contour de la voiture dans les cartes des niveaux de base pour chacune des pyra-
midesP etP ′ (Fig. 5.18 (c) et (d)) ont été regroupées en 4 brins (Fig. 5.18(e) et (f)). Les
brins appariés appartiennent encore une fois à des niveaux différents dans chacune des
pyramidesP et P ′, comptant respectivement 1839 et 1953 niveaux au total. Le résultat
du processus d’appariement hiérarchique pour cet exemple est l’ensemble des couples de
(brin, niveau) suivant :



















(a, 1821) ↔ (1, 1929)

(b, 1797) ↔ (2, 1908)

(c, 1779) ↔ (3, 1902)

(d, 1779) ↔ (4, 1899)

Nous présentons de la même façon sur la figure 5.19 différentsrésultats obtenus pour
d’autres images (ourson, grille-pain, pomme, container) dont certaines présentent un ar-
rière plan plus complexe. Les résultats sont similaires auxrésultats obtenus pour les images



5.3. Définition des attributs et expérimentations 157

précédentes et nous fournissent des ensembles de couples debrins appariés à différents ni-
veaux. Tous ces résultats ont été obtenus avec le paramètreα = 0.5.

Pour mesurer l’importance des différentes caractéristiques utilisées lors de l’étape de
pré-filtrage, nous avons observé pour trois images (voiture, livre et container) le position-
nement du couple de régions sélectionné pour l’appariementdans les exemples précé-
dents. Nous avons ainsi mesuré la modification du rang du couple de régions selectionné,
induite par le retrait d’une caractéristique. Plus les écarts de positionnement sont impor-
tants et plus l’attribut correspondant peut être considérécomme important pour cette étape.
L’analyse du tableau 5.2 présentant ces écarts de positions, tend à prouver que le gradient
moyen le long du contour est une caractéristique essentielle. Cette caractéristique qui est
la seule qui prennent en compte directement le voisinage de la région, occasionne un écart
de position important pour les trois images testées lorsqu’elle n’est pas prise en compte.
La première caractéristique qui permet de comparer la taille en pixels des régions se ré-
vèle également une caractéristique primordiale alors que la taille en lignels de la frontière
semble moins importante au bon déroulement de cette étape depréfiltrage.

caractéristique rétirée voiture livre container
taille en pixels +26 >100 +38
moyenne des 3 composantes RVB +18 +14 +26
taille de la frontière en lignels +11 +11 +16
gradient moyen le long de la frontière >100 >100 +87

TAB . 5.2 – Écarts relatifs de positionnement du couple de régions sélectionné pour l’ap-
pariement lors de l’étape de préfiltrage circulaire en enlevant une à une les différentes
caractéristiques. Ces écarts ont été mesurés pour les 3 images (voiture, livre et container).

L’ensemble des résultats présentés dans cette section est basé sur des hiérarchies de
coupes comme nous les avons définies dans le chapitre 3 . Nous avons effectué les mêmes
opérations à partir de hiérarchies binaires et si nous sélectionnons les mêmes couples de
régions au départ, nous obtenons exactement les mêmes résultats, ce qui n’a rien d’éton-
nant étant donné que les hiérarchies de coupes forment un sous ensemble des hiérarchies
binaires. Le tableau 5.3 présente les temps d’exécution pour ces deux types de hiérarchies.
Nous pouvons observer que même si le temps nécessaire à la construction d’une hiérar-
chie de coupes et légèrement plus important que pour une hiérarchie binaire, les étapes de
préfiltrage et d’appariement circulaire sont largement plus rapide avec les hiérarchies de
coupes composées de moins de niveaux.

L’utilisation de hiérarchies de coupes nous permet d’obtenir les mêmes résultats deux
à quatre fois plus rapidement qu’avec des hiérarchies binaires. Nous pouvons également
noter que pour l’image de la voiture nous avons du interrompre le processus d’appariement
après plus de deux heures de traitement, dans le cas de hiérarchies binaires, sans obtenir
aucun résultat.

Nous avons mesuré le comportement de notre algorithme en fonction du nombre de
régions dans les partitions initiales, en faisant varier leparamètreα du gradient de Deriche
entre 0.3 et 1. En sélectionnant le même couple de régions à apparier, nous obtenons des
résultats similaires mais les temps d’exécution de l’étapede préfiltrage aussi bien que ceux
nécessaires à l’étape d’appariement augmentent lorsque lenombre de régions dans les
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

(f)

(g) (h)

(i) (j)

(k)
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(m) (n)

(o) (p)

(q)

(r)

(s) (t)

(u) (v)

(w)

(x)

FIG. 5.19 – Mises en correspondance de frontières, calculées à partir de pyramides.
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avec hiérarchie de coupes avec hiérarchie binaire
image construction préfiltrage app. Total construction préfil. app. Total
livre 2’08 12’32 2’06 16’46 1’16 46’16 3’06 50’50
voiture 2’31 28’41 4’37 35’49 1’37 >2h - -
grille-pain 1’32 11’12 2’28 15’12 0’57 47’32 2’56 51’25
ourson 1’17 14’27 1’48 17’32 0’46 62’51 2’24 66’01
pomme 0’41 6’11 0’56 7’50 0’28 9’37 0’59 11’04
container 1’36 13’37 2’11 17’24 1’07 37’51 2’54 41’52

TAB . 5.3 – Temps d’exécution correspondant à chacune des étapesde l’algorithme de mise
en correspondance. Les temps sont donnés pour deux types de hiérarchies : des hiérarchies
de coupes ainsi que des hiérarchies binaires classiques. Pour chacun de ces deux cas, sont
donnés les temps nécessaires à la construction de la hiérarchie, à l’étape de pré-filtrage
ainsi que le processus d’appariement circulaire (colonne «app.»).

FIG. 5.20 – Temps nécessaire pour effectuer l’étape de préfiltrage (— bleu) l’étape d’ap-
pariement circulaire (- - - vert) ainsi que le temps total (.-.-. rouge) par rapport au nombre
moyen de régions dans les deux images à apparier pour l’imagede l’ourson.

partitions initiales augmente (voir Fig. 5.20 ). Notre algorithme reste néanmoins robuste
pour un nombre de régions important, mais l’utilisation de partitions très fines ne se révèle
pas forcement nécessaire pour obtenir un résultat satisfaisant, à partir du moment ou l’objet
d’intérêt est correctement détouré par la partition initiale et où il présente un contraste
suffisant avec le fond pour apparaître à un certain niveau de la pyramide.





CHAPITRE 6

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

NOUS avons présenté dans le chapitre 2 un état de l’art des différentes structures py-
ramidales permettant de représenter des hiérarchies de partitions.
Munis d’une vue d’ensemble des différentes représentations pyramidales, nous

avons présenté, dans le chapitre 3, différentes heuristiques permettant la construction de
hiérarchies de partitions. Les méthodes de construction que nous avons proposées, per-
mettent d’obtenir des segmentations stables et robustes tout en proposant un compromis
entre le temps d’exécution et l’énergie des partitions obtenues. Cette description est com-
plétée par une étude expérimentale aussi bien qualitative que quantitative des différentes
approches proposées, démontrant que les courbes d’énergies obtenues avec l’un de nos
algorithmes sont proches de la courbe d’énergie minimale endessous de laquelle aucun
algorithme de segmentation ne peut descendre. Ce résultat étant loin d’être évident, a
priori, puisque cette heuristique n’explore qu’une sous-partie de l’espace de recherche.

Nous avons ensuite présenté dans le chapitre 4 un état de l’art portant sur les princi-
pales méthodes d’appariement de graphes planaires : les approches algorithmiques puis
les approches par optimisation. En considérant les principales approches d’appariement
structurel nous avons proposé, dans le chapitre 5, une nouvelle approche au problème
d’appariement de régions.
Nous avons proposé de combiner plusieurs approches d’appariement en tirant parti des
principaux avantages liés à ces méthodes. Dans un premier temps nous construisons deux
hiérarchies de partitions dans le but d’effectuer un appariement hiérarchique comme le
propose Glantz [GLANTZ 03]. La construction de ces hiérarchies se base sur les critères
énergétiques définis dans le chapitre 3 et utilise les heuristiques de fusion que nous avons
proposées dans les sections 3.2 et 3.3. Nous obtenons ainsi des segmentations robustes aux
variations locales. Nous initialisons ensuite l’appariement en cherchant parmi les deux hié-
rarchies, un couple de régions dont les caractéristiques maximisent un critère de ressem-
blance en prenant également en compte des informations issues des voisinages orientés
des régions à mettre en correspondance. Cette dernière étapeest réalisée en utilisant un
algorithme calculant une distance d’édition sur les chaînes représentant les frontières des
deux régions. Ces chaînes sont représentées à différents niveaux dans la pyramide grâce à
des systèmes de réécriture.

En terme de travail d’implémentation :

Partant d’un codage des pyramides combinatoires définies par Luc Brun, nous avons
implémenté un codage explicite de la hiérarchie, sous formede dendrogramme. Les rela-
tions entre les deux structures sont réalisées au travers des labels de sommets et des éti-
quettes de brins. Ce codage explicite de la hiérarchie nous permet de calculer la séquence
des coupes optimales définissant une pyramide combinatoirede taille réduite. Cette pyra-
mide est définie à partir du dendrogramme et des coupes optimales en construisant l’en-
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(a) (b)

(c)

(d)

FIG. 6.1 – Deux frontières mises en correspondance avec en noir les brins correspondant
aux brins suivants rencontrés en effectuant une rotation alpha pour chaque morceau de
frontière au niveau pour lequel il a été sélectionné (c) et (d). Images originales (a) et (b).

semble des noyaux de contraction qui définissent ses différents niveaux. Le dendrogramme
et la pyramide combinatoire des coupes optimales sont utilisés conjointement pour respec-
tivement :

– préfiltrer notre base de régions ;
– effectuer l’appariement hiérarchique des contours des deux régions préfiltrées.

Notre travail personnel a été guidé par deux fils conducteur :

– proposer un méthode de segmentation hiérarchique permettant d’obtenir des parti-
tions stables et robustes aux variations locales dans le butd’apparier les régions ;

– définir une nouvelle méthode d’appariement hiérarchique,permettant d’outrepasser
les principaux inconvénients des méthodes existantes.

Les heuristiques de segmentation que nous avons définies sont basées sur le critère
d’escalade proposé par Guigues et utilisent une approcheascendante. Ce type d’approche
permet d’envisager un grand éventail de recherches. Les problématiques qui nous pa-
raissent d’un intérêt majeur et qui demeurent ouvertes sontl’utilisation d’autre heuris-
tiques de construction de hiérarchie.
Nous pourrions par exemple envisager des heuristiquesdescendanteutilisant l’idée pro-
posée dans la section 3.2 dans laquelle nous avons effectué des fusions successives par le
biais d’un algorithmeunion-findfournissant une partition avec deux régions, permettant
d’atteindre un minimum fixé a priori. Nous envisageons de renforcer cette heuristique en
continuant le processus de découpage des régions, ce qui permettrait de fournir une parti-
tion moins sensible aux petites perturbations locales.

En ce qui concernent l’appariement de régions, de nombreux axes de recherche sont
ouverts. Notre appariement se limite pour l’instant à une région dans chacunes des hié-
rarchies avec un voisinage appartenant à l’ensemble des coupes dans les pyramides. En
utilisant l’orientation du plan, nous devrions pouvoir étendre cet appariement initial sans
aboutir à une combinatoire trop importante.
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(a) (b)

(c)

(d)

FIG. 6.2 – Deux frontières mises en correspondance avec en noir les brins correspondant
aux brins suivants rencontrés en effectuant une rotation alpha pour chaque morceau de
frontière au niveau pour lequel il a été sélectionné (c) et (d). Images originales (a) et (b).

Les figures 6.1 et 6.2 présentent des mises en correspondancede frontières. Nous avons
tracé pour chaque brin appariéb, la faceσ∗

i (αi(b)) où i représente le niveau auquelb est
apparié. On représente donc les faces de «l’autre côté» des brins appariés aux niveaux où
ceux-ci sont définis. Nous pouvons observer que sur l’image de la pomme (Fig. 6.2) les
nouvelles faces peuvent être mises en correspondance directement. Sur la figure de l’our-
son (Fig. 6.1), les nouvelles faces de part et d’autre de l’ourson, codant respectivement
le tapis du billard et le mur, peuvent également être mises encorrespondance. Les faces
internes de l’ourson semblent par contre être définies à deuxniveaux différents dans les
deux pyramides. De fait, la face représentée sur la figure 6.1(d), est nettement plus impor-
tante que celle représentée sur la figure 6.1(c). Toutefois,nous pouvons raisonnablement
supposer l’existence d’une segmentation de la face internede l’ourson de la figure 6.1(d)
à un niveau inférieur de sa pyramide. Une des perspectives ouvertes par cette thèse devra
rechercher parmi toutes les segmentations de cette face, une sous face pouvant être mise en
correspondance avec la face interne de l’ourson définie sur la figure 6.1(c). Ce processus
d’agrandissement de l’appariement devra être itéré jusqu’à ce que tous les élargissements
possibles de l’appariement impliquent des faces trop différentes ou qu’une fonction de
coût globale sur l’appariement dépasse un certain seuil.

Les cartes combinatoires offrant un codage naturel des relations d’inclusion, leur prise
en compte lors du processus de mise en correspondance pourrait s’avérer cruciale pour
guider certains choix et diminuer encore la complexité générale du problème.

Du point de vue plus théorique, une étude sur la notion de coupe dans une pyramide
combinatoire pourrait nous fournir des informations intéressantes. Il pourrait notamment
être intéressant d’étudier, sous quelles conditions il existe un isomorphisme entre une carte
et une coupe issue d’une pyramide combinatoire ou encore d’approfondir l’étude des rela-
tions existant entre deux cartes combinatoires issues de deux coupes effectuées dans une
même pyramide.
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ANNEXE A

ANNEXE

A.1 Interpolation de l’énergie

Dans cette section nous allons détailler les différentes étapes de calcul permettant d’ob-
tenir une expression formelle de l’aire située sous la courbeEλ(C∗

λ(H)), par la détermi-
nation deǫ1, ǫ2 et de l’interpolation deEλ(C∗

λ(H)) sur [λi−1, λmax], définie section 3.2.2.

Eλ(Pmax)

λmaxλi−1

Eλ(Pn−2)

Eλ(Pi)

(a) Construction de la hiérarchie

αq−1

αp−1

λi−1
aqa0

λc λmax
apaj

Ej
αj

Emax

α0

Eλi−1
(Pi)

(b) Interpolation

FIG. A.1 – Représentation des données connues lors de la construction de la hiérarchie (a)
et illustrations des principales notations lors de l’interpolation(b).

Afin de simplifier les équations à venir nous oublions momentanément l’indicei et
redéfinissons les notations illustrées sur la figures A.1 parles notations suivantes :

E0 = Eλi−1
(Pi)

λ0 = λi−1

α0 = Ci−1

αp = Cn−2

Emax = Eλmax
(Pmax)

oùp désigne le nombre de régions de la partition courante.

Nous nous plaçons dans des conditions similaires à la section 3.2.2 en considérant
l’intervalle [λ0, λmax]. Définissons les pentes à l’origine et à l’arrivée respectivement par
α0 (pente à l’origine ) etαp (pente à l’arrivée) et supposons qu’il nous reste exactement
p fusions à effectuer avant d’obtenir la partition triviale ne comportant qu’une région.

Découpons l’intervalle[λ0, λmax] en deux sous intervalles[λ0, λc] ∪ [λc, λmax]. Où
λc ∈ [λ0, λmax] est une paramêtre de l’interpolation arbitrairement fixé àλ0+λmax

2
. Chacun

des deux sous intervalles[λ0, λc] et [λc, λmax] est découpé enq = [p
2
] sous intervalles de

façon à obtenirp sous intervalles sur[λ0, λmax]. Supposons de plus que la largeur desq
sous intervalles est fixe. On a donc :

∆1 =
λc − λ0

q
et∆2 =

λm − λc
q

177
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où∆1 et∆2 représentent respectivement la largeur des intervalles sur [λ0, λc] et [λc, λmax].

Chaque intervalleIj, j ∈ {0, . . . , p − 1} est affecté d’une penteαj, α0 etαp−1 étant
fixés.

La courbeEλ(C∗
λ(H)) étant concave et linéaire par morceaux, nous supposons de plus

que les pentesαj décroissent réguliêrement de pasǫ1 et ǫ2 sur chacun des intervalles
[λ0, λc] et [λc, λmax]. On a donc :

{

αi = α0 − iǫ1, ∀i ∈ {0, . . . , q − 1}
αi = αq−1 − (i− q + 1)ǫ2, ∀i ∈ {q, . . . , p− 1}

La premiêre contrainte à imposer pour déterminerǫ1 etǫ2 et d’indiquer que la décroissace
des pentes doit nous amener àαp−1 (connu). On a donc :

αp−1 = αq−1 − (p− q)ǫ2 = α0 − (q − 1)ǫ1 − (p− q)ǫ2

Ce qui nous donne :
(q − 1)ǫ1 + (p− q)ǫ2 = α0 − αp−1 (A.1)

La seconde contrainte et que partant deE0 nous arrivions au bout desp intervalles
à Emax. On a donc :

E0 +
∑q−1

i=0 ∆1αi +
∑p−1

i=q ∆2αi = Emax
∆1

∑q−1
i=0 αi + ∆2

∑p−1
i=q αi = Emax − E0

∆1

(
∑q−1

i=0 α0 − iǫ1
)

+ ∆2

(

∑p−1
i=q αq−1 − (i− q + 1)ǫ2

)

= Emax − E0

∆1qα0 − ∆1ǫ1
∑q−1

i=0 i+ ∆2

(

(p− q)αq−1 − ǫ2
∑p−1

i=q (i− q + 1)
)

= Emax − E0

∆1qα0 − ∆1ǫ1
q(q−1)

2
+ ∆2

(

(p− q)(α0 − (q − 1)ǫ1) − ǫ2
∑p−q

j=1 j
)

= Emax − E0

∆1qα0 + ∆2(p− q)α0 − ∆1ǫ1
q(q−1)

2
− ∆2

(

(p− q)(q − 1)ǫ1) + ǫ2
(p−q)(p−q+1)

2

)

= Emax − E0

Ce qui nous donne :

∆1ǫ1
q(q−1)

2
+ ∆2

(

(p− q)(q − 1)ǫ1) + ǫ2
(p−q)(p−q+1)

2

)

= ∆1qα0 + ∆2(p− q)α0 − (Emax − E0)

ǫ1(q − 1)
(

∆1
q

2
+ ∆2(p− q)

)

+ ǫ2∆2
(p−q)(p−q+1)

2
= ∆1qα0 + ∆2(p− q)α0 − (Emax − E0)

En utilisant notre premiêre contrainte (équation A.1), il vient :

ǫ1(q−1)
(

∆1
q

2
+ ∆2(p− q)

)

+∆2
p− q + 1

2
(α0−αp−1−(q−1)ǫ1) = ∆1qα0+∆2(p−q)α0−(Emax−E0)

d’où :

1

2
ǫ1(q−1) (∆1q + ∆2(p− q − 1)) = ∆1qα0+∆2(p−q)α0−(Emax−E0)−∆2

p− q + 1

2
(α0−αp−1)

Ce qui nous donne finalement :

ǫ1 = 2
∆1qα0 + ∆2(p− q)α0 − (Emax − E0) − ∆2

p−q+1
2

(α0 − αp−1)

(q − 1) (∆1q + ∆2(p− q − 1))

Le second epsilon (ǫ2) se déduit facilement deǫ1 à partir de l’équation A.1. On a donc
une courbe composée d’une série de segments de droites définis sur des intervalles (q
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intervalles∆1, puis p − q intervalles∆2). Chaque segment de droite sur un intervalle
Ii = [λi, λi+1], i ∈ {0, . . . , p− 1} peut être défini par le segment de droiteEi+αi(λ−λi)
oùEi est la valeur de la courbe (et donc de la droite) enλi.

Définissons les différentsEi :
– Pouri ∈ {0, . . . , q}, on aD0 = E0 et pour touti dans{1, . . . , q}

Ei = E0 +
∑i−1

j=0 αj∆1

= E0 + ∆1

∑i−1
j=0 αj

= E0 + ∆1

∑i−1
j=0 α0 − jǫ1

= E0 + i∆1α0 − ∆1ǫ1
i(i−1)

2

= E0 + i∆1

(

α0 + 1
2
ǫ1

)

− i2

2
∆1ǫ1

Notons qu’en utilisant la formule précédente on obtient bienD0 = E0. Celle-ci est
donc valable pour touti ∈ {0, . . . , q}.

– Pouri ∈ {q, . . . , p − 1}, on aEq = E0 + q∆1

(

α0 + 1
2
ǫ1

)

− q2

2
∆1ǫ1 et pour touti

dans{q + 1, . . . , p− 1} :

Ei = Eq +
∑i−1

j=q αj∆2

= Eq + ∆2

∑i−1
j=q αq−1 − (j − q + 1)ǫ2

= Eq + (i− q)∆2αq−1 − ǫ2∆2

∑i−1
j=q j − q + 1

= Eq + (i− q)∆2αq−1 − ǫ2∆2

∑i−q
k=1 k

= Eq + (i− q)∆2αq−1 − ǫ2∆2
(i−q)(i−q+1)

2

= Eq − q∆2αq−1 −
1
2
ǫ2∆2q(q − 1) + i∆2

(

αq−1 + 1
2
ǫ2(2q − 1)

)

− i2

2
ǫ2∆2

Notons qu’en utilisant la formule précédente nous avons bien Ei = Eq pour i = q.
La formule est donc valable pour touti ∈ {q, . . . , p− 1}.

Lesλi se calculent aisément à l’aide des formules suivantes :

{

λi = λ0 + i∆1, ∀i ∈ {0, . . . , q}
λi = λq + (i− q)∆2, ∀i ∈ {q, . . . , p− 1}

En résumé nous avons donc :

∀i ∈ {0, . . . , q − 1}






αi = α0 − iǫ1
λi = λ0 + i∆1

Ei = E0 + i∆1

(

α0 + 1
2
ǫ1

)

− i2

2
∆1ǫ1

∀i ∈ {q, . . . , p− 1}














αi = αq−1 − (i− q + 1)ǫ2
λi = λq + (i− q)∆2

Ei = Eq − q∆2αq−1 −
1
2
ǫ2∆2q(q − 1)

+i∆2

(

αq−1 + 1
2
ǫ2(2q − 1)

)

− i2

2
ǫ2∆2

(A.2)

Nous avons donc tous les paramêtres de la courbe interpolantEλ(C
∗
λ(H)) entreλ0 et

λmax. On peut donc à présent calculer l’aire sous la courbe interpolée.
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A.1.1 Calcul de l’intégrale

L’intégrale représentant l’aire sous la courbe (voir Fig 3.4) peut être définie à partir de
l’équation suivante :

p−1
∑

i=0

∫ λi+1

λi

Ei+αi(λ−λi)dλ =

q−1
∑

i=0

∫ λi+1

λi

Ei+αi(λ−λi)dλ+

p−1
∑

i=q

∫ λi+1

λi

Ei+αi(λ−λi)dλ

(A.3)

Nous allons dans un premier temps étudier le premier terme del’équation A.3, repré-
sentant la somme de0 à q − 1 :

q−1
∑

i=0

∫ λi+1

λi

Ei + αi(λ− λi)dλ =

q−1
∑

i=0

(Ei − αiλi)∆1 +
1

2
αi∆1(λi+1 + λi)

= ∆1

q−1
∑

i=0

Ei − αiλi +
1

2
αiλi+1 +

1

2
αiλi

= ∆1

q−1
∑

i=0

Ei +
1

2
αi∆1

= ∆1

q−1
∑

i=0

Ei +
1

2
∆2

1

q−1
∑

i=0

αi

Nous obtenons alors une sommet de deux termes. Calculons toutd’abord son premier
terme, à savoir la somme desEi ( équation A.2) :

q−1
∑

i=0

Ei =

q−1
∑

i=0

E0 + i∆1

(

α0 +
1

2
ǫ1

)

−
i2

2
∆1ǫ1

= qE0 + ∆1

(

α0 + 1
2
ǫ1

)

q−1
∑

i=0

i−
1

2
∆1ǫ1

q−1
∑

i=0

i2

= qE0 + ∆1

(

α0 + 1
2
ǫ1

)

q(q−1)
2

− ∆1ǫ1
q(q−1)(2q−1)

12

Calculons ensuite son second terme, représentant la somme desαi :

q−1
∑

i=0

αi =

q−1
∑

i=0

α0 − iǫ1

= α0q − ǫ1

q−1
∑

i=0

i

= α0q − ǫ1
q(q−1)

2

Nous obtenons ainsi pour la somme allant de0 à q − 1 :

q−1
∑

i=0

∫ λi+1

λi

Ei + αi(λ− λi)dλ = q∆1E0 +
1

2
α0∆

2
1q

2 − ∆2
1ǫ1

q(q − 1)(2q − 1)

12
(A.4)
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Calculons à présent le second terme de l’équation A.3, représentant la somme allant
deq à p− 1.

En s’inspirant de la démonstration précédente nous trouvons facilement :

p−1
∑

i=q

∫ λi+1

λi

Ei + αi(λ− λi)dλ = ∆2

p−1
∑

i=q

Ei +
1

2
∆2

2

p−1
∑

i=q

αi

Calculons dans un premier temps la somme desEi (équation A.2) :

p−1
∑

i=q

Ei =
∑p−1

i=q Eq − q∆2αq−1 −
1
2
ǫ2∆2q(q − 1) + i∆2

(

αq−1 + 1
2
ǫ2(2q − 1)

)

− i2

2
ǫ2∆2

= (p− q)
[

Eq − q∆2αq−1 −
1
2
ǫ2∆2q(q − 1)

]

+∆2

(

αq−1 + 1
2
ǫ2(2q − 1)

)
∑p−1

i=q i

−1
2
ǫ2∆2

∑p−1
i=q i

2

= (p− q)
[

Eq − q∆2αq−1 −
1
2
ǫ2∆2q(q − 1)

]

+1
2
∆2

[

αq−1 + 1
2
ǫ2(2q − 1)

]

[n(p− 1) − q(q − 1)]
− 1

12
ǫ2∆2 [n(p− 1)(2p− 1) − q(q − 1)(2q − 1)]

Calculons ensuite la somme desαi :

p−1
∑

i=q

αi =

p−1
∑

i=q

αq−1 − (i− q + 1)ǫ2

= (p− q)αq−1 − ǫ2

p−1
∑

i=q

i− q + 1

= (p− q)αq−1 − ǫ2

p−q
∑

j=1

j

= (p− q)αq−1 − ǫ2
(p−q)(p−q+1)

2

Nous obtenons ainsi pour la somme allant deq àp− 1 l’expression suivante :

p−1
∑

i=q

∫ λi+1

λi

Ei+αi(λ−λi)dλ = (p−q)∆2Eq+
1

2
∆2

2(p−q)
2αq−1−

1

12
(p−q)ǫ2∆

2
2

[

2(p− q)2 + 3(p− q) + 1
]

(A.5)

En sommant les équations A.4 et A.5 nous obtenons finalement l’expression de l’inté-
grale que nous cherchons :

A =

p−1
∑

i=0

∫ λi+1

λi

Ei + αi(λ− λi)dλ = q∆1E0 + 1
2
α0∆

2
1q

2 − ∆2
1ǫ1

q(q−1)(2q−1)
12

+(p− q)∆2Eq + 1
2
∆2

2(p− q)2αq−1

− 1
12

(p− q)ǫ2∆
2
2 [2(p− q)2 + 3(p− q) + 1]
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avec































Eq = E0 + q∆1

(

α0 +
1

2
ǫ1

)

−
q2

2
∆1ǫ1 (valeur de la courbe interpolée enλc)

∆1 =
λc − λi−1

q
(largeur des intervallesIj sur [λi−1, λc])

∆2 =
λmax − λc

q
(largeur des intervallesIj sur [λc, λmax])

Nous obtenons ainsi une expression formelle de l’intégraleen fonction,den, i, λ0, λmax,
E0, Emax qui sont supposés être des données connues du problème.

A.2 Démonstration de la proposition 3

Comme nous l’avons vu dans la section 5.1 l’étape qui consisteà réduire le nombre de
couples de sommets candidats à l’appariement, en sélectionnant l’ensemble des couples
(v, v′) ∈ VP × VP ′ tels que

∆F1(v, v
′) = |1 −

Feat1(v
′)

Feat1(v)
| ≤ ǫ1, (A.6)

revient à sélectionner tous les sommetsv′ de VP ′ dont la première composante du
vecteur de caractéristiques est comprise dans l’intervalle suivant :

Feat1(v
′) ∈ [(1 − ǫ1)Feat1(v), (1 + ǫ1)Feat1(v)] si Feat1(v) > 0

Feat1(v
′) ∈ [(1 + ǫ1)Feat1(v), (1 − ǫ1)Feat1(v)] si Feat1(v) < 0

(A.7)

Supposons que la caractéristiqueFeat1(v) soit strictement positive (∀v ∈ VP Feat1(v) >
0). Nous avons donc dans le cas où la première caractéristiquedu sommetv′ et légerement
inférieure à celle du sommetv :

si (1 − ǫ1)Feat1(v) ≤ Feat1(v
′) ≤ Feat1(v)

⇔ (1 − ǫ1) ≤
Feat1(v

′)

Feat1(v)
≤ 1

⇔ 0 ≤ 1 −
Feat1(v

′)

Feat1(v)
≤ ǫ1

(A.8)

et de la même manière, dans le cas ou la première caractéristique du sommetv′ et
légerement supérieure à celle du sommetv :

si Feat1(v) ≤ Feat1(v
′) ≤ (1 + ǫ1)Feat1(v)

⇔
1

1 + ǫ1
≤

Feat1(v)

Feat1(v′)
≤ 1

⇔ 0 ≤ 1 −
Feat1(v)

Feat1(v′)
≤ 1 −

1

1 + ǫ1

(A.9)
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or 1 − 1
1+ǫ1

= ǫ1
1+ǫ1

et ǫ1
1+ǫ1

≤ ǫ1

Nous obtenons finalement :

0 ≤ 1 −
Feat1(v)

Feat1(v′)
≤ ǫ1 (A.10)

Ce qui nous donne immédiatement l’implication suivante :

∆F1(v, v
′) ≤ ǫ1:f1(v, v

′) ≤ ǫ1 (A.11)

La validité de la condition 5.7 (∆F1(v, v
′) ≤ ǫ1) implique donc forcement que la condi-

tion 5.8 (f1(v, v
′) ≤ ǫ1) est également vérifiée.

A.3 Calcul des moments de Legendre (jusqu’à l’ordre 8)

Nous alons détailler dans cette section, les différents calculent nécessaire à l’obtention
des moments de Legendre jusqu’à l’ordre 8.

– Il faut tout d’abord commencer par calculer les moments cumulés définis par :

Si(0) = Si−1(0)

Si(j) = Si(j − 1) + Si−1(j)

– calculer ensuite< L0, Si >= Si+1(x+ k) − Si+1(x− k)
– puis calculer

< L1, Si >= Si+1(x+ k) + Si+1(x− k) −
1

k
< L0, Si+1 >

– finalement calculer les différents moments :

1. M0 =< L0, S >

2. M1 =< L1, S >

3. M2

M2 = < L2, S >
= < L0, S > − 3

k
< L1, S1 >

4. M3

M3 = < L3, S >
= < L1, S > − 5

k
< L2, S1 >

= < L1, S > − 5
k

(

< L0, S1 > − 3
k
< L1, S2 >

)

= < L1, S > − 5
k
< L0, S1 > + 15

k2 < L1, S2 >
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5. M4

M4 = < L4, S >
= < L2, S > − 7

k
< L3, S1 >

= < L0, S > − 3
k
< L1, S1 > − 7

k

(

< L1, S1 > − 5
k
< L2, S2 >

)

= < L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2

(

< L0, S2 > − 3
k
< L1, S3 >

)

= < L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2 < L0, S2 > −105
k3 < L1, S3 >

6. M5

M5 = < L5, S >
= < L3, S > − 9

k
< L4, S1 >

= < L1, S > − 5
k
< L2, S1 > − 9

k

(

< L2, S1 > − 7
k
< L3, S2 >

)

= < L1, S > −14
k
< L2, S1 > + 63

k2 < L3, S2 >

= < L1, S > −14
k

(

< L0, S1 > − 3
k
< L1, S2 >

)

+ 63
k2

(

< L1, S2 > − 5
k
< L2, S3 >

)

= < L1, S > −14
k
< L0, S1 > + 42

k2 < L1, S2 > + 63
k2 < L1, S2 > −315

k3 < L2, S3 >

= < L1, S > −14
k
< L0, S1 > +105

k2 < L1, S2 > −315
k3

(

< L0, S3 > − 3
k
< L1, S4 >

)

= < L1, S > −14
k
< L0, S1 > +105

k2 < L1, S2 > −315
k3 < L0, S3 > +945

k4 < L1, S4 >

7. M6

M6 = < L6, S >
= < L4, S > −11

k
< L5, S1 >

Calcul de< L4, S >

< L4, S > = < L2, S > − 7
k
< L3, S1 >

= < L0, S > − 3
k
< L1, S1 > − 7

k

(

< L1, S1 > − 5
k
< L2, S2 >

)

= < L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2 < L2, S2 >

= < L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2

(

< L0, S2 > − 3
k
< L1, S3 >

)

= < L0, S > −10
k
< L1, S1 > + 35

k2 < L0, S2 > −105
k3 < L1, S3 >



A.3. Calcul des moments de Legendre (jusqu’à l’ordre 8) 185

Calcul de< L5, S1 > :

< L5, S1 > = < L3, S1 > − 9
k
< L4, S2 >

= < L1, S1 > − 5
k
< L2, S2 > − 9

k

(

< L2, S2 > − 7
k
< L3, S3 >

)

= < L1, S1 > −14
k
< L2, S2 > + 63

k2 < L3, S3 >

= < L1, S1 > −14
k

(

< L0, S2 > − 3
k
< L1, S3 >

)

+ 63
k2

(

< L1, S3 > − 5
k
< L2, S4 >

)

= < L1, S1 > −14
k
< L0, S2 > +105

k2 < L1, S3 > −315
k3 < L2, S4 >

= < L1, S1 > −14
k
< L0, S2 > +105

k2 < L1, S3 > −315
k3

(

< L0, S4 > − 3
k
< L1, S5 >

)

= < L1, S1 > −14
k
< L0, S2 > +105

k2 < L1, S3 > −315
k3 < L0, S4 > +945

k4 < L1, S5 >

Nous obtenons ainsi :

M6 = < L0, S > −21
k
< L1, S1 > +189

k2 < L0, S2 > −1260
k3 < L1, S3 >

+3465
k4 < L0, S4 > +10395

k5 < L1, S5 >

8. M7 nous obtenons :

M7 = < L1, S > + 1
k
< L0, S1 > +168

k2 < L1, S2 > +2142
k3 < L0, S3 >

−15435
k4 < L1, S4 > +45045

k5 < L0, S5 > −135135
k6 < L1, S6 >

9. M8 nous obtenons :

M8 = < L0, S > + 6
k
< L1, S1 > −216

k2 < L0, S2 > −4410
k3 < L1, S3 >

−38115
k4 < L0, S4 > −249480

k5 < L1, S5 > −675675
k6 < L0, S6 >

−2027025
k7 < L1, S7 >

A.3.1 Calcul des polynomes de Legendre (jusqu’à l’ordre 6)

Pour calculer les moments de Legendre jusqu’à l’ordre 8, il est nécessaire de calculer
au préalable les polynômes de Legendre jusqu’à l’ordre 6. Laformule générale est donnée
par l’expression suivante :

Ln(x) =
dn

dxn
(x2 − k2)n

(2k)n.n!

Les polynômes de Legendre de l’ordre 0 à 6 sont alors :

L0(x) = 1

L1(x) =
d

dx

(x2 − k2)

(2k)
=
x

k
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L2(x) =
d2

dx2

(x2 − k2)2

(2k)2.2!
=

3x2 − k2

2k2

L3(x) =
d3

dx3

(x2 − k2)3

(2k)3.3!
=

5x3 − 3k2x

3k3

L4(x) =
d4

dx4

(x2 − k2)4

(2k)4.4!
=

35x4 − 30k2x2 + 3k4

8k4

L5(x) =
d5

dx5

(x2 − k2)5

(2k)5.5!
=

63x5 − 70k2x3 + 15k4x

8k5

L6(x) =
d6

dx6

(x2 − k2)6

(2k)6.6!
=

231x6 − 315k2x4 + 105k4x2 − 5k6

16k6

A.4 Algorithme de Dijkstra

L’algorithme de Dijkstra présenté sur l’algorithme 6 permet de calculer le plus court
chemin menant d’un sommet de départs à tous les autres sommets du graphe en faisant
grossir un ensemble de sommetS à partir duquel il peut calculer le plus court chemin. A
chaque étape de l’algorithme le sommet a ajouter à l’ensemble S est déterminé à l’aide
d’une file de prioritéQ qui contient l’ensemble des sommet deV \ S classés selon une
distance correspondant à la longueur du plus court chemin les séparant du sommet de
départ. Le sommetu extrait de la pile est ajouté à l’ensembleS et toutes les arêtes qui en
sortent sont pris en compte : si la distance des àu ajoutée au poids de l’arête sortant(u, v)
est inférieure à celle déja enregistrée pour le sommetv, alors la distance au sommetv est
mise a jour. L’algorithme itère ce processus jusqu’à ce que la fileQ soit vide.

Les sommets peuvent être étiquetés par trois états différents : (i) visité, (ii) non visté
ou (iii) traité.Les sommetsnon visitéscorrespondent aux sommets qui n’ont pas encore
été parcourus, lesvisitéssont ceux appartenant à l’ensembleV \ S et les sommetstraités
sont ceux qui ont été mis dansS.
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Algorithme 7 Algorithme de Dijkstra permettant de calculer le plus courtchemin entre
un sommets d’un graphe et les autres.

entrée : un grapheG = (V,E), un sommet de départs et une fonction de point sur
les arêtesw
Q = ∅, S = ∅
for tout sommetu dansV do
dist[u] = ∞
prec[u] = u
etat[u] = ¬visité

end for
etat[s] = visité
dist[s] = 0
inserers dansQ
while Q n’est pas videdo
u = ExtraireMin(Q)
S = S ∪ {u}
for tout sommetv voisin deu do

if w(u, v) + dist[u] < d[v] then
dist[v] := w(u, v) + dist[u]
prec[v] := u
if etat[v] = ¬visité then
etat[v] = visité
insérerv dansQ

else
if etat[v] = visité then

mettre à jour la valeur du sommetv dansQ
end if

end if
end if
dist[u] = ∞
prec[u] = u
etat[u] = ¬visité

end for

end while
renvoyer(dist, prec)





RÉSUMÉ. Cette thèse utlise les pyramides combinatoires pour construire des hiérarchies de parti-
tions et apparier des objets communs à celles-ci. Il se décompose donc en deux parties :

La première partie concerne la construction et la représentation de hiérarchies de partitions
d’images couleur. Dans ce contexte, nous présentons un cadre formelbasé sur un modèle énergé-
tique. Ce cadre permet la construction de hiérarchies stables et robustesen réalisant des coupes
optimales dans des hiérarchies indicées. Nous proposons et évaluons différentes heuristiques de
construction permettant d’obtenir ces hiérarchies.

La seconde partie traite d’appariement structurel hiérarchique. Nous partons du principe que les
images présentent, en général, des structures cohérentes à différentes échelles. Une structure com-
mune à deux scènes pourra voir sa représentation différer suivant l’échelle d’observation. Ainsi,
nous proposons une méthode d’appariement hiérarchique utilisant plusieurs échelles d’observation.
Cette méthode est basée sur une distance d’édition originale permettant de retrouver des structures
communes à deux hiérarchies de partitions.

T ITLE . Segmentation and hierarchical matching based on combinatorial pyramids framework

ABSTRACT. This thesis deals with the problems of segmentation and hierarchical matching ba-
sed on combinatorial pyramids framework. It is organized into two parts :

The first part deals with the construction and the encoding of hierarchiesof color images parti-
tions. In this context, we propose a formal framework based on an energetic model. This framework
builts stable and robust hierarchies by doing optimal cuts within indexed hierarchies. We propose
and evaluate different construction schemes to obtain such hierarchies.

In a second part, we study the matching of different objects between two hierarchies of par-
titions. We start from the assumption that images usually present coherent structures at different
scales. A common structure from two different scenes can have different representations depen-
ding from the scale of observation. We thus propose a hierarchical matching method using several
scales of observation. This method is based on an original edit distance which allows to determine
common structures within two hierarchies of partitions.
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