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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

devoir stocker de plus en plus de documents électroniquésugetypes, qu’il

s’agisse d’écrits, d'images, de musiques ou de séquendés.\Four pouvoir s’y
retrouver dans ces masses considérables de données, ted@sét’indexation et de clas-
sification sont nécessaires. Dans le cadre du traitemantadis, une étape préliminaire
a bon nombre d’applications d’'indexation de classificatioais également de suivi ou
de reconnaissance d’objets passent par un processus faennaket mettre en évidence un
objet ou une structure commune a plusieurs images.

N Ous assistons actuellement & une explosion du «tout numériqueamene a

Il existe de nombreuses approches permettant de résoutiypecee probleme. Une
des approches les plus prometteuses dans ce domaine es¢lamuorrespondance struc-
turelle. Les méthodes d’appariement structurel sont eemgéeffectuées sur des points
d’intérét ou une représentation de I'image en régions. Léthatdes d’appariement de
points ont été abondemment étudiées essentiellementsmrde la simplicité et de la
robustesse de ses descripteurs. Toutefois les infornsadi®@négion décrivent des zones de
I'image et portent donc beaucoup plus d’'information. Dansuite de ce document nous
allons proposer des méthodes de construction de part#ioant d'images en région et
des méthodes d’appariement des régions obtenues.

La segmentation peut étre définie comme un processus deesgntisant a extraire
des caractéristiques géométriques des images en faissiracion des nuances de cou-
leurs, des textures, des transparences et autres refléasopmposent. Comment aborder
un tel probléme ? Prenons par exemple la maison présentiédigure 1.1. Cette informa-
tion sémantique peut étre représentée par la segmentaéiserpee sur la figure 1.1 (b) ou
la forme de la maison se détache du fond. Est-ce uniquemes# gae nous connaissons
le concept de maison que nous somme capable d’en tracemegice®?

De nombreux travaux de psychologues ayant étudié la visiomime dans le courant
du X Xéme siecle, et notamment I'école du Gelstalt, tendent avprague notre percep-
tion visuelle aurait d’avantage tendance a effectuer Boraiement dans 'autre sens (voir
les travaux de Palmer feMER99] et Gordon [®RDON97] pour une synthése de ces
travaux ), et nous serions ainsi capable de reconnaitre jat [pdérce que nous savons en
détecter les contours. L'hypothése formulée par ces charshest qu’un traitement bas
niveau agirait lors des stades initiaux de I'acquisitios deémuli visuels, dans l'unique
but de structurer le flot de données brutes percues paria rétextraction des caractéris-
tiques géométriques de I'image permettrait dans un se@ngd la réalisation de taches
de plus haut niveau, telles que la catégorisation ou la reiesance.

La démarche méthodologique que nous allons suivre poudabt# probléeme d’ap-
pariement s’inspire de ces idées. Nous allons dans un preemgs segmenter I'image
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(@) (b)

FIG. 1.1 — Exemple de segmentation d’'une image naturelle

en tenant compte uniqguement de ses données physiquespsaa#tie préalablement son
contenu. Nous utiliserons ensuite la partition fournie lgaprocessus de segmentation
pour mettre en ceuvre la mise en correspondance

Le probléme de la segmentation est néanmoins un problémeasd) essentiellement
du fait que la notion d’objet elle-méme n’est pas completardéfinie. En effet lorsqu’un
étre humain observe une image naturelle, il y voit génératgrdes objets physiques ou
leurs parties. Il est donc capable de diviser cette imageadiep, ou ersegmentses re-
présentant. Les éléments composant I'image vont aloresksple plusieurs niveaux de
description. Si I'on observe par exemple une maison, la e@@gmentation est-elle celle
proposant les contours extérieurs de la maison, ou undipadiécomposant la maison en
différents éléments tels que les fenétres, la porte, leggaoutes ces descriptions sont fi-
nalement valides et nous ne pouvons affirmer arbitrairexopgnne description proposant
un niveau de finesse plus ou moins important est meilleure@moswonne qu’une autre.

Pour pallier a cette ambiguité, nous proposons d’utilisersegmentation hiérarchique
d’'une image permettant d’obtenir des segmentations prasedifférents niveaux de de-
tails. Pour segmenter une image naturelle, un humain vdifiderdifférents objets phy-
siques et démarquer leur contours jusqu’a un certain nideadétail, determiné par 'at-
tention qu'il leur accorde. La segmentation hiérarchiqered de reproduire ce processus,
réalisé naturellement par notre cortex cérébral. Poumabb@e segmentation robuste et
visuellement cohérente des objets d’intérét, présent l@arimages, nous allons incorpo-
rer dans le processus de construction des hiérarchiestatifs critéres énergétiques per-
mettant, par exemple, d’obtenir une modélisation de I'imagmme une fonction continue
par morceau.

Il existe différentes familles de méthodes permettant pfagher le probleme d’ap-
pariement de partitions. La complexité des méthodes diggpant structurelles est en
général treés importante et elle nécessite souvent l'atiba d’heuristiques pour espérer
approcher la solution optimale. Nombre d’entre elles setasur une structure de graphe
représentant les relations entre les régions et transfarfegrobléme en un probléme
d’appariement de graphe. L'un des inconvénients majeursedgpe d’approche est d
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au probleme d’inconsistance inhérent a toute méthode aeegggtion. Il est en effet tres
rare d’obtenir une correspondance exacte entre une régiom \&ritable objet. De fait,
un objet se retrouve le plus souvent, défini par I'union dsiplurs régions ou inversement
une région peut trés bien englober plusieurs objets.

Le fait d’'utiliser des hiérarchies nous permet d’outrepads probleme d’inconsis-
tance en proposant plusieurs niveaux de détail pour chacgge & apparier. Nous allons
de plus utiliser les pyramides combinatoires pour reptésers hiérarchies. Ce type de
structure possede des propriétés intéressantes qui vaspeomettre de guider le proces-
sus d’appariement et faire baisser la complexité du problétte fournit

1. un codage naturel de I'orientation du plan,
2. un vecteur de caractéristiques associé a chaque région,

3. le voisinage de chaque région, représenté a différevgamx pour affiner le proces-
sus de mise en correspondance.

Les pyramides combinatoires on également I'avantage décesaiter que trés peu d’'es-
pace memoire pour étre stockées et manipulées.

Le manuscrit s’articule en deux parties. Dans la premiergepaous allons étudier la
segmentation hiérarchique au travers de différentes stepres permettant de construire
des hiérarchies de partitions. Dans un premier temps, @actslpitre 2, nous allons rap-
peler quelques définitions ainsi que les principales pébgsi des différentes structures
hiérarchiques. Nous proposerons ensuite dans le chapdifééBntes heuristiques per-
mettant la construction de hiérarchies de partitions. Cgsoapes, basées sur la théo-
rie ensemble-échelle proposée par Guigues, vont nous fiegrd®btenir un compromis
entre le temps d’exécution et I'énergie des partitions ruxs.

La seconde partie considere I'appariement de régions dams kiérarchies. Nous
proposons, dans le chapitre 4 un tour d’horizon des pritesp@pproches pour I'apparie-
ment de graphes planaires : les approches algorithmigues aepproches par optimisa-
tion. Nous présenterons finalement dans le chapitre 5 uneetieapproche au probleme
de I'appariement de régions. Notre approche utilise lepntés topologiques, géomé-
triques, photométrique mais également hiérarchiquesni®yar les pyramides combi-
natoires, pour mettre en correspondance deux régionssisiudeux hiérarchies de seg-
mentations. Nous obtenons finalement I"appariement de @gians ainsi que la mise en
correspondance d’éléments de frontieres définis a différ@meaux dans la hiérarchie. La
mise en correspondance de ces éléments de frontiere camokag’appariement de deux
voisinages de région dans I'ensemble des coupes des dearchiés.
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priétés des structures qui nous seront utiles par la sugtestiructure nous en-

tendons d’'une part les structures mathématiques (alestyaitiles pour modéliser
notre probleme mais également les structures informagigtikes pour la manipulation de
segmentations

DANS ce chapitre, nous allons rappeler les définitions ainsi ga@lincipales pro-

2.1 Graphe

Pour la terminologie classique de théorie des graphes,neounsyons le lecteur a un
ouvrage de référence tel que " Graphes " de C.BergwfB70, BERGE7/4, BERGE33].
Nous rappelons ici brievement les quelques éléments rapess la bonne compréhen-
sion du manuscrit dans le cadre du codage et de la maniputipartitions.

Cette premiére section, étant principalement une suite fieitt#n, elle s’en trouve
naturellement aride et un lecteur familiarisé avec lesomstde graphe pourra la parcourir
relativement vite.

Définition 1 Graphe

Un grapheG = (V, E) est la donnée d’un ensemble finiappelé ensemble des som-
mets et d'un sous-ensemliledeV x V, appelé ensemble des arétes(de

Une arétee € F est définie par une paire non-ordonnée de sommets, appalés le
extremités de. Deux sommets et b définissant une aréte = (a, b) sont dit adjacents.
L’aréte e est dite incidente a etb.

Sauf mention contraire tous les graphes considérés damsueent seront non orien-
tés. Une aréte reliant deux sommetstb pourra donc étre indifferemment notée b) ou

(b,a).
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Définition 2 Boucle

Dans un graphez = (V, E) une arétec = (a,a) deux fois incidente & un méme
sommet est appelée une boucle.

Définition 3 Arbre

Un arbre est un graphe connexe ne contenant pas de cycle.

Définition 4 Arbre de recherche

Un arbre de recherche est un arbre dont chacun des nceuds pondsa un état et
chaque aréte code une transition entre les états qu’elie.rel

Définition 5 Feuille

Dans un arbre de recherche, une feuille est définie commeatimétpouvant amener
a un état difféerent. Une feuille est donc soit un arbre vidit goe extrémité d’'un arbre
ayant pour fils des arbres vides.

Définition 6 Forét

Une forét est un graphe défini comme l'union d’arbres deux @xd#isjoints. C’est
donc un graphe acyclique dont chacune des composantes»@astun arbre.

Définition 7 Graphe simple

Une graphe est dit simple s’il ne contient aucune boucle Badjacence entre deux
sommets est codée par au plus une aréte.

Définition 8 Graphe patrtiel

Un grapheG’ = (V, E’) est appelé un graphe partiel de = (V, E), si £’ est inclus
dansFE. Autrement dit, on obtier®’ en enlevant une ou plusieurs arétes au graphe

Définition 9 graphe labélisé

Un graphe labélis&s = (V, E, u, v, L,, L.) est défini par 'ensemble de ses sommets
V, de ses aréteg et par deux fonctions de labgletv :

w 'V — L, fonction de label sur les sommets
v :E — L, fonction de label sur les arétes

Définition 10 Sous graphe labélisé

Unsous graphe labélisé's = (V, Es, s, vs, Ly, L) d'ungrapheG = (V, E, y, v, L, L)
est défini pan, etv,, restrictionsdeuetraV, Cc VetE, C E (aveck, = ENV, x V).

Définition 11 Suppression

La suppression d'une arétec E d'un grapheG = (V, E) définit le graphe partiel
G' = (V,E — {e}).
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v

(@) G (b) G\ 3 () G/2

FIG. 2.1 — Suppression(b) puis contraction(c) d'une aréte dply (a).

Soite = (x,y) une aréte d'un graph@ = (V, E'). On noteG /e le graphe obtenu de
G par contraction de I'aréteen un nouveau sommet qui devient adjacent a 'ensemble
des voisins de ety. La contraction d’aréte se définit formellement de la fagamante :

Définition 12 Contraction

La contraction d’'une aréte = (z,y) € E avecz # y d'un grapheG = (V, E') définit
le grapheG’ = V', E') défini par :

V' =V U{v.}
ou v, est un nouveau sommet associé a

E' ={(v,w) € E{v,w}n{z,y} = 0}U{(ve, w)|(z,w) € E—{e} ou(y,w) € E—{e}}

Notons que la suppression d’'une aréte dans un graphe simgderpe la simplicité
du graphe. Ce n’est pas le cas de la contraction qui peut cesearétes doubles ou des
boucles. Ce phénomene est illustré sur la figure 2.1. Notaaemdgnt que I'opération de
contraction n’est pas définie pour les boucles.

Définition 13 Sous-graphe

Soit un graphe&z = (V, E), pour un sous-ensemble de sommeétsiclus dansV/, le
sous-graphe dé& induit par A estle graph&s’ = (A, E(A)) dont'ensemble des sommets
estA et 'ensemble des arétds(A) est formé de toutes les arétes@eayant leurs deux
extrémités dansl. Autrement dit, on obtient’ en enlevant un ou plusieurs sommets au
graphed, ainsi que toutes les arétes incidentes a ces sommets.

L'objet de ce manuscrit est la création et I'appariement altitppns. Comme nous le
verrons dans les sections suivantes, les graphes plafaingsssent un outil naturelle-
ment adapté au codages de tels objets. Les définitions sesvdes graphes planaires sont
empruntés a [RY69].

Définition 14 Isomorphisme de graphe

Deux graphe = (V, E) etG' = (V’, E’) sont dits isomorphes, si leurs ensembles de
sommets et d’arcs se correspondent par les bijections :

v eV — vieV’

v; € V < o.eV’ (Uiavj) SRS (U{ U/-) c FE'
J

17 7]
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FIG. 2.2 — Un graphe planair@ = (e, —) et son duali’ = (m, ...) définissant une aréte
double et une boucle vide.

Définition 15 Graphe planaire

Un graphe planaire topologique est un graphe plongé dafslont les sommets sont
des points distincts, les arétes des courbes simples ateadeux arétes ne se rencontrent
pas en dehors de leurs extrémites.

Tout graphe isomorphe a un graphe planaire topologique rgjraphe planaire.

Définition 16 Graphe dual

Le graphe duali = (V, E) d’un graphe planaire connex@ = (V, E) est défini de la
facon suivante :
— atoute facef de G on associe un sommet &ie
— atoute arétee € FE, on associe une aréte € E reliant les deux faceg; et f,
séparées par dansG.

Le graphe dual dé&; est donc le graphe dont les sommets correspondent aux faces
de G et ou deux sommets sont adjacents s'ils correspondent afdees adjacentes. On
désignera souvent le graphe init@lsous le terme de graphe primal pour le différencier
de son dual.

Nous pouvons noter qu’il existe une relation bijective enés arétes d’un graphe et
celles de son dual. De plus le dual du dualidest égal au graphe primal :

G=0G

Notons également qu'il existe une correspondance enti@ices configurations d’arétes
dansG et . Par exemple, une boucle dafsest associée a un pont darslors que ré-
ciproquement un pont présent dans le primal est représanténp boucle dans son dual.

Enfin, la planarité des graphes nous permet de caractéegains types d'arétes :

Définition 17 Boucle vide

SoitG un graphe planaire dont le dual eét. Une boucle vide est une boucle définis-
sant une face de degré 1 (et donc associée a un sommet de digméd).

Définition 18 Aréte double

SoitG un graphe planaire dont le dual eét. Une aréte double est une aréte contri-
buant a la définition d’'une face de degré 2. (donc associée soummet de degré 2 dans
Q).
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Ces deux derniers types d’arétes sont illustrés sur la FRy@reu I'arétel définit une
boucle vide tandis que les arétes 2 et 3 définissent des al@bbdes. Notez qué ne
définit pas une boucle vide tandis quee définit pas une aréte double. En effet les faces
associées a ces arétes ne sont respectivement pas de degré 1 e

Dans le cas du codage de partition avec un graphe plangweytilétre utile de définir
la notion de graphe de régions et de graphe de frontieres.

Définition 19 Graphe de Régions

Un graphe planaireG connexe associé a une partition d’'une image est appelé un
graphe de régions si chaque sommet#est associé a une région.

Définition 20 Graphe de Frontiéres

Un graphe planaireG connexe associé a une partition d’'une image est appelé un
graphe de frontieres si chaque sommet#eode I'intersection de frontieres de régions.

2.1.1 Définition relatives aux chaines

SoientX un alphabet de symboles; 'ensemble des chaines finies définies sur cet al-
phabetetX = x; ...z, etY =y, ...y, deux chaines de tailles respectivestm > 0. La
distance entre les chain&setY est définie en termes d’opérations d’édition élémentaires
nécessaires a la transformation deen Y avec un codt minimum. Les trois opérations
d’édition de base sont :

1. substitution d’un symboler € ¥ par un symboleg € ¥, notéer — y
2. insertion d’'un symboler € ¥, notée\ — =
3. suppressiond’un symboley € 3, notéey — A

dans lesquelles représente la chaine vide.

Définition 21 Séquence d’édition

Une séquence d’éditionS est définie comme une séquence ordonnée d’opérations
d’édition élementaires,, . .., s,.

Pour deux chaines structurellement proches, il existeé amesséquence d’édition de
faible colt alors que pour deux chaines dont la structurgestifférente une séquence
d’édition, dont le codt est important, sera nécessaire.

La distance d’éditionde deux graphes est alors définie comme le chemin d’édition de
colt minimum entre ces deux graphes.

Définition 22 Distance d’édition entre chaine

Soit ¢ une fonction de codt qui attribue a chaque opération d'éditi une valeur
réelle positivec(s). Le colt d’'un séquence d’édition est donc défini comme la sodes
colts de chacunes des opérations d’édition élémentairda gomposent :

p

c(S) = c(s:) (2.1)

=1
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La distance d’éditiorentre deux chaineX¥ etY est alors définie comme le co(t minimum
correspondant a une séquence d’édition permettant defoamer X enY :

d(X,Y) = min{c(S) : S est une séquence d’opérations d’'édition qui transfakmenY}
(2.2)

Définition 23 Chaines équivalentes

Soit X la chaine ayant subit une rotation circulaire depositions (i.eX® =
Tiv1..-TpTy...2; ). Deux chainesX et X’ de longueurn sont diteséquivalentessi
X' = X pour un entierl < i < n. Ceci définit une relation d’équivalence sut.

Définition 24 Chaine circulaire
La classe d’équivalence d’un chaine X, nofégest appelée unehaine circulaire

Définition 25 Distance d’édition circulaire

La distance d’édition circulaireentre deux chaine¥ etY est définie par

d(X,Y)=min{d XD, YD):i=1,....n j=1,...,m} (2.3)

La section suivante sera axée sur la représentation deéigastd’images 2D, mais
toutes ces notions peuvent s’étendre a des espaces de dimaristraire

2.2 Image discrete

On désigne sous le terme d’image numérique toute imagesEquéée, traitée ou sto-
ckée sous forme binaire. L'étape d’acquisition est réalss des convertisseurs analogique-
numerique situés dans des dispositifs tels que les scameeeppareils photo, les camé-
scopes numeériques ou tout dispositif possédant un capesitde a la lumiere recue. Ces
capteurs ont de nombreuses caractéristiques : leur définligur sensibilité spectrale, leur
sensibilité en luminosité, leur rémanence,. ... Pour dbtere image correcte et la resti-
tuer au mieux et sans perte, il est nécessaire d’organiseageeurs de fagcon a obtenir un
pavage du plan.

Il existe de nombreux pavages du plan permettant une disatién de I'espac®?,
mais pour représenter les images, les pavages regulierteguas souvent utilisés. Ces
pavages Vérifient les propriétés suivantes :

— Toutes les cellules sont identiques,

— Toutes les cellules sont convexes,

— Les arétes définissant les cellules ne se coupent qu’adruiésnités,

— les cellules sont régulieres (les lignes définissant leotwrdes cellules sont de

longueurs identiques et définissent un angle fixe a leurssedtgon)

— Les sommets des cellules sont incidents a un nombre fixelldéese

Dans le plarR?, seuls trois pavages vérifient 'ensemble de ces propriéeépavages
triangulaires, carrés et hexagonaux (Figure 2.3).
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(a) triangulaire (b) carré (c) hexagonal
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FIG. 2.3 — Exemples de pavages réguliers du plan

A tout pavage du plan on peut associer un graphe ou les somepeésentent les in-
tersections de cellules et les arétes les relations d'edfss entre ces sommets (Fig. 2.3).
Un tel type de graphe est évidement planaire et son dual (DBfst 16) est appelé un
maillage. Chaque sommet d’un maillage code une cellule dagegadeux sommets du
maillage sont adjacents si les cellules correspondantésgeat une aréte.

(a) Maillage hexago- (b) Maillage carré (c) Maillage triangu-
nal laire

FIG. 2.4 — Exemples de maillages réguliers du plan

Les images usuelles sont définies sur un maillage carré 2Dieégdans la suite de
cette section nous limiterons donc nos définitions a ce tgpmaillage.

L'ensemble des cellules d’'un tel maillage peut étre reprt&spar une grille discrete
{1,...,n} x{1,...,m} ot chaque cellule est associée a deux coordonnées entires
Les relations d’ajacences a l'intérieur de la grille disersont définies a travers la notion
de voisinage.

Définition 26 Voisinage sur une grille discréete

Etant donnée une grille discréfd, ..., n} x {1,...,m} et un sommeti, j) de cette
grille, on définit le4 et 8 voisinage ddi, j) de la fagon suivante :

— 4 voisinage :

Vi(i,g) = {( ") e N*[li = i'[ + |5 — j'| = 1}
Notons que le graphe déduit de cette relation de voisinageespond au maillage.

Cela revient a dire que deux cellules sdntoisines si elles ont au moins un coté en
commun.

— 8 voisinage

Vi(i,§) = Urey Uie o {4k, j + D}
Vs(i,j) = {(@,5") € N*[maxf|i —i'| + 17 — 5|} = 1}
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Deux cellules sont dort&voisines si elles partagent au moins un c6té ou si elles ont
un sommet en commun.

La figure 2.5(a) et (b) illustre les deux types de voisinagésgdemment définis sur
un maillage carré. Le graphe défini par les relatibhsorrespond au graphe du maillage.

T

N

L +H— LS
R RERd % Nl
RN TN
L_I_.I__I L_I_.I__I
(a) 4-connexité (b) 8-connexité

FiG. 2.5 — Différents types de connexité rencontrés dans unagaitarre.

La cl6ture transitive de la relation de voisinage précédentrdéfinie est une relation
d’équivalence, notée , que I'on peut interpréter comme « il existe un chemin coenex
entrex ety »

Définition 27 Chemin

Un chemin est une suite de points, définis sur la grille d’urllage, tel que chaque
point appartient au voisinage du point suivant.

r~ys Hey, oot /e € Vi), o € V(). .2, € V(Y)

Le chemin est dit « fermé » si le dernier point est égal au pFepoint. On peut noter
gue cette notion de chemin est relative au maillage et a laeaté choisie. On peut donc
introduire la notion de x-chemin, comme étant un chemin défirx-connexité.

Définition 28 Région
Un ensemble de sommets d’une image sera dit connexe si et seulement si pour tout
couple de point$P, ) de X; il existe un chemin contenu dais et joignantP et
V(P,Q)e X? 3P=P,....P,=Q|V;€{2,....,n} P X, etPcV(P.,)

Un ensemble de pixetconnexe est appelé une régioronnexe.

Notons, qu’ avec les maillages carrés, il est parfois néiesde considérer des choix
opposés d’adjacence et de connexité pour I'objet (la figategon complémentaire (le
fond). Si on utilise par exemple la 4-connexité pour repmé=eune figure, il faudra
prendre la 8-connexité pour le fond, et inversement ( figusg 2

La notion derégion définie en image, et utilisée dans la suite du manuscriteserr
pondra donc a un ensemble connexe de pixels. Maintenanegigenotion est clairement
définie nous allons pouvoir définir une partition.
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Q0000

L X X X¢)

08880 ao

sXeX X X o) ol ¥ Ja

ODe0000 ¥ X X8

0C®00D ol X X Y
8:::8 s X X X Yo
Ceee®n o) N X N6
00000 0000
(a) 8-4connexité (b) 4-8connexité

FIG. 2.6 — Différents types de connexités pour un chemin fermé.

Définition 29 Partition

Pour les images numériques 2D s’appuyant sur un maillageécatont le domaine
est une partie dé&Z?, une partition est définie par la donnée d’'un ensemble deoréyyi
couvrant I'ensemble de I'image et disjointes 2 a 2.

P={Ry...R,} avec Viy,;RjUR; =0 et P=| |R

=1

De nombreux travaux ont été réalisés autour de la notion dgpdans une image
discrete[KOVALE89]. Il en ressort que pour pouvoir définir correctement lestaurs
d’une partition, de fagcon a ce qu'ils vérifient les propréigpologiques habituelles (comme
le théoreme de Jordan [A&XAN 61], I'utilisation d’une topologie basée sur la notion d’in
terpixel apparait comme une bonne solution.

Cette notion d’interpixel revient a expliciter les difféten cellules intervenant dans un
pavage ou un maillage du plan. Ces différentes cellules séseptées sur la figure 2.7,
dans le cas d’'un image discréte définie en deux dimensions.

— Les cellules de dimension 2 sont appelées les pixels
— Les cellules de dimension 1 sont appelées les lignels
— Les cellules de dimension 0 sont appelées les pointels

o
ointel }\ lignel
p \. ®

FiG. 2.7 — Les différents éléments interpixelaires en dimengio

pixel

Ces cellules sont liées les unes aux autres par la relationidénce. Deux cellules
sont dites incidentes si I'une appartient au bord de I'autkes sont dites adjacentes si
elles sont de méme dimension et toutes deux incidentes a éme reellule de dimension
(n-1).

Grace a ces notions nous pouvons a présent définir formeitldesenotions de courbe
et de frontiére.
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Définition 30 Frontiéres d’'une partition

Courbe interpixels : Une courbe est définie comme une suite de pointels et dedignel
Co, . - ., Cop VErifiant :
-V, €{0,...,k}, co; €St un pointel
-V, €{0,...,k— 1}, coy1 €St un lignel
- V; €{0,...,2k — 1}, ¢;ete;, 1 sontincidents
Lignel frontiere : Dans le cadre d’'une partition, un lignel frontiére est unri@ bordé
par des pixels appartenant a deux régions différentes.

Courbe frontiere : Une courbe frontiere est une courbe interpixel dont touditgeels
sont des lignels frontiere.

Une courbe est dite simple quand elle ne s’auto-interseagep encore si toutes ses
cellules sont distinctes. Elle est dite ferméegsi ¢y

Nous pouvons donc définir la frontiere interpixel entre dedgionsR; et R, comme
un ensemble de courbes frontiéres simples. Nous appeleaos tout pointel d’une
frontiere interpixel, relié & au moins 3 lignels-frontiegesegmenttoute suite maximum
de lignels frontiéres située entre deux nceuds.

Définition 31 Adjacence de région

On dira de deux régions qu’elles sont adjacentes, si elleslsordées par une méme
courbe-frontiere.

Cette définition de I'adjacence est une relation binaire.oNstque la notion d’ad-
jacence peut recouvrir des notions tres diverses. En é#fetregions bleu et marron de
la Figure 2.8 pourront avoir une seule frontiere commungufé 2.8(a)) ou bien avoir
plusieurs frontieres communes (Figure 2.8(b)) ou encareidtluses I'une dans l'autre
(Figure 2.8(c)). Toutes ces configurations correspondidatméme notion d’adjacence
entre les deux régions.

+
Bl )

(a) 1 frontiére commune (b) 2 frontiéres comunnes (c) inclusion

FiG. 2.8 — Différentes configurations caractérisées par urdioal d’adjacence entre les
régions bleues et marrons. Ces deux régions présentent uoe 2a(b) frontieres com-
munes ou sont encore incluses (c) 'une dans l'autre.
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Définition 32 Composante connexe

Une composante connexe d’'une partition est définie commasenle de régions
adjacentes lui méme inclu dans une région de la partition.

La Figure 2.9(b) présente 'ensemble des frontiéres inkerde I'image Figure 2.9(a).
Nous pouvons remarquer que la frontiére entre les régihnst R, est composée d’'une
courbe fermée, alors que la frontiere entre les régiBnet R, est composée de deux
courbes distinctes. Notons que les régidhset R; n'étant pas adjacentes leur frontiére
est vide.

(a) Eléments interpixel (b) noeuds et segments

FIG. 2.9 — Partition représentée par des éléments interpixeirfai que la représentation
de ses frontiéres interpixel avec des nceuds (carrés noassesegments (lignes noires) .

Cette facon de définir les frontiéres, grace a des entitéspgrekires va nous per-
mettre de définir des régions, dans une image, au pixel ppésne illustré dans la Fi-
gure 2.10

(@) image na- (b) zoom
turelle d’'un sur
pécheur I'image

@)

FIG. 2.10 — Frontiéres interpixels obtenues sur une image elsur
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2.3 Graphes et partitions

Nous présentons dans cette section quelques-uns depptirehodeles permettant la
représentation d'images 2D segmentées en régions. Damsmigptemps ( Section 2.3.1)
nous présentons le Graphe d’Adjacence de Régions noté RAG Remion Adjacency
Graph). Ce tout premier modele de représentation d'imagesegihentées en régions, a
été une source d’inspiration pour de nombreux modéles. Noussuivrons ensuite (Sec-
tion 2.3.2) en présentant la structure de graphes duaugegtiétre considérée comme une
évolution des RAG, apportant des solutions a certainesdtioits de ces derniers. Nous
terminerons cette étude des différents modeéles a la Se&BaB, ou nous présenterons la
structure de carte combinatoire et ses liens avec les émastinterpixel.

2.3.1 Graphe d’adjacence de régions
Le Graphe d’adjacence de Régionsoté RAG, est une des premiéres structures uti-

lisées pour coder des partitions et ainsi représenter degas?2D segmentées en régions,
en rendant compte des relations d’adjacences entre lésatifes régions de I'image.

R A R5 R4 R5

R,
R

(@) Image segmentée en ré- (b) Rag correspondant
gions.

FIG. 2.11 — Image en 2D segmentée en régions (a) et le RAG corréapbfb)

L'un de ses principaux avantages tient au fait qu’il se défias simplement. En effet,
c’est un graphe simple (Def. 7), ou chaque nceud représepteegion de I'image seg-
mentée et deux sommets sont reliés par une aréte si les dparg€orrespondantes sont
adjacentes (Déf 31). Dans le cadre de méthodes ascendariitsson de régions est codée
par des opérations de contraction (Def. 12) et suppresBief (1, voir également sec-
tion 2.4.3.a). Le codage de partitions par graphe d’ad@eest illustré par la Figure 2.11
présentant une image segmentée en régions avec le RAG aordasyb.

Le RAG se positionne comme un moyen efficace de représenterader les rela-
tions d’adjacences entre les régions. Il a 'avantage @’'éimple a définir et de pouvoir
s’étendre en dimension quelconque. Il représente égatamenoyen efficace pour mettre
a jour les différents parametres de régions lors de fusioosessives.

Il possede néanmoins certaines limitations qui ne permets de différencier cer-
taines configurations ou relations.

— Il ne représente pas I'adjacence multiple. Sur notre elenhp la Figure 2.11, la
région R; est adjacente a la régid®, le long de deux courbes frontiéres (Déf. 30).
Cette information n’est pas représentée dans le RAG
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— Il ne permet pas de différencier les relations d’adjacemndées relations d’inclusion.
Ceci est également illustré sur le RAG de la Figure 2.11(b) quiermet pas de dif-
férencier la relation d’adjacence entre les régifipet R5 et la relation d’'inclusion
existant entre?; et RR,.

Cette structure n’est donc pas a méme de représenter certainfgurations rencon-
trées dans les images. Ceci est illustré par la Figure 2.42Jaguelle on peut voir, que
les deux panneaux, ayant pourtant une topologie différsotd représentés par le méme

( @

(@) (c)

FIG. 2.12 — Deux panneaux signalétiques (a)(b) avec le RAG quneant a leur seg-
mentation en régions (c)

Ces nombreuses limitations ont motivé I'étude d’'une évolutiu RAG, les graphes
duaux.

2.3.2 Graphes duaux

Les graphes duaux ont été introduits, dans le cadre du caldagartition, principale-
ment pour pallier aux limitations des RAG. L'idée principakt de conserver deux graphes
en paralléle, une extension du RAG d’'un coté, et son grapHedduautre.

Le premier graphe est une simple extension du RAG, auquel altarss ajouter des
arétes multiples et des boucles afin de coder les multipdesiéres entre deux régions et
caractériser les relations d’'inclusion.

Plus précisément, dans le cadre du codage de partitiongéiia= {R; ... Ry} d’'un
domaine d¢&Z? , le dual dei notéG sera défini comme le graphe des frontiéres des régions
connexes, tel que :

— chaque aréte dé@ modélise une courbe-frontiére (Def 30) entre deux régiais-a
centes. Chacune de ces arétes sera coupée par une atetepi@sentant I'adja-
cence entre deux régions.

— chaque sommet d& modélise un point de jonction entre au moins trois courbes-
frontiere (ou avec le bord du domaine).

— chaque face dé représente une région de la partitiBnCes faces seront représen-
tées dang; par un sommet.

Par rapport au graphe primal correspondant au RAG étendu, le role des sommets et
des faces est échangé dans son dual
— les faces dé- (correspondant aux régions), constituent les sommets du RAG
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— les sommets dé' (correspondant aux nceuds géométriques) constituenties dai
RAG.

Notons que l'aspect de dualité se retrouve également darapkrations de contrac-
tions et suppressions d’arétes. En effet une suppressaétd’dang- est équivalente a
une contraction dan§. Inversement une contraction dafisest équivalente a une sup-
pression dané.

Ce type de structure admet également des boucles permedtaatattériser les rela-
tions d’inclusion. Ces boucles sont dles au fait que le grgpingal ainsi que son dual
doivent étre tous deux connexes. De ce fait, une aréte «ficteliant une région incluse a
la région la contenant est ajouté dans le graphe dual. Céteedavient une boucle autour
de la région contenant l'autre, dans le graphe primal.

La Figure 2.13 présente un exemple de graphe dual de I'imagkpart segmentée
en régions. Nous avons représenté sur la Figure 2.13(bafhgrdual en noir, alors que
le graphe primal est représenté en marron. Nous pouvonsvebser cet exemple que le
graphe primal est bien une extension du RAG, tenant désokoaipte des adjacences
multiples (il y a désormais deux arétes entre les réegiBnet R,) et représentant les
relations d’inclusion au moyen de boucles. La régitbncontenant la régioi?; posséde
ainsi une boucle sur son sommet qui entoure le sonitpet

Notons également la présence, dans le graphe dual, d’ulediati&e reliant le bord de
la régionR3 avec celui de la régioR;. Cette aréte est fictive, du fait qu’elle ne représente
pas, contrairement aux autres arétes de ce graphe, un@ffeoantre deux régions. Par
contre, cette aréte est un pont @eet est par conséquent nécessaire pour conserver la
connexité du graphe dual. Ce pont @ecorrespond & une boucle dafis Cette boucle
permet de caractériser le fait que la région correspondasbamet incident a la boucle
inclut au moins une région.

R, -
[J
‘—.
2
(@) Image segmentée en ré- (b) Le graphe dual correspon-
gions. dant

FIG. 2.13 — Image 2D segmentée en régions (a) et le graphe duaspondant (b)

Ce type de graphe possede néanmoins plusieurs inconvénients

— Il est nécessaire de maintenir a tout moment deux graphearatéle , ce qui peut
s’averer colteux en temps de calcul ( il faut multiplier pamxitoutes les opérations
de mise a jour), mais également en espace mémoire (obligdécstocker deux
structures).



2.3. Graphes et partitions 21

— Lexistence d’'une boucle incidente a un sommet permet dectéxiser le fait que la
région associée a celui-ci inclue une région. En revanehéstance d’'une boucle
ne permet pas de dire quel sommet va étre inclu dans I'autoeeSgllustré dans la
Figure 2.14 qui présente deux configurations définissami@&mses relations d’adja-
cences entre les sommets et les faces. Il est donc impodsilolécider si la boucle
incidente aB entoureA ou C.

F1 F2
® @
A C

() (b)

FIG. 2.14 -
Deux graphes duaux illustrant I'impossibilité de carasgrles relations d’inclusion.

Ce type de structure a été largement utilisé pour modéliserodereux problemes
dans le domaine du traitement d'imageNjJ&E.EROO, KROPATO5A, KROPATI5C, KRO-
PAT95B] et a également servi de base pour la définition de la strueutel BRAG intro-
duite par Guigues [GIGUEQ3].

2.3.3 Les cartes combinatoires

Les cartes topologiques ont été étudiées dans les annéesp@ind de vue combina-
toire par Tutte (voir [DTTE73, W.T.84] par exemple) et Walsh [T.A2T.728]).

Elles ont été introduites dans un premier temps pour régoadies problemes tels
gue I'énumération des familles de cartes en fonction deaicertcritéeres, par exemple :
combien y a-t-il de cartes planaires:@dommets etn faces ? Cette recherche s’est heur-
tée rapidement a la complexité des calculs formels qu'eleessite (voir par exemple
[TUTTEGS]) et seules les cartes planaires ont conduit & des résakplicites.

Les travaux de Cori dans les années 70 (voir par exempb®[5]) ont considéra-
blement développé cette étude des cartes planaires. Cestiten de carte combinatoire
(introduite par Edmonds [EvMOND60]) qui est au départ de ces développements.

Nous présentons ici les définitions et les liens entre leéem®de carte topologique et
de carte combinatoire.

Les cartes combinatoires sont basées sur la définition déssdapologiques qui
codent la décomposition d’'une surface en un ensemble finod#g)’ et un ensemble
fini £ de courbes ouvertes de Jordan. Nous baserons la suite éedégtloppement sur
la définition des cartes topologiques donnée par EdmobpafEND60, GARETH78] au
début des années 60.

Définition 33 Carte topologique
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Etant donné un ensemble non vifle'espaces topologiques (appelés arétes) chacun
homéomorphe a l'intervallé = [0, 1] ou au cercle unité?, nous définissons I'ensemble
YV C G = Ucee (V est 'ensemble des sommets) tel quasi= e NV ete” = ¢\ Ae
alors :

1. Sie est homéomorphe &' alors [Ae| = 1 (e est appelé une boucle) alors que si
e est homéomorphe A= [0, 1] Ae contient une ou deux des extrémités:de est
alors respectivement appelé une aréte libre et un segment).

2. Pour toute aréte distincte, e, € &, e N e = 0.
3. Pour toutv € V, le nombre d’arétes telles quev € Ae est fini.

Pour illustrer cette définition, considérons la figure 2.1s@posons que chaque
contour de la figure 2.15(b) code une courbe réelle (le mépe dg raisonnement peut
étre conduit avec des courbes discrétes). L'ensetbkra alors défini par I'union de I'en-
semble des points de contours définis par ces courbes . Unetoappartenant & sera
défini comme l'intersection de plusieurs contours. Uneeaa@ipartenant & sera codée
comme une courbe comprise entre deux sommets. La courbéeeftrhée si les deux
sommets sont confondus,et est homéomorphe a I'ensesthb{gest donc une boucle. Si-
non la courbe est ouverte et est homéomorphe a l'interya#€d0, 1], une telle courbe est
appelée un segment.

Plus généralement, une carte topologique correspond eé st une surface d’un
ensemble de segments (éventuellement fermés) respeatdriis conditions suivantes :

— ils ont au plus deux extrémités (condition 1)

— il ne peuvent se croiser que sur une extrémité (condition 2)

— un nombre fini de segments se rencontrent en chaque sononditien 3)

(a) pecheur (b) Contours d’une segmen-
tation

FIG. 2.15 — Ensemble des contours d’'une segmentation illudaartion de carte topo-
logique.

Cette définition étant un peu trop générale pour les appicatiui vont suivre, nous
supprimons la possibilité des arétes libres.

Chaque aréte comprend donc deux extrémités appelées brimgu€hbrin appartient
par construction a une seule aréte. De plus, comme chaqueet@st situé aux extrémités
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d’'une aréte (condition 2), un brin n’appartient qu'a un ssarhmet alors qu’'un sommet
peut correspondre a plusieurs extrémités d’arétes et dpheseeurs brins. Le nombre de
brins d’'un sommet est appelé son degré. Le degré de tout paitérieur a un segment
(p € e, e € ) est fixé & par convention.

On définit sur 'ensemble des brins une applicatiogui associe a chaque brin d’une
aréte le brin restant dans la méme aréte. L'applicatiest donc une involution permettant
de passer d’'une extrémité d’'une aréte a l'autre (figure 3))1&t ses cycles codent les
arétes du graphe.

Pour définir les sommets nous supposerons que :

Propriété 1 Pour tout pointp € G, de degrék, il existe un voisinagé’, de p dansS
et un homéomorphismg, de V, dansD = {z € C | |z| < 1} tel quey,(p) = 0 et
Up(V,NG) = {z € C|2*e0,1[C R}.

Cette propriété nous permet de définir un ordre cyclique smsEmble des brins de
p en assimilant 'ensembl&, N G, défini pour tout poinf, a un ensemble de rayons
répartis autour de ce point. Cet ordre définit une permutatiofiensemble des brins d’'un
sommet. Chaque brin appartenant a un seul sommet, la coiopatess cycles, définis sur
chacun des sommets, définit une permutatiosur 'ensemble des brins. On peut voir
cette permutatiom comme une rotation permettant de passer d’un brin, au bivars,
en tournant dans le sens positif autour d’'un sommet (figur&(B)).

o(b)
b oz(lz ° A/b

R —r
(T_l&\
(@) o (b) &

FIG. 2.16 — lllustration des permutationset o

Lemme 1 Etant donnée une carte topologique conngXef) et deux permutations et
o sur 'ensemble des brins telles que deux bfiret b’ appartiennent au méme cycle

— dea s'ils appartiennent & une méme aréte et

— deo s'ils appartiennent a un méme sommet,

il existe une bijection naturelle entre les arétesédet les cycles de la permutatienainsi
gu’entre les sommets deéet les cycles de la permutations

Preuve:
Voir [CORI75] 0

Cori [CORI75] montre qu’a partir d’'une carte topologiq(k, £) connexe, on peut :
— définir un ensemble de brir3.

— coder les arétese £ par les cycles de la permutation

— coder les sommetsc V par les cycles de la permutation
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Le triplet défini panD, o, ) est appelé unearte combinatoire [CORI75].

Définition 34 Carte combinatoire

Une carte combinatoiré; = (D, o, «) est définie par un ensemble de briPset deux
permutationsr et sur D telles quex et une involution sans point fixe.

Vb € D 2(b) = b eta(b) # b.

Un sommet possédant un briirest codé par le cycle de contenant. Ce cycle est
notéc*(b). De méme, I'aréte contenant un bfiest codée par le cycle decontenant.
Ce cycle est noté*(b). Plus généralement, pour une permutatioite 7-cycle d’un brin
b sera notér*(b).

En termes de cartes, la notion d’ensemble d’aréte est catédep ensembles symé-
triques de brins :

Définition 35 Ensemble symétrique de brins

SoitG = (D,o,«) une carte combinatoire, un ensemiffe C D sera appelé un
ensemble symétrique de brins@esi o*(B) = B.

Un codage d’une partition du plan par une carte combinagsirprésenté sur la figure 2.17
ou l'involution o est implicitement codée par le signe. Ce type de codage igpbst
souvent utilisé dans les applications{&6].

Ry
-5 q -1
6'
S R410
R 7 8
7 R [
3 2 -1 4
-12 R
12
—"‘5 %
(@) Image segmentée en ré- (b) carte combinatoire

gions.

FiG. 2.17 — Image 2D (a) et la carte combinatoire correspondamieasegmentation en
régions (b)

Notez que le codage d’'une partition du plan par des graphgses (section 2.3.1)
ou des graphes duaux (section 2.3.2) ne fait pas appel aianrae carte topologique.
Cette correspondance explicite entre les arétes de la aambicatoire et celles de la
carte topologique nous garardifriori une description correcte de la partition.

Nous illustrons ce propos sur la figure 2.18 qui représent& gartitions différentes
dans lesquelles seuls les sommétst B ont été échangés. On peut noter d’'une part que
ces partitions ne seraient pas représentables avec déegmples du fait de la présence



2.3. Graphes et partitions 25

(3,4,-3,5,6,-5,7,8, -7, -2) (3,4,-3,7,8,-7,5,6, =5, —2)
(@)

FIG. 2.18 — Deux cartes combinatoires distinctes non codalblledgs graphes simples et
non distinguables par des graphes duauxolaycle du sommet central est indiqué sous
chaque figure.

de boucles. D’autre part ces deux partitions ne differaatsyu I'orientation, elles seraient
codées de facon semblable par des graphes duaux.

Comme nous venons de le voir une carte combinatoire peut étieiedcomme un
codage d’une partition connexe du plan par une carte tojplegElle peut également
étre définie comme un codage particulier d’'un graphe plan@ieci va nous conduire a
définir le dual d’'une carte combinatoire :

Définition 36 Dual d’'une carte combinatoire

Le dual d'une carte combinatoit€ = (D, o, ) connexe noté& est une carte combi-
natoire définie par le triplet; = (D, ¢ = 0 0 a, ).

Les cycles de la permutation = o o o codent les faces de la carte combinatoire.
Gareth [®ARETH78] montre que s(z est connexe, il existe une bijection naturelle entre
les cycles de» et 'ensemble des composantes connexesS (g

On peut facilement démontrer, que comme pour tout graphe; G : o étant une
involution, nous avong oo = c o v o @ = ¢. Donc :

5:(’D,4poa,a):(’]),a,a) =G.

La suppression d’'une aréte se traduit, en terme de cartaspaimple modification
de la permutatiom [BRUN99] :

Définition 37 Suppression d’'une aréte

Soient une carte combinatoi@ = (D, o, «) et un brinb € D qui ne définit ni une
boucle directe ni un pont dans. La carte issue de la suppression de I'arétgb) est
notéeG \ o*(b) et définie par le tripletD — {b, «(b)}, o', ') avec:

V' € {o71(b), 07 a(b)}o' (V) = o
ACaO) = of
o'(0™ (a(D))) = o(a(b)
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Comme nous l'avons vu dans la Section 2.4.3.b la suppressiaredsemble d’arétes
dans un graphé&’ se traduit par la compression des arétes correspondamgesaola dual
G. Inversement la compression d’'un ensemble d’arétes@asasrépercute par la suppres-
sion des arétes correspondantes danBu fait que dans le cadre des cartes combinatoires
les arétes d’une carte et son dual son définis a partir du méseendble de brins (Déf. 36),
on peut définir 'opération de contraction comme étant urgeratpon de suppression ef-
fectuée dans le dual :

Définition 38 Contraction d’un brin
Soient une carté&’ = (D, 0, «) etun brinb C D. La carte contractée est définie par :

G'=G/D =G\b.

(@ G (b) G/a*(1,5)

FIG. 2.19 — Opération de contraction. Les arétes corresporadaded brins contractés sont
représentées en traits épais

La Figure 2.19 illustre une opération de contraction. Ont peter que tout comme
une opération de suppression, la contraction préserviedi@tion des brins autour du
sommet contracté. Cette propriété permet, si les sommetsadete combinatoire codent
les régions d’'une partition, d’obtenir les régions que lfencontre en tournant dans le
sens anti-horaire en utilisant I'ordre cyclique défini siague sommet par la permutation
o.

Nous pouvons également retranscrire quelques notionfiesde la théorie de graphe
en terme de carte combinatoire. Un bbine D, dans les configurations suivantes sera
appelé :

— une boucle siv(b) € o*(b);
— un pont sie(b) € p*(b);

D’autres configurations de brin propres aux graphes ples@ieuvent également étre
caractérisées en termes de brins dans les cartes combasatoi

— une boucle vide si(b) = a(b) ;
En effet, on a alorg(a(b)) = o(b) = «a(b). Le p-cycle dea(b) est donc réduit a
(c(b)). Le brina(b) code donc bien un sommet de la carte duale de degré 1 ce qui
est compatible avec la définition 17 (voir également le brinFig. 2.3.3(a) et (b)).

— un brin pendant si(b) = b.
Notez que sir(b) = b alors¢(«(b)) = o(b) = b. Un brin pendant correspond donc
a une boucle vide dans le dual (et vice versa, voir le brrFig. 2.3.3(a) et (b)).
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1 3 -2 -4
() Compmm 3 )
-1 3 2 4

@):G = (D,o,0) (b):G = (D,p,q)

FIG. 2.20 — Les arétes*(1),a*(2),a*(3),a*(4) codent respectivement une boucle directe,
un pont, une boucle et une aréte pendante de la carte cowibin@(a). Chacune de ces
arétes devient une autre configuration particuliere daoarte duale~(b)

— une aréte double si?(b) = b.
Le p-cycle deb est donc égal &, (b)) etb code bien un sommet dual de deg@ré
Une telle caractérisation est compatible avec la défint&rNotez que?(p (b)) =
©(©2(b)) = ©(b). Donc, sib est une aréte double(b) I'est également.

Par extension, nous dirons qu’une aréte est une boucle auwdedirecte, un pont ou
une aréte pendante si un des ses brins vérifie la proprigEspandante.

Chacune de ces caractérisations d’aréte dans la cartégeiti@espond a un autre type
de configuration particuliére dans la carte duale. Ces quoretances sont explicitées dans
la tableau 2.1 (voir également Fig. 2.3.3)RBN99].

| Configuration dans&: | Configuration dans |

boucle pont

pont boucle

boucle directe aréte pendante
aréte pendante boucle directe

TAB. 2.1 — Relations entre les configurations particuliéresétésr dans la carte initiale et
son dual

De méme que pour les graphes duaux, les boucles permetiecardes combinatoires
de caractériser I'existence de relations d’inclusion. Elisant le plongement des arétes
ainsi que l'orientation du plan, explicitement encodésil gossible d’obtenir I'ensemble
des régions incluses dans une région donnéaf®5A] et ainsi lever 'ambiguité ren-
contrée avec les graphes duaux dans certaines configation

Tout comme les graphes duaux, les cartes combinatoireseftenthde coder les ad-
jacences multiples et de caractériser les relations digichs.Toutefois, les cartes pré-
sentent des avantages supplémentaires permettant égaléensesoudre les problemes
rencontrés par les graphes duaux. Du fait que les cartesicataibes admettent un co-
dage implicite du dual (Déf.36) , elles ont I'avantage dessmwer I'ensemble des infor-
mations fournies par les graphes duaux en maintenant umhe steucture, ce qui evite
les doubles mises a jour. Enfin cette structure permet detéaiser compléetement les
relations d’inclusion [RRUNOG] et de profiter de I'orientation du plan pour différencier
certaines configurations, indissociables avec des graplas< (Figure.2.18).
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2.4 Codage de Hiérarchies

2.4.1 Relations hiérarchiques

Le terme hiérarchie, tiré du grdgerossignifiant «sacré» edrkho signifiant «régle»
est défini comme un systeme de classement et d’organisatiohates ou de personnes.
Chaque élément de ce systeme (excepté I'élément le plus hastogtte hiérarchie) est
subordonné a un seul autre élément.

Il peut étre utile pour la suite de ce développement de ddémmotion d’ordre. Un
ordre est une relation binaire permettant de comparer é@seadits d’'un ensemble entre
eux. On peut par exemple citer I'ordre naturel défini sur lesiiores réels< ou encore
l'inclusion ensembliste.

Définition 39 Ordre

Une relation binaire< sur un ensembl&” est un ordre si :

Vo, xi e € X (2 2 xj) A (xj = wp):(z < xp) (2.5)

de plus I'ordre=< est total si :

Dans un ensemble totalement ordonné, tout couple d’élenagmartenant a cet en-
semble peut étre comparé (Equation 2.6 ).

Définition 40 Relation de couverture

Soit (X, <) un ensemble ordonné ef, z; € X. On dit quex; est couvert par:; (ou
x; couvrez;) et on noter; < x; Siz; < x; et si pour toutr tel quez; < z < z; on a
r = ;. Autrement dit, il n’existe pas € X tel quexz; < x < ;.

Définition 41 Ordre hiérarchique
Une relation d’ordre< sur un ensembl& est un ordre hiérarchique si :

Ve, zj, o€ X (2 2xj) A (x; 2ag) € (v 2 ap) V(T 2 ) (2.7)
Le couple( X, <) est appelé unéorét.

L'ensemble des prédécesseurs d’un €lément, sur une fsréfec totalement ordonné
(Définition 41).

Nous traiterons, dans la suite de ce manuscrit, des hiéeardont les éléments sont
des régions avec pour relation d’ordre I'inclusion. Nousisiintéresserons donc, dans
la suite de cette section, aux hiérarchies, représentphledes arbres, dont la relation
d’ordre est déterminée par la relation d’inclusion enteedarties d’'un ensembile.
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FIG. 2.21 — Ensemble de parties hiérarchisées

Deux partiest etz’ d’'un ensembleX sont dites hiérarchisées si et seulement si elles
sont soit emboitées, soit disjointes @012’ € {x,2’,(}). Cette notion peut étre générali-
sée a un ensemblé de parties, qui sera diiérarchisé si ses éléments le sont tous deux
a deux.

Définition 42 Hiérarchie
Soit X un ensembile fini. Un ensemlitehiérarchisé de parties d&” sera appelé une
hiérarchie s'il vérifie :
(i) 0 ¢ H.
(i) X € H.
(i) Vee X : {z} € H.

X est appelé lsommetde la hiérarchie et 'ensemblB(H) = {{z}}.cx est appelé
la basede la hiérarchie.

Notons que I'ensembl&(H) correspond a la sur-segmentation absolueldet que
les élements d&(H) sont appelés lestomes Les parties déf qui ne sont ni le sommet,
ni les atomes sont ditestérieures a H.

Définition 43 Dendrogramme

Un dendrogramme est un graphe planaire non orienté. Leseksont représentées
par des points, les éléments terminaux se trouvent en baspenet en haut et les traits
indiquent I'ordre hiérarchique entre les classes. (voiglie 2.22)

Une hiérarchieH, peut étre représentée par une structure arborescergaytadl le
dendrogramme (voir Figure 2.22 et Déf. 43). Nous parlerdms aes nceuds et des arétes
d’une hiérarchie, les atomes sont alors appfd@asleset le sommetacine

Les feuilles correspondent & I'ensemble des éléments rainind’un arbre( X, <)
défini par :
{reX | V2'eX : 2 =2x(=2)} (2.8)
alors que le sommet correspond a I'élément maximalde<) défini comme :

{reX | V2'eX . z=32:(d=2)} (2.9)
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X={a,b,c,d,ef,g,h} X={a,b,c,d,e,fgh}
° e 1

{a,b,c,d} {a,b,c,d}

{ef.g}

(a) dendrogramme (b) branches

FIG. 2.22 — (a) Représentation d’une hiérarchie sous forme damdgramme.(b) La
branche dg est représentée en rouge, celle{deb, ¢} en bleu.

Tout élémentz d’une hiérarchie finie, ormis le sommet, possede un élémaqua
couvrant, généralement appelé le pérerdaotép(z). Inversement, tout élémentqui
n’est pas un atome, couvre un certain nombre d’élémenis,dppelés les fils de, noté
F(z). Le nombre de fils d'un sommeltF'(z)|, s’appelle larité et une hiérarchie dont
tous les sommets sont de méme arité peut étre représentde gdoren-aire. On appelle
branche de x (voir (Figure 2.22(b)), la chaine reliamtau sommet de la hiérarchie. On
peut définir leniveau d’un élément d’une hiérarchie, comme étant la longueur ds pl
long chemin, le reliant & la base. Par extension, nous défisile nombre de niveaux
d’une hiérarchie comme étant le niveau de son sommet.

Définition 44 Pré-hiérarchie

Unepré-hierarchiesur X est un ensemble de parties hiérarchisées{dgui contient
{z} pour toutz € X, mais pas nécessairement lui-méme.

SRR
X1 X2 X3 Xa

FIG. 2.23 — Une pré-hiérarchie

Si nous nous intéressons a présent a la notion de partitiein 2D), il peut étre utile de
définir une relation déinesse que I'on notera< définie a partir de I'ordre sur les parties
d’une partition telle que

V(A,B)eP | A<B & VeeA J'eB | zCa (2.10)

ou P désigne I'ensemble des partitions de I'image.

Nous disons alors, quandl < B, que la partitionA est plus fine qué? ou queA est
une sur-partition dés. Inversement B est une sous-partition de A et est moins fieedqu
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La relation de finessd < B peut également exprimer quepeut étre obtenue a partir
de la partitionB en découpant certaines parties, ou qu’inversement B peubBtenue en
réunissant certaines parties deA partir de cette relation de finesse nous pouvons définir
la notion departitions emboitées

Définition 45 Partitions emboitées

— Nous dirons de deux partitionset B qui sont ordonnées pour la relation de finesse
< (équation 2.10), qu’elles sont emboitées.
— Une ensemble de partitiofis= { P, ..., P} tel que

Vie{l,....k—1} P, <P,

est appelé une séquence de partitions emboitées.

Une hiérarchie peut représenter une séquence de partitiomstone® = { P, ..., P, }
d’'un ensembleX telle queP;, < --- < P,. De facon classiqueP; est égal au sur-
partitionnement absolB(H) de X alors queP, correspond a la sous-partition absolue
de X correspondant au sommet de la hiérarchie. Dans ce cas onel{tFy};—; ., est
uneséquence complétdlotons cependant qu’une hiérarchie n’est pas équivatentse
séquence de partitions. En effet, plusieurs séquenceepetournir une méme hiérar-
chie. En traitement d'image, 'amalgame entre pyramideeggrentation et hiérarchie de
régions est souvent fait. Notons par contre que si I'on disgbune hiérarchié/ sur un
ensembleX , il est possible d’obtenir une partition dé en effectuant une coupe dafAs

Définition 46 Coupe dans une hiérarchie

Soit H une hiérarchie sur un ensembie. Une coupe dang/ définit une partition de
X dans laquelle chaque élément de la partition appartieif a

Nous noteron€ut(H ) 'ensemble des coupes @k Cut(H) correspond a 'ensemble
des partitions deX que I'on peut construire avec des parties de

Si I'on interprete cette définition d’'un point de vue graplegune coupe dans une
hiérarchieH correspond & un ensemble de nceud&/davec pour contrainte que la coupe
doit intersecter une et une seule fois chaque branchH @eir Figure 2.24). En effet
comme les nceuds le long d’une branche sont ordonnés suaveaiation d’inclusion, le
fait d’intersecter plusieurs fois une branche revient agre plusieurs nceuds dans cette
branche. Le résultat de la coupe ne fournit plus une partd®l'ensemble de départ, car
au moins une région est incluse dans une autre. Inverseméait e ne pas intersecter
une branche revient a suprimer une partie de I'ensemble piridét ne fournit pas non
plus une partition.

Une hiérarchie admet en général un trés grand nombre de £oDpex coupes ne
sont généralement pas ordonnées par finesse (équation @d$l)le cas par exemple
des coupes présentées sur la Figure 2.24. Par contre ellemieantretenir une relation
d’ordre local C’est également le cas des coupes présentées sur la Figdr®®R.sur
certaines parties du domaine, la codpeest une sur-partition dé, alors qu’au contraire
sur d’autres partieg;; est une sous-partition de,.



32 Chapitre 2 - Représentation hiérarchique

X={a,b,c,d,e,f,g,h}

h h

e

(a) hiérarchieH (b) coupeC; (c) coupeCy

FIG. 2.24 — (a) Coupes dans une hiérarchie. Les partitions @mnelsantes sont représen-
tées sur (b) pour la coupgé, et en (c) pour la coup€’,

Bx)

FiG. 2.25 — Hiérarchie partielle (x) est la hiérarchie partielle issue deavec B(x)
comme base.
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Définition 47 Hiérarchie partielle

Soit H une hiérarchie sur un ensembl& Pour toutz € H, H(x) désignera une
hiérarchie partielleissue der

H(z) ={2'€ Hl2' Cx}
et B(z) la base partielldssue der

B(x) ={2'€ B(H)|2' Cx}

La Figure 2.25 illustre cette définition.

Pour poursuivre ce développement, I'étude d'un type deadlcst, appelé ultramé-
trique [ARBELAOS] peut s’avérer utile. Uespace ultramétriqueest un espace pseudo-
métrique ou l'inégalité triangulaire est remplacée par llzs gorte inégalité ultramé-
trique :

V(a,b,c) € X d(a,b) < maz{d(a,c),d(c,b)} (2.11)

D’un point de vue géométrique, la relation préecédente uneligue tous les points d’'une
sphére sont équidistants, deux sphéeres qui s’intersestiahhécessairement égales et que
tous les triangles sont soit isoceles, soit équilatéraux.

Définition 48 Hiérarchie indicée
Une hiérarchie indicée est définie comme la donnée d’'un edupl! (H, \), ou H est
une hiérarchie ef est un critére croissant sutf et nul sur ses feuilles, appelé son indice.

La figure 2.26 illustre les différentes étapes de conswaatiune hiérarchie indicée,
d’'un ensemble dont les éléments sont dans ce cas les poiBtsC, D, E, I, G. Ce type
de hiérarchie, utilisant comme critére de regroupementdtamgce minimale entre les
classes, est appdhéerarchie du saut minimurfiPAPKA99].

Benzécri a prouvé dans [Bizec7 3] gu'il existe une bijection entre la classe des hié-
rarchies indicées et celle des espaces ultramétriquésl, i) est une hiérarchie indicée,
sur un ensemblé’, la fonction) : X? — Rt définie comme

§(x,x') = mazx(A(z), \(z")) (2.12)

est une distance ultramétrique sur 'ensemkleH est alors la hiérarchie induite par
A. La notion de hiérarchie indicée et d’espace ultramétrggielonc bien équivalente.

Il existe une infinité d’ultramétries associées a une hidiarH. Nous pouvons ce-
pendant noter deux ultramétries triviales. L'ultramét@respondant auxiveauzr des
ensembles dé/ ainsi que l'ultramétrie correspondant aux cardinaux degmbles. Ces
deux ultramétries sont de toute évidence des criteressamis. Notons également que
lorsque nous dessinons une hiérarchie sous forme d’arbws, utilisons, souvent machi-
nalement, un critére croissant stir qui hous permet d’affecter aux élémentsidaine



34

Chapitre 2 - Représentation hiérarchique

..................

®
®
®
Q@
©
TN 3N
®
®
®
©
®
S)
©

006 ©® O

o=N W
®
o
©

©

@

665 o o]

oan Wb
ot

®

©

©

@

@

©

©0® © O |

eIN gAY
ot—
@

®
®
@
@
@
®

FIG. 2.26 — Exemple de construction d’'une hiérarchie indicée.
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ordonnée correspondant a leur niveau. L utilisation irsmbente d’un critere croissant per-
met de placer les péres au dessus de leurs fils. Le criterevelaunest le plus utilisé car il
permet d’obtenir la représentation la plus tassée veeticaht.

Si maintenant nous nous restreignons aux hiérarchies sidhia indice), ce type de
hiérarchie admet une représentation naturelle consiatafiecter a chaque nceuds H
une ordonnée correspondant a son indice). Ce type de représentation nous permet de
définir la notion de coupe naturelle dans une hiérarchieédi

Définition 49 Coupe naturelle

Soit H une hiérarchie indicée munie d’'un indicesur un ensemble. Nous pou-
vons associer dH, \) une famille de coupes remarquables appelée famillecdepes
naturelles

La coupe naturelle”; de hauteurd > 0 de (H, \) est définie comme I'ensemble des
parties deH d’indice inférieur ad et maximales pour la relation d’inclusion :

Co={reH | \zx)<dethz’ € Htelquex C 2" et\(z') < d}

Si I'on interpréte ce résultat graphiquement, la coupe red&uC,; correspond a la
coupe graphique de la représentation naturelle selon leedrorizontale d’ordonnéeé.
La Figure 2.27 illustre cette notion de coupe naturelle dares hiérarchie indicée. Les
traits en pointillés matérialisent des coupes natureltdssepartitions correspondant a
chacune d’elles sont représentées tout autour. La facoordgraire de telles hiérarchies
de régions étant une des contributions de ce mémoire, noaggndrons plus en détail
dans la Section 2.6 ainsi que dans le Chapitre 3.

Intéressons-nous a présent a une famille de partition®drmagel : A(1) = (Py)aer+
indicée par un parametre d’écheleOn dira que cette famille de partitions correspond a
unestructure causale[GUIGUEOG] si elle vérifie les conditions suivantes :

Définition 50 Structure Causale

On dira qu’'une famille de partition$P, ) cr+ d’'une imagel définit une structure
causale ssi pour tout couple\;, \o) € R tel que), > Ay, il existe un difféomorphisme
¢ de tel quep(0Py,) C OP,,. Le symbolé) P, désignant les frontiéres de la partition
P.

Autrement dit, si\, > )y, les frontieres de&P,, sont incluses modulo un morphing
(codé paw) dans celles dé&,,. Une telle famille de partitions vérifie lgrincipe de cau-
salité défini par Witkin [WITKIN 84]. Ce principe stipule gu’une diminution de précision
d’analyse (augmentation de I'échelle) ne peut créer d’mfion, donc toutes les struc-
tures présentes a une échelle grossiere doivent trouveraause» dans les echelles plus

fines.

Si nous imposons un principe plus fort & savoir l'interdintde délocaliser les fron-
tieres ¢p = Id, l'identité del), nous pouvons définir la notiatianalyse multi-échelle
non biaisée[GUIGUEQD6]. Cette notion correspond auincipe de causalitéel qu’il a été
énoncé par Koepfler [BEEPFL94] :
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A= 1M A=1/8 A=1/16 Image

FIG. 2.27 — Coupes naturelles dans une hiérarchie de régionséadliar un facteur
d’échelle positif.

Définition 51 Analyse multi-échelle non biaisée
Une famille de partitionsA(I) = (Py)aer+ d'un domaineD telle que

VLX) ERY N> Pv>P (2.13)
sera appelé une analyse multi-échelles non biaisée.

Un algorithmeA qui, a toute imagd définie sur un domain®, associe une analyse
multi-échelle non biaisée sera simplement appelé un digoe de segmentation multi-
echelles. Ce type d’analyse peut étre représexdaétemenpar les coupes naturelles d'une
hiérarchie indicée. En effet, en considérant un algoritdemeegmentation multi-échelles
A ainsi gu’une imagé définie sur un domain® borné, ave¢D| = n. CommeD posséde
n élémentsA renverra au maximum partitions distinctes

{PP<Py<---< P} avec k<n

Si nous considérons maintenant pour chaque partifidiensemble des valeurg de
A pour lesquelles! produit la partition?, :

xi =A"N(P) (2.14)

A étant défini suR™", lesy; constituent une partition de*. Si en plus le principe de
causalité est respecté on obtient :
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V(i,5) €[0,...,k? V(z,2)exixx;: i<jrx<a. (2.15)

Lesy; constituent donc une suite d’intervalles ordonnés formastpartition deR :

avec); = 0 et g1 = +o0.

Sinous nous intéressons a présent aux régions des partiiaums pouvons représenter
la famille de partitionsA(/) = (Py)aer+ par un ensemble de régios = {z;}ici.m
ou chaque région; appartient a suite continue de partitioRs caractérisées par leurs
echelles d’apparition On définit I'échelle d’aparition d’'une régiancomme la plus petite
échelle telle que: appartient a une partitions, :

M (z) = min{\ € R |z € P\} (2.17)

Notons que si: C 2/, x etz’ appartiennent a deux hiérarchiBget Py, avecA < ). On
adonc:

V(z,2') € H* z Ca':\T(x) < AT (2) (2.18)

Si nous supposons que ., ne contient qu’une seule région englobant la totalité de
I'image, 'ensemble de région$ = {z;}ic1..m) de(Py)er+ définit une hiérarchie d&,
sur/. En effet :

(i) H ne contient aucune région vide,
(i) =P € Het
(i) chaque singleton; € P,

H répond donc bien aux 3 conditions de la définition 42 et eshigrarchie. De plus
AT vérifiant I'équation 2.18 il est uaritére croissanpour I'inclusion.

Une régionz apparaissant au nivead (x) survit dans la hiérarchie jusqu’a ce qu’elle
soit fusionnée avec d’autres régions de son voisinage poonefr son pérg(z). L'échelle
ou cet événement se produit est appéiehelle de disparitiondex et est notée (z) :

A (z) = min A () = A" (p(z)) (2.19)

z'eH,xCx!

(H, %) est doncune hiérarchie indicée les partitions renvoyées par correspon-
dant aux coupes naturelles (Déf. 49) de cette hiérarchias Da type de représentation
ensemble-échelle ce n’est plus la partition mais la régigragparait comme |'élément
conceptuel. Chaque région sera ainsi caractérisée par belleéd’apparition\* et son
échelle de disparition— constituant sotintervalle de vieautrement appeliétervalle de
persistance

X'(z) = {Az € CX(H)} = [N (2), A~ ()] (2.20)
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2.4.2 Pyramides régulieres

Une pyramide réguliere est définie comme une séquence dsnagnt la taille di-
minue de facon exponentielle ANiM0O 75, BURT83, L1194, RoZENF88, BISTERIO,
KONIK95, PrzLoT95, CHEN95, OVERTU95, QNQUI5, KONIK96, LOZANO98, Ro-
SENFI8]. Chacune des images de cette séquence correspondieande la pyramide
avec le premier niveau correpondant a I'image originalelisaque le dernier niveau, le
plus élevé, est en général composé d’'un unique pixel doratiéaiwest une moyenne pon-
dérée des autres pixels composant I'image d’origine.

En utilisant les relations de voisinage définies sur 'imagéenétre de réductiod’'un
pixel de la pyramide le relie a un ensemble de pixels connda&es I'image de niveau
précédent. Lensemble des pixels appartenant & une fedétréduction est appelé les
enfantsou les fils du pixel définissant celle-ci. Un tel pixel est, ojuz lui, appelé lgére
des pixels appartenant a la fenétre de réduction. On peudréteette relation pére/enfant
par transitivité, a n’importe quel niveau de la pyramide.

On appellechamp récepteud’un pixel, I'ensemble de ses enfants définis dans I'image
de base, au premier niveau de la pyramide. Toutes les valalmglées par le biais de la
pyramide réguliere sont stockées a un niveau particuliéa ggramide. Chaque pixel de
la pyramide aura une fenétre de réduction de taille et daradndentique.

o|lofo|o

o|lofo|o

o|lofo|o

o|lofo|o
o | O
o | O

o|l|ojlo|ojJo|oOo]o|O
o|lojlo|ojJo|o]o|O

o|l|ojlo|ojJo|Oo]JOo|O

o|l|ojlo|o|jJo|Oo]JOo|O

o|l|ojlo|ojJo|Oo]Jo|O

o|lojlo|ojo|oOo]o|O

o|l|ojlo|o|jJo|Oo]JO|O

o|l|ojlo|o|jJo|oOo]JoOo|O

FIG. 2.28 — Une pyramide réguliepex 2/4

On appellefacteur de réductionle rapport entre la taille de deux images successives
de la pyramide. Pour les pyramides régulieres, ce factete reonstant entre tous les
niveaux consécutifs. Le contenu de chaque pixel est caparlée biais d’'undonction de
réduction par rapport au contenu des ses fils appartenant a sa fepé&teduttion.

Pour définir formellement les pyramides réguliéres, onsatile rapportV x N/r ou
N x N représente la taille de la fenétre de réduction tandis-qerésente le facteur de
réduction. On distingue différents types de pyramides antfon de ce rapport :

— siN x N/r < 1, la pyramide est appelée uRgramide trouée et non recouvrante
Dans le cadre de ces pyramides, certains pixels ne posgitete pere [ROPATI8]
(voir par exemple le pixel central sur la figure 2.30(a)) ;

— siN x N/r =1, la pyramide est appelée upgramide non recouvrante non trouée
(voir par exemple la figure 2.30(b)) ;

— siN x N/r > 1, la pyramide est appelée upgramide recouvranteChaque pixel
d’une telle pyramide a plusieuperes potentielf BuURT81]. Si chaque enfant sélec-
tionne un pere parmi ces peres potentiels, 'ensemble dastsrde la fenétre de
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réduction de chaque pixel est réorganisé. Le champ réaegitau pixel peut dans
ce cas prendre n'importe quelle forme incluse dans le ch&aegpteur original.

B = -

(b) 1282 (c) 642 (d) 322 (€)16% (=2

FIG. 2.29 — Une2 x 2/4 pyramide. La fonction de réduction est une gaussienneéentr
sur le pixel survivant. La taille de chaque image est indégeié dessous de celle-ci.

a)2 x 2/5 b)2 x 2/4 C)2 x 2/2

FIG. 2.30 — Trois types de pyramides régulieres

,,,,,

Les algorithmes utilisés sont indépendants de la résolalés régions recherchées.
Ce type de structure permet de réduire lI'influence du bruit.

Les propriétés globales sont converties en propriétéddsc

Les temps de calcul sont diminués par I'utilisation du@pe “ diviser pour conqué-
rir “.

Les algorithmes peuvent étre implémentés et tirer pastagehitectures paralléles.
la détermination de certaines régions d’'une image a faible en utilisant des
images de faibles résolutions.

Malgré toutes ces propriétés intéressantes, ce type dgwstlhiérarchique présente
plusieurs limitations dues essentiellement a la tailletémet a la forme fixe de la fenétre
de réduction. Ces contraintes alliées a un facteur de réductinstant ne permettent pas
aux pyramides réguliéres de s’adapter facilement a lahiittades données. On peut en
effet relever plusieurs problémes induits par la rigidiééceitte représentation tels que la
non stabilité des données lors de légeres variations dagénLes pyramides réguliéres
ne sont , de ce fait, pas robustes a des changements d’éalmsligu’aux décalages et
rotations. Le fait qu’elles ne permettent de coder qu’un keimité de régions a cer-
tains niveaux lui interdit le codage de régions allongéas{BR90] ( régions occupant
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beaucoup plus de pixels suivant une direction de I'imagelquere). Cette derniére li-
mitation est illustrée sur la figure 2.31(c) représentamiveau de base d’'une pyramide
2 x 2/4 d'une image composée de 8 régions allongées,composéesidel8ghacune.
La décroissance de ce type de pyramide étant de 2 aussi blengreur qu’en largeur,
la partition ne peut étre décrite correctement qu’au nivgeda la pyramide. Or il ne reste
gue 4 pixels a ce niveau, ce qui interdit de coder correctenetype de configuration.
Notons enfin que les pyramides régulieres ne peuvent en @aswgarantir la préservation
de la convexité comme lillustrent les Figures 2.31(a) ¢t (les niveauxl et 2 de cette
2 x 2/4 pyramide sont représentés sur la figure 2.31(a), chaqué gexeiveau2 étant
représenté au centre de sa fenétre de réduction. Le nivdau’image est composé de
pixels de2 classes (marron et vert), I'affectation d’un pixel de niv@a une classe étant
effectué par une décision a la majorité dans sa fenétre detitéd. Comme on peut le
voir sur la figure 2.31, cette regle fournit deux régions @x@s au nivead alors que la
décomposition en région des classes vertes et marrons eaunivn’est pas connexe. On
ne peut donc pas inférer la connexité de régions a la basepyedmide a partir de celles
définies a de plus hauts niveaux.

01 2 3 45 6 7

&
o]

N s w N = O

@) (b) (©

FIG. 2.31 — niveau de base et niveau 1 sur une intage (a) et segmentation de I'image
en fonction des valeurs de pixels de niveau 1(b) (c) niveshede d’'une pramide x 2/4
pour une image8 x 8

Notons également que les transformations en ondellegesaties [MUTRO96, MAL -
LAT96] ont un principe quelque peu similaire. Limage est erteffécomposéee en 4
sous-images représentant les détails (hautes fréqueadesrtiales, verticales et diago-
nales) et les basses fréquences. Les 4 pyramides sont ebtesuursivement par filtrage
de I'image basse fréquence obtenue. De ce point de vue lammes régulieres peuvent
étre considérées comme un cas particulier de représentxtielle/signal. Utilisées en
détection et en segmentation, les pyramides régulierearéntf également en codage
d’'image [HUFFMA52]. Des applications en compression d’'image, réductiobrdi, dé-
tection d'arétes, flot optique et stéréo-vision montrerfole potentiel de ce courant des
représentations hiérarchiques AMLAT 96].

2.4.3 Pyramides irrégulieres

Les pyramides irrégulieres, également appelées pyrardelgsaphes, permettent de
s’affranchir des limitations des pyramides régulieresto@nées dans la section 2.4.2 tout
en préservant leurs principaux avantages. La pyramidguligre doit son nom au type
de voisinage particulier des cellules qui la composent olre de voisins de chaque
cellule n’est pas fixe, il dépend de chaque cellule et est donaégulier. Sa particularité
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principale réside dans le fait que la forme des régions igasra’est contrainte par aucun
critére géométrique.

FIG. 2.32 — Une pyramide irréguliere basée sur une grille 4-eraiia) et le RAG corres-
pondant (b).

La contraction (Def. 12) est I'opération privilégiée poonstruire les pyramides. Tou-
tefois, la contraction d’'une boucle étant une opératioardite, 'ensemble des arétes
contractées pour passer d’un niveau au niveau supériearmgdmide ne doit pas com-
porter de cycles, c’est donc une forét. Dans le cadre desniges irrégulieres un tel
ensemble est appelé noyau de contraction

Définition 52 Noyau de contraction

Un noyau de contractiod&’ C E d’un grapheG = (V, E') est une forét dé: codant
un ensemble de sommets a fusionner.

Dans le cadre du codage de partition, chaque arbre d’un rag@oentraction repré-
sente la fusion d’un ensemble connexe de régions en unersgita au niveau supérieur.
Un tel ensemble est appeléfenétre de réductiondu sommet de niveau supérieur.

Définition 53 Fénétre de réduction d’'un sommet

Soit P = (Gy,...,G,) une pyramide de graphds;, [ > 1 un noyau de contraction
permettant de construir€,; a partir deG,_;. Chaque composante connexe K, de K|
code la contraction d’'un ensemble connexe de sommets_deen un seul sommet de
G.

L'ensemble{vy, ..., v,} des sommets dg,_; incidents ar est appelé la fenétre de
réduction dev,. Le sommet, est le pere des sommes;, . .., v, } qui sont les fils de.

Définition 54 Champ récepteur d’'un sommet

Le champ récepteur d’'un sommet représente un ensemble deetsrdéfinis dans
le graphe initial. Il est obtenu en itérant la relation péit induite par la fenétre de
réduction d’'un sommet.

Notez que les définitions précédentes sont la traductios léazadre des pyramides ir-
régulieres des concepts équivalents introduits dans tesmpgles réguliéres (Section 2.4.2).
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2.4.3.a Pyramides de graphes simples

Dans les pyramides irrégulieres , la notion de graphe irgetyour modéliser une re-
lation entre les différentes régions du partitionnemeatgtaphe d’adjacence, noté RAG,
défini dans la section 2.3.1, est la structure de base a gattiquelle vont étre extraits des
sous-graphes, sur des criteres qualitatifs et quansifatié de la construction des niveaux
successifs de la pyramide (figure 2.32).

Ces pyramides sont donc définies comme une pile de grdghes. ., G,,) successi-
vement réduits (figure 2.33).

(a) niveau 0 (b) niveau 1 (c) niveau 2 (d) niveau 3

e
o o o o PY
(e) Go () G1 9) G2 (h)
Gs

FIG. 2.33 — (a)(b)(c)(d)les 4 premiers niveaux d’'une pyramidéguliere basée sur une
grille 4-connexes sur une imagex 8 avec (e)(f)(g)(h) le graphe correspondant a chaque
niveau

Le graphe initialG, = (Vg, Ey) peut étre défini par une grille réguliére en associant
chaque pixel d’une image a un sommet ldg les arétest, représentant les relations
d’adjacences entre ces pixels. Dans le cadre des pyranedgaphes simples on désigne
usuellement un sommet particulier de chaque arbre d’'unindgaontraction. Ce sommet
est appelé un sommet survivant et le noyau de contractiorésts, K'), ou S représente
'ensemble des sommets survivantd€tensemble des arétes a contracter.

Comme nous lI'avons vu dans la section 2.1, 'opération deraotibn ne préserve pas
obligatoirement la simplicité du graphe. Le processus pélant de passer d’'un graphe
G; a Gy, dans le cadre des pyramides de graphes simples va doncsieffen quatre
étapes :

1. Sélectionner un ensemble de sommets survivants,

2. Sélectionner un ensemble d’ arétes connectant chaquaetonon survivant a un
sommet survivant.

3. Contracter cet ensemble d’arétes.

4. Supprimer toutes les arétes multiples et les bouclestésiament créées lors des
opérations de contraction.
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La sélection des sommets survivants (étape 1) ainsi queaelfensemble des arétes
a contracter (étape 2) est dépendante de la méthode de tiéaindisée et sera étudiée
plus en détail dans la Section 2.6.

2.4.3.b Pyramides de graphes duaux

Les pyramides de graphes simples, définies dans la Secddh&, permettent de
s’affranchir des principales limitations des pyramideguli@&res tout en préservant leurs
bonnes propriétés. Cependant, comme nous I'avons décstlda®ection 2.3.1, I'utili-
sation de graphes simples dans le cadre du codage de pairtifpiique de nombreuses
limitations : L'absence de boucles ne permet pas de cais@tdes relations d’'inclusion
et l'utilisation d’une seule aréte entre deux sommets tddnformation de frontiére a
une simple information d’adjacence (I'existence d’au rsaine frontiere commune entre
deux régions, Def. 31).

Les pyramides de graphes duaux ont été introduites pouepalix principaux in-
convénients des pyramides de graphes simples dans le aadogldge de partitions. Les
opérations de réduction pour passer d’'un graghe G,,; sont définies, comme dans
les pyramides de graphes simples a 'aide d’'un noyau de axiign (que I'on note ici
simplementk). Le graphe obtenu peut étre non simple et contenir soit daslés soit
des arétes multiples entre des sommets. Toutefois tolgeséees multiples et toutes les
boucles ne codent pas des informations pertinentes poartiéign. Plus précisément, les
boucles vides (Def. 17) et les arétes doubles (Def. 18) sporedent respectivement a des
frontieres internes de régions et a des divisions artifesele courbes frontiéres. Ces deux
types d’arétes sont supprimés a l'aide dhoyau de suppression

Définition 55 Noyau de suppression

Un noyau de suppressiad, d’'un graphe planaire~, est une forét d€& telle que toute
arétes dei estincidente a un sommet dede degrél ou 2.

Dans le cadre des graphes duaux, la construction d’'un nauvigaau a partir d'un
graphe(, itére donc les étapes suivantes :

1. Construction d’'un noyau de contractiéhde G,

2. Contraction de I'ensemble des aréte/delansG, et suppression des arétes corres-
pondantes dans;. AppellonsG’ le graphe obtenu.

3. Définition d’un noyau de suppressidhde G’ incident & tous les sommets de degré
inférieur a2 de .

4. Suppression darés’ des arétes d& et contraction des arétes correspondantes dans
(. La paire de graphes obtenue est ndtég 1, G4 ).

La construction du graph@’ est considérée comme un niveau a part entiére par cer-
tains auteurs. Cette convention est utilisée dans la fig@redli illustre le mécanisme de
construction précédent.
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FIG. 2.34 — Une étape de la construction d’'une pyramide de gsaghingux.

2.4.3.c Pyramides irrégulieres bornées

Marfil [M ARFILO4, MARFILO7] a récemment défini un nouveau modele pyramidal,
appeléyramide irréguliere bornégrésenté comme étant un meélange entre les pyramides
régulieres et irréguliéres, permettant de conserver lastages liés a ces deux structures.
Le principe des pyramides irréguliéres bornées est dsatiluine approche réguliére sur les
larges zones homogeénes de I'image et d’utiliser une appriscdguliere sur les zones de
géométrie plus complexe en combinant une structure régalie 2/4 (Figure 2.28 ) avec
un graphe simple.

Cette combinaison de structures réguliéres et irrégulidoeme une hiérarchie de
graphes dans laquelle chaque nivéau= (N, E;) est constitué d’'un ensemble de nceuds
N, liés par un ensemble d’arétes intra-niveau

Il'y a deux types de nceuds :
— lesnceuds réguliersappartenant a la structure réguli@re 2/4 ( Figure 2.35(a))
— lesnceuds virtuelappartenant a la structure irrégulere ( Figure 2.35(b))

Deux nceudsy; € N, etn; € N, qui sont voisins au nivealisont reliés par une aréte
intra-niveaue;; € L.

Le niveau de bas€', de cette hiérarchie correspond au graphe des pixels degéraa
traiter, défini en 8-connexité. Chacun des noeuds de ce graphe rceud régulier.

Le processus pour construire le graghe; a partir dei, s'effectue en trois étapes :

1. procéder a une décimation réguliere
2. appliquer une stratégie union find sur les régions ressant
3. établir les liaisons intra-niveaux

La premiére étape va donc consister a regrouper les pixelgyadre de facon régu-
liere, s’ils répondent a un critére d’homogénéité a défihiaut ensuite les relier par des
arétes inter-niveaux pour coder les relations peres/féds. étapes suivantes vont utiliser
une stratégie de regroupement utilisée par Brun et Krop@iBsertNO3B], appeléeaunion-
find, pour relier les pixels non traités lors de la premiére éthjadgorithme union-find a
été proposé par Tarjan ARIJAN75] comme une méthode générale permettant de partition-
ner un ensemble de classes disjointes. Son nom tient awfdipgrmet d’effectuer deux
opérationsfind permettant de déterminer la classe d’'un élement (utile géterminer
si deux élements sont de méme classa)rabn permettant de réunir plusieurs classes.
Ce type d’algorithme utilise en général une structure admanete pour représenter les
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(a) 2 niveaux d’'une pyramide irrégu- (b) préservation de la connexité
liere bornée

FiG. 2.35 — (a) Noeuds réguliers de la pyramide avec les liaisgagintra niveaux. Les
regroupements sont ici effectués sur critére colorimégid.es régions blanches ne sont
pas homogeénes. (b) Mélange de noeuds réguliers/non-eégdtirmant un exemple de
pyramide irréguliere bornée, illustrant la préservatieriadconnexité.

ensembles. Chaque noeud contient une référence vers sogqupéeprésente une classe.
Si deux nceuds appartenant & deux ensembles (ou arbrespmféont jugés similaires,
I'opération d’union est effectuée en affectant la racinenddes deux arbres comme étant
le pére de l'autre.

Dans le cadre des pyramides irrégulieres bornées, ce gro@dklier deux noeuds
respectant un critere de similarité, ce qui donne :
— un nceud régulier si les deux noeuds sont réguliers
— un nceud virtuel de nivedut 1 si les deux nceuds de niveasont virtuels
— un nceud virtuel si nous avons relié un nceud virtuel aveatnpd'un nceud régulier
voisin.

L'utilisation de ce type de structure met en évidence plusi@avantages. L'utilisation
d’une structure présentant des aspects réguliers am@@mtemps de calculs par rapport
a une structure irréguliere. Contrairement aux pyramidgsligres, les pyramides régu-
lieres bornées permettent la préservation de la connéxétte propriété est assurée par
le fait qu’'un champ récepteur (Déf.54) est toujours géneéuéétendu) en reliant exclusi-
vement des nceuds voisins( Figure 2.35(b)). Il est égalepassible de représenter des
régions allongées en utilisant les graphes simples in@us dette structure.

2.4.3.d Pyramides de cartes combinatoires

Les pyramides combinatoires ont été définies par Brun et KsopdBrRUNO2] pour
pallier aux limitations des pyramides de graphes duauxagbnservant leurs principaux
avantages. Une pyramide combinatoire est définie commeilendecartes combinatoires
successivement réduites par une séquence d’opératiomsttaation et de suppression.



46 Chapitre 2 - Représentation hiérarchique
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FIG. 2.36 — Contraction d’'une grilld x 3 par un noyau de contractiaid; dans la carte
initiale et son dual. Les brins négatifs ne sont représatdas les cartes duales (d-f) mais
se déduisent facilement puisque sur cette figure deux beisfgde opposés sont incidents
aux deux sommets d’une méme aréte.

De la méme fagon que nous I'avons défini pour les graphes daestion 2.4.3, il est
nécessaire d’introduire la notion de noyau de contradiggression dans le cadre des
cartes combinatoires.

Définition 56 Noyau de Contraction

Soit une carte combinatoir€ = (D, o, «). Un sous-ensemble symétrique (Def. 35)
de brinsK C D sera appelé un noyau de contraction si et seulement si :

— K forme une forét dé; (Définition 6) ;
— K ne contient pas tous les brins dé:

BS =D — K # 0.
L'ensembleBS est appelé 'ensemble des brins survivants.

Cette définition correspond a celle donnée dans le cadre dpbag (Def. 56) avec la
subsitution des arétes par des ensembles symétriquesdeleiplus les cartes étant défi-
nies a partir des arétes, il n’est pas possible de coder umsbigolé sans aréte incidente
a l'aide de carte. On exige donc que I'ensemble des arétestéacter soit strictement
plus petit que celui de la carte initiale. Une exemple deraatibn opérée par un noyau
est représenté sur la figure 2.36.
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FiGg. 2.37 — Simplification d’'une grille x 3 contracté (Figure 2.36) par un noyau de
suppressiork’; dans la carte initiale et son dual. Le briT sur le sommet opposé au brin
7 n'a pas éteé représenté sur la figure (d) pour ne pas la sussharg

En reprenant le méme schéma que pour la définition 38 pemheteadéfinir les
contractions par rappport au dual d'une carte, le noyau gersgsion peut se définir
comme un noyau de contraction appliqué a la carte duale.

Définition 57 Noyau de Suppression

Soit une carte combinatoir& = (D, o, «). Un sous-ensemble symétrique de brins
K C D sera appelé un noyau de suppression s'il forme un noyau deamion deG.

Notez qu’une opération de contraction dans le graphe du&logsvalente a une opé-
ration de suppression dans le graphe primal (d’ou le nom gawnde suppression).

Cette définition revenant a appliquer un noyau de contracléos la carte duale elle
assure la préservation de la connexité dans cette carte. Edanrarte et son dual ont le
méme nombre de composantes connexesrEaH78, BRUN99], un noyau de suppres-
sion préserve également la connexité de la carte initiale.

La dualité entre ces définitions de noyaux permet de rester $iur le type de graphe
a utiliser pour le codage de partition. On utilisera donc ogau de contraction pour
fusionner les régions si I'on utilise un codage de la partitivec une carte correspondant
a un graphe de régions (Def. 19), le noyau de suppressionrvensgu’a supprimer les
arétes redondantes. Inversement nous utiliserons un raeyauppression pour fusionner
les régions si la partition est codée a I'aide d’'une cartefrabegieres(Def. 20), 'opération
de contraction n’étant utilisée que pour supprimer lesarédondantes.
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Si la carteG correspond a un graphe de régions, les arétes redondantessactéri-

sées dané' et correspondent :

— Soit a des arétes incidente a un sommet de dedmé@s(; (aréte(11, —11), Fig. 2.37(c)).
Ces arétes correspondent a des boucles d'intérieur vide(dginsucle(11, —11),
Fig. 2.37(a)) et sont appelées desnicles vides Si b est un brin d’'une boucle vide
appartenant au sommet de deg@n ap(b) = b. Cette derniére relation caractérise
la boucle vide.

— Soit a des arétes incidente & un sommet de degi@nsG (e.g. sommet—8,9),
Fig. 2.37(c)). Ces arétes correspondent a des faces dédatéride dang~ (face
(—8,9), Fig. 2.37(a)) et sont appelées dm®tes doubles Les brins des arétes
doubles peuvent s’interpréter comme des frontieres dacarta de base (voir par
exemple la suit€0.19.18.17, Fig. 2.36(f) de brins appartenant a des arétes doubles)
et sont donc également appelés Heas frontiére . Sib est un brin frontiére, il est
incident a un sommet de degt@t I'on ap?(b) = b

Dans la suite de ce document les cartes combinatoires audbrs cartes de régions et les
arétes redondantes définissant les noyaux de suppression géfinies comme indiqué
ci-dessus. De plus afin de distinguer les brins frontiéres m@composeront les noyaux
de suppressions en deux sous noyaux :

Définition 58 Noyau de Suppression de boucles vides

SoitG = (D, 0,«) une carte. Un noyau de suppression de boucle videssast un
noyau de suppressiait sur G tel que :

Vbe K ¢(b) =boup(a(d)) = a(b)

Définition 59 Noyau de Suppression de brins frontieres

SoitG = (D, 0, «) une carte. Un noyau de suppression de brins frontiéressast
un noyau de suppressidi sur G tel que :

Voe K @*(b)=b

Sur la Fig. 2.37 le noyau de suppressiondéfini par :

Ky ={11,—11,24,-13,13,—14,14, —15, —16, 17, —18, 18, —19, 19,
—20,21,-22,22,-23,3, -5, —8,9}

est décomposé en deux SOUs noyaux :
— Un noyau de suppression de boucles vides :

K¢ ={11,-11}
— Un noyau de suppression de brins frontiéres :

Kb = {24, 13,13, 14,14, 15, 16,17, —18, 18, —19, 19,
—20,21,-22,22,—23,3, —5,—8,9}
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Dans la suite de cet exposé un noyau de suppression désaprerandifferemment un
noyau de suppression de boucles vides ou un noyau de supprdesrins frontieres.

Soient une carte initial& = (D, 0, «) et un noyau de suppressidfy donnant une
fois appliqué la carte rédui@’ = (BS = D — K, ¢’, «). Brun [BRUNO2] montre que la
permutatiory’ de G’ peut se définir par :

Vd € BS o'(d) = ¢"(d) avecn = Min{k € N* | ¢*(d) € BS}. (2.21)

et de part la dualité des opérations de contraction/supipreson a dans le cas d’'une
opération de contraction :

Vd € BS ¢'(d) = ¢"(d) avecn = Min{k € N* | ©*(d) € BS}. (2.22)

ou encore, puisque’(a(d)) = o’'(a?(d)) = o'(d) :

Vd € BS o'(d) = p"(a(d)) avecn = Min{k € N* | ¢"(a(d)) € BS}.  (2.23)

Etant donné un noyau de suppression (resp. contragtipnpus allons pouvoir définir
la notion dechemin de connexioncomme étant, pour un brin survivanta séquence de
brins non survivants qu’il faut traverser pour atteindre (eesp.p) successeur dedans la
carte réduite. Cette notion de chemin de connexion peutré&gprétée comme I'analogue
en termes de brins des fenétres de réduction (Section 2.4.3)

Définition 60 Chemins de connexion

Soient une carte combinatoil€ = (D, o, «), un noyauk et un brinb € BS. Le
chemin de connexion (ou connecting walk) associ&st défini par :
— SiK est un noyau de contraction

CW(b) = bp(b) ... " 1(b) avecn = Min{k € N* | ©*(b) € BS};
— SiK estun noyau de suppression
CW(b) = bo(b)...o" (b) avecn = Min{k € N* | o"(b) € BS}.
Pour un brinb € G = (D, 0, «) survivant, tel queCW(b) = b.b; ... .b,, cette defi-

nition nous permet d’obtenir apres I'application d’un noy&, sesp-successeurs et-
successeurs dans la carte réddite= (BS =D — K,0',a) :

(2.24)

¢'(b) = ¢(b,) SiK estunnoyau de contraction
d'(b) = o(b,) SiK estunnoyau de suppression

Cette notion peut étre étendue récursivement et une extetissochemins de connexion
avec plusieurs noyaux de types différents définit sédguence de connexion
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Définition 61 Séquences de connexion

Soient une carte combinatoife, = (D, o, «) et une séquence de noyaux de contrac-
tion ou de suppressiof; ..., K,. Les séquences de connexiéf) sont définies par la
construction récursive suivante :

VbeD SCo(b) =b.

Pour chaque niveaue {1,...,n} et pour chaque € BS;
— SiK; et K;_, ontle méme type :

»%Yl(b) - ;SC(i_l(bl) ce .SCi_l(bp);
— SiK; et K;_, ont des types différents :

SC4(b) = 0150 (b)) . . . bp.SC_, (au(Dy)).

Ou (by,...,b,) est égal aC'W;(b) et SC7(b) désigne la séquence de connexion
SC;(b) sans son premier brin. Les noyau, = () et K; ont le méme type par
convention.

Deux noyaux de méme type sont deux noyaux de contraction sugj@ession alors
gue deux noyaux de types différents correspondent a deataper différentes.

Cette nouvelle définition permet d’étendre I'équation 2.34Aglle cas des séquences
de connexion, ce qui autorise le calcul d’'un niveau de lamidaa directement a partir de
sa base grace au théoreme suivant (vor(BA] pour la démonstration) :

Théoréme 1 Soient une carte combinatoi®@ = (D, o, «) et une séguence de noyaux
de contraction ou de suppression succeskifs. . ., K,,. La séquence de connection d’'un
brin b € BS; définie au niveau € {1,...,n}:

vérifie :
— SiK; est un noyau de contraction :
Sip=1
sinon :
() = ©(b,) Sib, est contracté
P = o(b,) Sib, estsupprimé.
— SiK; est un noyau de suppression :
Sip=1
sinon

(b) = ¢(b,) Sib, est contracté
7i o(b,) Sib, estsupprimé.
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Ce théoreme permet de calculer n'importe quel niveau de lanpge a partir de la
carte de base. Toutefois il nécessite, pour obtenir une dam certain niveau, d’avoir cal-
culé récursivement toutes les cartes de niveau inférieuqucn’est pas efficace en temps
de calcul. Le théoréme suivantfRB0A] permet de calculer un niveau de la pyramide sans
avoir besoin de calculer de fagon explicite, I'ensemblerdesaux intermédiaires.

Théoréme 2 Soient une carte combinatoité = (D, o, «) et une séquence de noyaux de
contraction ou de suppression successifs. . ., K,,. Pour toute séquence de connexion
SC,i(b) = b.by ... .b, définie parb € BS; aveci € {1,...,n} nous avons g > 1:

b ¢(b) SiK; estun noyau de contraction
e o(b) SiK; estun noyau de suppression
et
, o @(bj_1) Sibj_; estcontracté
Vi€A2.p) b = { o(bj—1) Sibj_; estsupprimé.
Le théoreme 2 permet de parcourir une séquence de connexpartir de son brin
initial, connaissant les opérations qui ont permis de rédthacun de ses brins. Il est donc
judicieux de mettre en place un codage implicite de la pydami

Définition 62 Codage implicite d’'une pyramide

Soit une pyramide définie par une carte initiag¥g = (D, o, o) etn noyaux successifs

K, ..., K,.Uncodage implicite de la pyramide est un triplet composkaaarte initiale
Gy et de deux fonctionstatet niveautelles que :
— lafonction état est définie d&, . . . , n} dans les deux états binaires {Contracté,Supprimé}

et code le type de chaque noyau.

{1,...,n} — {ContractéBoucleVideBrinFrontiére}
Contracté siK; est un noyau de contraction,
— BoucleVide si; est un noyau de suppression de boucles vides
BrinFrontiére siK; est un noyau de suppression de brins frontieres

état

— La fonction niveau code pour chaque brin de la carte ingi& = (D,o,«) le
niveau maximal ou il survit.
niveau: D — {l,....n+1}
b +— max{ie{l,....,n+1}|be BS;_1}.

Etant donné les deux fonctiodsat et niveau les relations du Théoréme 2 peuvent
se reecrire de la fagcon suivante :

¢(b) Siétat(niveau(b)) = Contracté
by = .
o(b) Sinon
et
: o ©(b;_1) Siétat(niveau(b;_,)) = Contracté
Vji€{2,....p} b = {g(bjl) Sinon.

La définition 62 nous fournit donc un codage implicite d’uryegmide combinatoire,
nécessitant en pratique simplement le codage du niveauadgieltbrin de la carte initiale.
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Elle permet ainsi de retrouver n'importe quel niveau de leapyde a partir du niveau
initial en un temps proportionnel au nombre de brins de lteade base [ROOA].

Considérons une carté; = (BS;, 0;, ;) d'une pyramide combinatoire, un brine
BS; et la séquence de connexis’;(b). Cette séquence est composées d’un premier brin
survivant au niveau (b lui méme) suivi d’'une suite de brins contractés ou supprimés
avant le niveau. Parmis ces brins non survivant les brins contractés etdaeslés vides
codent des frontiéres internes a la région codées par le sbai(h). Les brins frontieres
codent quand a eux des éléments de frontiere entre le sonjiietet o («;(b)). Par
exemple, Sur la figure 2.37, la séquence de connexion dwlainniveal2 est égale a
SC9(8) = 8.2.9 (Fig. 2.36(e)). Le brin contractécode une frontiére interne a la premiére
ligne qui est codée par le sommegl(8) tandis que les brins frontieréset 9 codent des
éléments de frontiére entre la premiére ligne et la régiomesra droite codée pai;(—9)
(Fig. 2.37). Lensemble des brins frontieres d’une ségaei& connexion peuvent étre
retrouvés directement a partir du codage implicitBI03A]. Une telle séquence de
brins est appellée la séquence de brins fronti&éxg@ence of boundary dartdu brin
survivant.

Définition 63 Séquence de brins frontieres

Etant donné une pyramide = (Go,...,Gy), une carteG; = (BS;, 0;, ;) et un brin
b € BS;, la séquence de brins frontieréBD;(b) = d; . . . .d, deb est définie par :

dy=betVje{l,....p—1} djs1 = oy (ao(d;))

avecn; = Min{k € N* | niveau(¢*(ay(d;))) > i ouétat(niveau(o*(ap(d;)))) =
brinFrontiere}.

Par extension, on dira que la sequence de brins frontieresdimmet; (b) = (di, ..., d,)
est définie comme la concaténation des séquences de britiefesS BD;(d;) ... SBD;(dy).
Par exemple la séquence de brins frontiéresd®8) = (8,16, 7) (Fig. 2.37(d)) est égale
a (Fig. 2.36(f)) :

SBD,(8).SBD5(16).SBDy(7) = 8.9.16.15.14.13.24.7

Ce modele pyramidal basé sur les cartes combinatoires segdistde ceux basés
sur les graphes simples ou duaux de par un codage implicgteaemets et un codage
explicite de I'orientation. Cette structure bénéficie destlms avantages inhérents a I'uti-
lisation des cartes combinatoires (codage implicite du, dizaactérisation des relations
d’inclusion, codage implicite de 'orientation) et la mise correspondance des arétes de
la carte avec les frontiéres fournit une description finealleei. La possibilité d'utiliser
le codage implicite de la pyramide précédemment défini, pedialléger la capacité de
stockage nécessaire au maintien d’une telle structureestontaintenant un acces rapide a
chacun des niveaux.
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2.5 Pyramides et minimisation d’énergies

2.5.1 Cadre énergétique

Dans cette section nous allons envisager la segmentatiomeain probleme de mo-
délisation a part entiere. Cette approche s’inscrit dangi@&é des approches par minimi-
sation d’énergie. Les différentes théories proposéesgm@ire classées en fonction de la
nature des images qu’elles considérent (continue ou d&areais également en fonction
du modéle considéré, qui peut étre déterministe ou stdghastLes formulationbaye-
siennes utilisées en traitement d’'image considérent généralenhes modeles probabi-
listes avec des images discrétes. Au contraire, les mé&had@tionnelles, utilisant les
éguations aux deérivées partielles, utilisent des imagesmees avec des modeles déter-
ministes. Nous pouvons également citer les formulationspdage minimalconsidérant
les images discretes, mais qui appliquent des modéles srigsés sur des composantes
déterministes et stochastiques.

L'objectif de ces approches, face a une image obsefyésst de sélectionner dans
un ensemble de modéles possibles, celui qui modélise lexmiie@n parle en général
de probléme inversequand le modéle est considéré comme une cause des obmesvati
et que l'objectif est soit de «remonter» a cette cause, sole déparer d’'autre facteurs
perturbateurs (le bruit par exemple).

En appliquant lgrincipe de comparaisonénonceé par Koepfler et Morel [(KEPFL94]
ce probleme d’inférence de modéle peut se concevoir comrpeolnteme d’optimisation.
Ce principe énonce que dans un contexte déterming, étarde®drux segmentations dif-
férentes d’'une méme image, il est toujours possible de déldduelle des deux peut étre
considéréee comme meilleure que l'autre. Ce principe sowdrdonc un ordre total sur
'ensemble des segmentations possibles. Cet ordre totdibimed’existence d’'une fonc-
tionnelle E telle que siE(P;) < E(F;), la segmentatiod; doit étre considérée comme
«meilleure» que’;. Ceci nous amene a formuler le probléme de segmentation, edanm
spécification d’une fonction de cofit, appeléenergie sur 'ensemble des segmentations
possiblesM. La solution d’un probléme de segmentation d’une imagevient ainsi a
déterminer la segmentation minimisant cette énergie.

M*(I) = argmin E(M, I) (2.25)

MeM

Le fait de rechercher un modéle, que nous pouvons intergréteme une description
simplifiée de limage, souleve le probléme du compromis eefaiécessairement entre
la précision du modéle et sa simplicité. Dans cette optitpgetheories d’'inférence de
modeles proposent de décomposer I'énefgien deux parties. Le terme supplémentaire
porte uniguement sur le modele et quantifiesmplexité L'énergie a minimiser devient
alors

E(M,I)=C(M)+ D(M,I) (2.26)

avecC une mesure de complexité dé et D une mesure de dissimilarité entié et
I.
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Minimiser I'équation 2.26, revient a dire que pour deux parts représentant de fa-
con équivalente les données (méme terje la partition la moins complexe (ou plus
grossiere) devra étre préférée. Le réle du terme de régatam est d’éviter d’aboutir &
la solution optimale, uniqguement en terme d’attache auxées : la sur-partition absolue
de I'image, dans laguelle chaque pixel est représenté aragion.

Comme nous venons de le voir, les énergies considérées daadrke du partition-
nement d'image, se présentent sous la forme d’'une oppostire deux termes anta-
gonistes. L'un concerne l'attache aux données, l'autre@ssidéré comme un terme de
régularisation. Ces énergies peuvent donc étre décriteareegénergie affinedans la-
quelle P est une partition du domaine de I'image)eE R* est un parameétre servant a
balancer les termes et D en réglant leur importance relative.

Définition 64 Energie affine

Uneénergie affineest une énergie qui s’écrit
E\(P) = \C(P) + D(P) (2.27)

avecP une partition du domaine des images\et R* un parametre réglant I'importance
entre les deux termes et D.

Nous verrons dans la Section 2.5.2 que ce parameétre adifégedies interprétations
possibles suivant la modélisation utilisée. L'appellaténergie affinevient du fait que
pour une partitionP fixée, F\(P) sera vue comme une fonction deDans la majorité
des approches) est considéré comme ysarametre d’échelleCeci s’explique par le
fait qu’il joue globalement sur la finesse de la partition mmisant I'énergie considérée.
L'échelle représente donc le compromis entrsifaplicitéet lafidélité du modéle.

Dans le cadre de patrtition, il est assez naturel de défimetgie de chaque région
séparément et de définir 'énergie de la partition commentgkd somme des énergies de
ses régions. Un tel type d’énergie est appeléamergie séparable

Définition 65 Energie séparable

Une énergie séparablé’une partition P est une énergie qui peut s’exprimer comme
la somme des énergies portant sur les région®de

E(P)= Y E'(R) (2.28)

R,eP

Nous utiliserons par la suite la méme lettre pour désignerfonction d’énergie défi-
nie sur une région et I'énergie séparable qui lui est asspdiinie sur une partition.

2.5.2 Energie et modélisation

Nous allons illustrer les propos précédents par un tourriZbn des principales ap-
proches énergétiques traitant du probleme de partitioenenCes approches conduisent
souvent a la résolution de problemes mal posés. On dit d'oioigme qu’il est mal pose,
au sens d’'Hadamard, s'il vérifie I'une de ces trois condgifroir [POGGI85]) :
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1. le probleme n’a pas de solution,
2. la solution du probléme n’est pas unique,

3. la solution du probléme ne dépend pas continuement degdsen

2.5.2.a Modélisations variationnelles

La nécessité d’introduire un terme de complexité de modafes des fonctionnelles
trouve son origine dans les formalisations continues dblpme de segmentation et plus
exactement dans la théorie de la régularisation. En efi&rsn’utilise que le terme de
dissimilarité entrel/ et I le probleme estal poséDans ce cadre, le terme est souvent
appeléterme d’attache aux donnéesC' terme de régularisation

Mumford et Shah [MiMFOR89] proposent d’envisager le probleme de segmentation
d’'images comme un probléme d’approximation par une fondigse par morceaux, mi-
nimisant une fonctionnelle (équation 2.25). Une imagkfinie sur un domaine rectangu-
laire Q) € R? est définie par un modele : 2 — [0, 1] codant différentes régressions He
sur les régions d’une partition. Les contours de cettetpartsont notéds’.

E(M,K) = //Q(M — 1)?0x0y —i—/L//Q |V M|020y + vLongueur(K) (2.29)

Le premier terme traduit la qualité de la regression de | pateMsecond basé sur le
gradient va favoriser les intérieurs de région lisses alois le troisieme terme exprime
une préférence pour les partitions comportant la plusddimgueur totale de contours.
Les parametreg et v servent a balancer I'importance de chacun de ces facteerit_
de supprimer 'un de ces trois termes, dégénére le probléme grobléme mal posé.
C’est d’ailleurs le cas si I'on impose a I'image d’étre conséapar morceau. Le modeéle
M devient alors solution de :

E(MK)= //Q(M — 12020y + vLongueur(K) (2.30)

L'étude théorique de ce type de problemes variationnels gume leur résolution nu-
mérique ont été etudiées par Blake et Zissermamig 87] ainsi que Morel et Soli-
mini [M OREL95].

Nous pouvons noter que I'énergie exprimée dans I'équatiBt 2st séparable. En
effet le domain€? de I'imagel peut se décomposer comme 'union des régiBnet des
frontieresK de la partition ef2 = R, U --- U R, U K. Comme la mesure de longueur
d’un courbe est additive pour I'union de courbes disjoittitaguation 2.31 peut se réécrire

E(M,K) = i(//R(M — 1)202dy + % //aRi(M — 1)202dy

(2.31)
+ // |V M|0xdy + %Longueur(KRiD
R;
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avecdR; représentant la frontiere de la région correspondante.farﬂeurs% que
nous retrouvons pour les termes relatifs aux longueursrdesidres servent a éviter de
comptabiliser deux fois une méme frontiere.

Nous avons donc pour toute régiéh € 2 :
— un terme d'attache aux données(R;) = [[, (M —1)*0x0y +pu [, |V M|0xdy

— un terme de régularisatior}( R;) = %(ffaRi(M — 1)?0x0y + VLongueur(KRi))

Les approches par modeles de contours actifsi@1] font également partie du do-
maine variationnel. Nous pouvons noter que ces approclisent également un terme
d’attache aux données (gradient,variance, ...) ainsirgtéume de régularisation (nor-
male, courbure, ...)

2.5.2.b Modélisation probabiliste

Dans les approches stochastiques de la segmentation é'jroetje derniere est vue
comme la réalisation d’un processus aléatoire que I'onotteea modéliser. Dans le cadre
de la formulation Bayésienne, I'approche classique, pré@asir Fisher [HBERTI95] est
celle parmaximum de vraisemblanc€’inférence bayésienne est ainsi nommée parce
gu’elle fait un large usage de la régles de Bayes, elle-mémeécmience d'une régle
fondamentale du calcul de probabilités, appelée la regjeraduit [Co63].

La principe de la formulation bayésienne est de trouver udéte\/ qui permet de
maximiser la probabilité’,(/|M/) d’'observer! sachant)/. Ce modéle, a la base assez
simple ne permet pas d’obtenir de solutions satisfaisatites ressort en effet que la
solution triviale consistant a obtenir autant de régions da pixels au départ apparait
souvent comme la meilleure solution. Pour pallier a ce @nolgl, la théorie de I'inférence
bayésienne propose d'introduire une loi a priByisur I'espace des modeles. Nous obte-
nons ainsi la probabilité a posteriori d¢ sachant par :

Pp(M)F,(I|M)

(2.32)

avecP,(I) représentant la probabilité d’'observer 'imag@armi toutes les images pos-
sibles. Ce terme est généralement néglige.

La résolution peut alors s’effectuer par la stratégiamhximum a posterioyiqui re-
vient & maximiseP» (M |I) ou encore & minimiserlogPp(M|I).

—logPp(M) — logP,(I|M) (2.33)

Notons qu’encore une fois nous retrouvons une expressiomiaiser contenant la
somme de deux termesjog P, (I| M) représentant la mesure de dissimilafitéle I'équa-
tion 2.26 et—log Pp(M) pour I'énergie de complexit€’ de la méme équation.

L'approche basée sur I€&amps de Markovintroduite par Geman et Gemanf@AN 84,
GEMAN87, GEMAN90], consistant a modéliser une partition de I'image commenéa-
lisation d’un champ de Markov [l01] fait également partie du cadre bayésien.



2.5. Pyramides et minimisation d’énergies 57

2.5.2.c Modélisation par codage minimal

Alinstar de la théorie bayésienne, les approches ditedé&rénce par codage minimal
se placent dans le cadre de I'inférence statistique de raadais proposent d’aborder le
probléme sous I'angle de la théorie de I'information. LaoiteMDL (Minimum Descrip-
tion Length ou Longueur Minimale de Description) proposéae Rissanen [RESAN81]
est la plus connue dans le domaine du traitement d’image.skfispire de la notion de
complexité de Kolmogorov [WLLAC 99], qui considére que le meilleur modele parmi
un ensemble de modeles possibles est toujours celui pamhé&dtreprésentation la plus
compacte des données.

Le principe va donc consister a considérer un ensemble efeaons/ ainsi que
des modélesU permettant de les représenter. Le but étant ensuite diagprile fagon
minimale /, en sélectionnant un modél € M tel que la somme des codts de codage
de M et del sachantV/ soit minimale. L'unité utilisée pour décrire le colt de cgedou
la complexité de la descritption) estbé.

Etant donnée une imageet un modelelM décrivant cette image, une descritption
compléte (sans aucune perte)idest donnée par :

Lio(I < M >) = L£1(M) + Lo(I|M) (2.34)

avecL; (I < M >) lalongueur de description (MDL) d& £, (M) représentant le
co(t de codage d& par le modéleV/ et L,(I|M) décrivant les différences entfeet M
ou le colt de codage desachant M.

On peut noter la similarité entre I'approcldé DL et I'approche Bayesienne (Sec-
tion 2.5.2.b). En effet, en théorie de I'information, lesqtités—log Pp(M) et—log P, (I| M)
peuvent respectivement s’interpréter comme le colt degeodal)M/ et le colt de codage
de ] sachant\/.

2.5.3 Coupes optimales

Comme nous l'avons vu dans la Section 2.5.2, trouver undiparf? minimisant une
énergieF revient généralement a la résolution d’'un probléme diéficHi maintenant, nous
disposons d’une hiérarchig et que nous ne nous intéressons qu’aux partitions pouvant
étre formées a partir d’éléments inclus d&hsc’est a dire a des coupes fle nous allons
Voir que ce probléme peut se résoudre plus facilement.

Soit H une hiérarchie ek, I'énergie affine séparable (Déf. 65) suivante :

Ex(P) =) AC(R:)+ D(R;) (2.35)

R;eP

avecC une énergie de régularisation Bt une énergie d’attache aux données. Par
commodité, nous noterons ce type d’énergie= (C, D).

Pour tout\ € R, nous appelon&-coupe la coupe minimisank, dansH et la notons
C5(H). La famille des\-coupes def est notéeC*(H) = {C5(H)}rer+. Une région
x € H appartenant a la coup& (H) est diteh-optimale.
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Définition 66 Energie sous-additive

SoitR(I), 'ensemble des régions connexes pouvant étre définiemisimage/, une
énergieF : R(I) — R* peut étre qualifiée dsous-additivesi elle vérifie :

V(izg,2) e RU)xR(I) zna' #0 : E(xUz) < E(z)+ E(2) (2.36)

Notons que la sous-additivité d’une énergie de régiongstalente a la décroissance
de I'énergie séparable associée, ce qui conduit a la ptigosuivante :

Proposition 1 Une énérgie de partitions séparable: P(X) — R™ est sous additive si
et seulement si

V(P,P)eP(X)xP(X) P>P : EP)=)» E(R)<EP)= ) E(R)
ReP R'eP’

(2.37)

Ceci nous amene a un théoreme central dans la théorie enséahiglée proposée par
Guigues [QWIGUEOG] :

Théoréme 3 Coupes minimales causales
Soit H une hiérarchie e, = (C, D) une énergie séparable sur un ensemkle

Si I'énergieC est sous additive alors 'ensemb|€(H) } g+ €st causal
YOLN)eRY? A> XN 0 Ci(H) > CL(H) (2.38)

Notons que la sous-additivité du terme de régularisatiansdes énergies utilisées
pour la segmentation d'images, se congoit assez natuesiierRar exemple, dans le cas
du codage d’'un ensemble de points par leur moyenne, le gfedkar et 2’ impose de
stocker deux moyennes alors que le codagede’ permet de n’en stocker qu’une seule.
De méme, le terme de régularisation, employé par Mumfordah MuMFOR89] défini
dans la Section 2.5.2.a, prenant en compte la longueue t¢al frontieres est sous-additif.
Un résultat équivalent pourrait également étre obtenuair@l condition n’était posée sur
le termeC' mais que le terme d’attache aux donnéggtait contraint a étreur-additif
c’est a dire a vérifier :

V(z,2'ye H D(zUz') > D(z)+ D(z')

Le théoréme 3 peut s’interpréter comme la monotonie desasonpnimales causales
dans une hiérarchie. Ce théoreme permet également de cadffitacement un coupe
optimale dangd? pour tout parametra

Pour toutr € H la coupe minimal€™*(z) de la hiérarchie partiell& (x) (voir Déf.47)
peut se définir par :

C*(z) = argmin F(C)= argmin ZE(m’) (2.39)
CeCut(H(x)) CeCut(H(x)) el
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Les énergies des coupes minimales des hiérarchies pstiglC*(x)) (que I'on no-
tera £*(x) par souci de simplification) peuvent alors étre calculéas,yn algorithme
bottom-up, grace a la relation suivante :

Voe H E;(H(x)):min{EA(m), 3 E;(H(x'))} (2.40)

' eF(x)

La relation 2.40 traduit simplement le fait que I'énergipa@ble£(H (x)) qui sera
attribuée a une régian, correspondra au minimum de I'énergie calculée sur cetfiemé
et de la somme des énergies des cuts optimaux de ces(fils Le cut optimal de la
hiérarchieC'; (H ) se calcule donc de fagon ascendante en partant de la badaératahie
et en calculant récursivement les énergies de cuts optiméiimies par I'équation 2.40.
La compléxité de ce calcul est linéaire par rapport au nomérégions dans la hiérarchie.

Considérons par exemple une régiBrde niveaw2 dans la hiérarchie (donc telle que
chacun de ses fils soit une feuille, voir Figure 2.38(a))nelgie de la coupe optimale de
chacun des fil{ Sy, ..., S,} de R est alors réduite a I'énergie de la région considérée.
L'énergie de la coupe optimale desera donc égale au min @& (R) et} " | E\(S;). Ce
calcul effectué pour chaque sommet de niveau 2, peut segeppa niveal jusqu’au
sommet.

Le théoréme 3 nous permet de calculer pour chaque région lérarchie son in-
tervalle de persistance(z) = [A*(x), A~ (x)[. Récrivons la relation de I'équation 2.40
comme une relation fonctionnelle, dans laquelle I'énedgiechaque région est fonction
du paramétre d’échell®:

Vee H EX()) :mm{Ex()\), 3 E;,(A)} (2.41)

z'eF(z)

L'intervalle de persistance d’un sommetcorrespond par définition a I'ensemble des
valeurs de)\ pour lesquelleZ*(\) = E,()). Ces intervalles nous sont donnés par le
théoréme suivant du a Guiguesy&uUEe06] :

Proposition 2 Soit H une hiérarchie ety = (C, D) une énergie multi-échelle affine
séparable ave€’ sous-additive, alors pour tout € H :

i La fonction £’ est affine par morceau, non-décroissante, continue et a@ca
i L'échelle d'apparition\*(z) dex € H estl'unique solution d&,(A\) = 3, ) £ ()
i A~ (z), x € H estdonné pah—(x) = min{\*(p)|p € H,z C p}.

Le calcul des intervalles de persistance est une génératisde I'algorithme pré-
cédent. On effectue tout d’abord une étape ascendanteasemdl celle de I'algorithme
précédent qui calcule pour chague sommet I'échelle d'agpan* (x) grace a la propo-
sition 2(ii). Une fois toutes les échelles d’apparitionkuabées les échelles de disparitions
se déduisent de celles-ci en utilisant la proposition)2(iii

Pour illustrer ce calcul des échelles d’apparition de négjiconsidérons a nouveau
la hiérarchie partielled (R) représentée sur la Figure 2.38(a). Commappartient au
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second niveau, la hiérarchie partielié ?) admet seulement deux coupes distinctes. Celle
qui code la partition?;, composée des fils de, dont I'énergie est égale a la somme :

E\(P) = i D(S;) + A i C(R;)

et celle qui code la partitiof,, composée de I'unique régidi. L'énergie deP, sera
alors donnée par
EX(P) = D(R) + AC(R)

Comme I'énergie”’ est sous-additive nous avons :
> _C(R) > C(R)
=1

En utilisant la représentation linéaire 8g(P;) et £ (P») par rapport &, si I'énergie
D est sur-additive, c’est a dire si :

iD(Sﬂ < D(R)

la droite représentant I'énergie d& (P,) = >, D(S;) + A>__, C(R;) se trouve en
dessous de celle représentdnt(P,) = D(R) + AC(R) jusqu’a ce que\ atteigne la
valeur \*(R) pour laquelle les deux lignes représentant les énergirtesectent (Fi-
gure 2.38(b)). Dans le cas ou

> D(S;) = D(R)

=1
I'énergie E\(P») est toujours supérieure ou égaléZa(P;) et \™(R) est alors égal a.
Dans tous les cas de figure, la partitiBnest associée a une énergie inférieure a celle de
P, pour\ = 0jusqu’a\ = A" (R). Au dela de cette valeur, est alors associée a I'énergie
la plus faible. Si nous raisonnons maintenant en terme deecoptimale, la partitior;
correspond donc a la coupe optimale de la hiérarchie darfiglR) pour des valeurs de
A inférieures a\*(R) alors que la partitior?, correspond a la coupe optimale pour les
valeurs de\ supérieures a*(R) ((Figure. 2.38(c)).

Aprés avoir effectué les deux traversées de la hiérarchialé/, I'une montante pour
obtenir les\* et I'autre descendante pour obtenir s il peut apparaitre des régions qui
n'appartiendront a aucune coupe. Ce type de région intdrgieand son échelle d’appari-
tion est inférieure a celle de disparition. Ces régions dapsent alors avant méme d’étre
apparues et sont qualifiées men persistantes

dJr'e H | zcax et AN(2) <A (2) (2.42)

Les régions non persistantes n’ayant aucun intérét, du geinue des minima de la
fonction d’énergie, il est naturel de les supprimer de ladr@hie en les fusionnant a leurs
peres. Une telle hiérarchie, not&g, privée des régions non persistantes est alors qualifiée
de hiérarchie persistante pok.
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A B A o A s
Ex\(P1) B,(C3)

Bx(P2) = D(R) + }C(R) |

R b | \ ‘ ‘ !

/\ iz DS, ! ! ! : |

| | | | |

Sl. . Sn )\+(R) VA V)\ V)\
AT (R)

(@) H(R) (b) Ex(P1), Ex(P,) (€) Ex(CX(H(R))) (d) Ex(CX(H))
FIG. 2.38 — (a) un nceu& appartenant a la hiérarchie dont les {il$;, ..., S,,} corres-
pondent aux régions initiales. (b) Energies des partitassociées & et a{S5;,..., 5.}

représentées comme des fonctions)\ddc) Energie de la coupe optimale par rapport
a H(R) (a). (d) exemple de fonction concave, affine par morceaurcdténergie des
coupes optimales dans la hiérarchie

(a) énergies’ et D dansH

FIG. 2.39 — Arbre représentant une hiérarcHiePour chague sommet les énergiésont
écrites en rouge (a coté) et les énerdiesn vert (au dessus)

Définition 67 Hiérarchie persistante
Si H est une hiérarchie e/, une énergie multi-échelle, alors le sous-ensembl& de

H* =A{z e H x"(z) # 0}

est une hiérarchie appeldgérarchie persistantépour £)).

2.5.3.a Exemple de construction d’'une hiérarchie de coupeptimales

Soit H une hiérarchie construite a partir de fusions successftest@ées sur une par-
tition initiale P. La figure 2.39 illustre une telle hiérarchie, la partitioitiale correspond
a la premiere partition de la figure 2.41. A chacun des somdeetette hiérarchie, repré-
sentant une région de la partitidhy sont affectées une énergie d’attache aux donhées
(en vert et au dessus des nceuds sur la Figure 2.39) ainsieqéihargie de régularisation
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(en rouge et sur le coté des nceuds ). Il est alors possibldaédargpour chaque sommet,
son échelle d’apparition™ en utilisant I'équation 2.41.

Détaillons par exemple les calculs 8&(7), A\*(L) et AT(N) :

Nous allons donc calculer I'énergie optimale du sominet
E; =min(E;, Y E;)=min(E;, E} + Ep)
seF(L)
A et B étant des feuilles de la hiérarchie, elles n'ont qu'uneeséunkrgie et 'on a :

EY = Eq = 3A+3
Ey = Ep = 3A+1

On adonc:
E} =min(E, B + Ej) = min(5\ + 5,6\ + 4)

Les deux droites se coupent&n=1etona:

e [ 6A+4 SIS
'™ 5X+5 Sinon

Etudions & présent I'énergie du noeld
E; =min(Ep, Y EI) =min(Ey, Ef + E)
seF(L)

Le noeudC' étant une feuille nous avolt§, = Ec = 16\ + 2 et :

220+6 SiA<1

Eo+ Ej :{ 21\ +7 Sinon

en comparant avec I'énergie @& = 20\ + 12, nous obtenons :
—siA<1:
Y El=Ej+E;=22)+6

seF(L) A =3
Er =20\ + 12

cette solution est rejetée du fait guee peut étre a la fois inférieur a 1 et égal a 3.

—SiA>1:
> EI=E;+E,=21A+7
seF(L) AL =5
E;, =20\ + 12

L'échelle d’apparition du sommet sera donc\; = 5etona:

Ea+Ep+Ec = 2 +6 Sio<A<1
Ef ={ E;+ Ec = 2IA+7 Sil<A<5
E; = 20A+12 SiA>5
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Y M
2 5

1

A B € D E e H

FIG. 2.40 — arbre représentant une hiérardtiiéa) avec I'échelle d’apparition de chaque

sommet. (c) La hiérarchie persistari{é apres élagage du sommet non persistant

5
WAV
G H A B

2
f\o
D E

(a) AT pour chacun des sommets He (b) hiérarchie persitantd*

r F

c

Etudions a présent le somm¥t On a :
Ey =min(Ey, E] + E7)
On montre facilement que :

. {ED+EE = O\+2 SI0<A<L2
EJ:

E; = 8\+4 SiA>2
On a donc, en intersectant les intervalles :

E s+ FEg+Ec+Ep+FEp = 31A+8 Si0<A<I1

B4 B — Er+FEc+ Ep + Eg = 30A+9 Si1<)A<2
Y57 Y Er+ Ec+ Ey = 290 +11 Si2<\A<5
E,+E, — 28\ +6 SiA>5

On constate que la polyling; + E% intersecte la droitéd/y, = 10\ + 70 en\ = 3.1. Cela
signifie que le noeud n’intervient pas dans les coupes optimales\det qu’il devra étre
rejeté de la hiérarchie persistante. L'énergie du noguabt donc :

Es+FEg+Ec+Ep+FEp = 31A+8 Sio<\<1

pr ) ErtEc+Ep+Ep = 30A+9 Sil<A<2
N7\ E/+E-+E; = 290 +11 Si2<)\<3.1
Ex = 10A+70 Six>3.1

Une fois I'ensemble des échelles d’apparitivh calculées (Figure 2.40(a)), il reste
a effectuer une étape d’élagage sur les sommets non petsisia la hiérarchie. Dans
cet exemple, le sommet doit étre rattaché a son penré. La hiérarchie persistantd*
obtenue est représentée sur la Figure 2.40(b). La créatisardmet non persistahtpeut
étre due a une limitation de la stratégie de découpe (Sezi)mui a imposé de «passer»
par le sommetf. avant de créer le sommat. Il est assez remarquable que le calcul des
coupes optimales nous permette de rejeter ce sommet namgoeet donc de corriger les
résultats induits par notre stratégie de construction ggrdamide.

La donnée du couplei/*, A™) nous fournit ainsi une représentation ensemble échelle
des coupes optimales @& une hiérarchie indicée dont la famille des coupes natgelt
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FIG. 2.41 — Représentation des différentes coupes optimalesladmérarchie//* de la
Figure. 2.40(b). La 1ere colonne représente la fonctioneffar morceaux avec les diffé-
rents intervalles de persistance, la 2nde présente legsapgtimales pour les différentes
échelles d’apparition. La 3éme présente la partition spoadant a chaque intervalle.
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la famille de coupes optimales d& pour une énergié’, causale donnée. La Figure 2.40
illustre ces propos en présentant cette famille de couptmales avec les partitions qui
lui sont associées.

2.6 Construction de hiérarchies

Nous avons vu dans la section 2.4.1 un codage des relati@rsthiques a I'aide d’'un
arbre représentant les processus de fusion. Inverseraesggtion 2.4.3 a présenté un en-
semble de modéles hiérarchiques basés sur un codage dealzhie a I'aide d’'une suite
de graphes. Notons que les deux types de codages ne sont@apatibles et sont méme
souvent utilisés conjointement. En effet, I'utilisaticaa moins un graphe codant les rela-
tion d’adjacences est nécessaire pour construire unethéedasée «arbre». Inversement,
les relations inter-niveaux d’'une pyramide basée «grapttsisent des relations pereffils
gue I'on peut représenter a I'aide d’un arbre.

Dans cette section nous allons nous focaliser sur les éiftés heuristiques de construc-
tion des pyramides irréguliéres. Ces heuristiques coraitigénéralement la pyramide
comme une pile de graphe réd#t= (G, ..., G,). Les heuristiques présentées dans les
sections suivantes permettent de construire un graphea partir du graphe courani;.

2.6.1 Deécimation stochastique

Meer [MEER89A] définit I'opération de réduction d’'un graphe comme un psace
sus stochastique. Le passage du graghe= (], E;) de niveaul au grapheG,,; =
(Vis1, Ei41) du niveau suivant s’effectue en 3 étapes :

1. sélectionner par un processus de décimation stochastigsous-ensemble de som-
metsV;,; C V; qui seront les sommets survivants.

2. définir une partition d&; en établissant une liaison entre chacun des sommets non
survivants et ceux qui vont survivre au niveau suivant.

3. définir lensemble d’arétek; ., ; définissant les relations d’adjacence entre les som-
mets de(7;. ;.

Afin d’obtenir un taux de décimation constant Meer imposd’snsemble de sommets
survivants les deux contraintes de stabilité suivantes :

1. Stabilité externe :
Voe V=V W eV (v,0) € E. (2.43)
2. Stabilité interne :

V(v,v') € Vlil : (v,0') € B (2.44)

La contrainte (2.43) impose a chaque sommet non survivéiredadjacent a au moins
un sommet survivant. La contrainte (2.44) interdit a deuxsets adjacents de survivre
simultanément. Le sous ensemble des sommets d’'un graphmsgede conjointement
ces deux propriétés de stabilité est appel@ayau[RoY69].
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SoitGo = (Vp, Ep) le graphe initial défini sur une imade Meer définit un noyau sur
'ensemble des sommets du graphe a l'aide d’un processtisasttique. Une valeur réelle
aléatoirey; € [0, 1] (suivant une distribution uniforme ) est associée a chaqoereet du
graphe. Les sommets survivants sont ceux qui réalisent wimmen local de la valeur
de y; (i.e la valeur maximale dans le sous ensemble constitué p@&ommet et tous
ses voisins). Comme deux sommets adjacents ne peuventpmrdee tous deux a un
maximum local, deux sommets voisins ne peuvent appartemiitanément a 'ensemble
des sommets survivants. Ceci vérifie la condition de stahilterne (condition 2.44).

Nous pouvons noter que cette méthode prend en compte iteptient le degré d’'un
sommet. En effet plus le degré d’'un sommet est élevé, plulaapilité que la valeur de
sa variable aléatoire soit supérieur a tous les tiragessiesssins est faible. Les sommets
présentant une faible arité sont donc favorisés par cei®ape. Une seule itération de ce
processus peut néanmoins laisser un sommet, ne corresp@adaa un maximum local,
avec seulement des sommets non survivant dans son voisihemygvient donc d’itérer ce
processus jusqu’a ce que les deux conditions ( 2.43 et oihtxérifiées simultanement.

Pour cela 3 variableg;, p; et ¢; sont attachées a chaque somme€ V; du graphe
courant(,. La variabley; code le tirage de la variable aléatoire pour le sommetes
variablesp; et¢; sont deux booléens dont la valeur code les états suivants :

— Sip; est vrai, le sommet; est considéré comme un sommet survivant ;

— Sig; est vrai,v; peut devenir un sommet survivant lors des itérations fsture

Soient(pgk))kg{l,m,n} et (q§k>)ke{1,‘,.,n} les différentes valeurs de et ¢; au cours des
n itérations de l'algorithme. L'initialisation de ces vdilas sera effectuée de la facon
suivante lors de la premiére itération :

W _

PE | T; = mazjey(w){z;}
1

- (2.45)
4 = /\jGV(vi) pj(l

avecV (v;) représentant 'ensemble des sommets adjacentet/\ I'opérateur lo-
gique “et”. Par convention, le sommet appartient & son voisinadé(v;). Un sommet
sera donc survivant s’il est un maximum local de la varialdataire.

Pour les étapes suivantes les mises a jour des prédicatd séfextuées de la fagcon
suivante :

2= PV (@ A = magsevan {6 25))
q§k+1) /\jeV(vi) p_j(kH)
Avec le symbolev représentant le “ou” logique. Un sommet désigné survivdiétape
k le restera a I'étape suivantg{™ = p v ...). Un sommet non survivant pourra le
devenir s’il réalise un maximum local de sa variable aléatsirr 'ensemble des sommets
de son voisinage pouvant devenir survivant (avec le prédiégal a 1). Enfin un sommet
qui n’est pas désigné comme survivant mais dont aucun degsaie survit restera un
candidat a la survie. Ce processus est itéré tant que I'efleatalsommets sélectionnés
ne forme pas un noyau. Notons que ce type de processus glefide maniere purement
locale. En effet, a chaque itération, un sommet calcule sanu@éiquement en fonction
de son état précédent et de celui de ses voisins. Un tel pugesut donc aisément étre

implémenté sur une machine paralléle.

(2.46)
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L'établissement des liaisons parents-enfants s’effesitaplement en attachant chaque
sommet non survivant au sommet adjacent survivant, doritaget de la variable aléa-
toire est maximum. La derniére étape consiste a connesteplamets survivants dans le
grapheG,. ;. Deux péres seront donc reliés par une aréte si leurs fendtreeductions
dans le graphé&/, sont adjacentes par au moins un sommet.

Ce type de processus a été utilisé dans le cadre de la génédationotifs aléa-
toires [MEER89B] ainsi que pour I'étude de la stabilité des algorithmes pydaux [MEER38].
Cette approche purement aléatoire a été tout d’abord adagutééontanvert [MONTANO9 1]

a l'analyse de composantes connexes, en restreignantdegsus de décimation a un en-
semble de sous-graphes du graphe initial. Deux sommets&/aaty peuvent alors étre
adjacents dans le graphe a décimer s’ils n'appartiennenapanéme sous-graphe. Jo-
lion [JoLI192] propose d’améliorer la flexibilité du processus de détiom en utilisant
les maxima locaux d’'un opérateur d’intérét plutoét que legima locaux des tirages de la
variable aléatoire. Il propose ainsi un critére tendantécténner les sommets survivants
situés dans les régions homogénes, ouvrant ainsi la portendribreuses applications
pour la segmentation en régions homogenes [N93, BEN YA95, CHIARE96].

2.6.2 Décimation guidée par les données

Jolion [JoL101] propose un nouveau modele de pyramide adaptative dguosl |k
choix des sommets survivants n’est plus fait de maniérenagiimjue mais est dépendant
du contenu de lI'image. L'idée de base de ce modéle consispplayaer un processus
de décimation ne s’effectuant qu’en une seule itérationa&el niveau de la pyramide.
Deux variables booléennes et ¢;, définies de la méme fagon que dans la Section 2.6.1,
sont attachées aux sommetsdu graphe. Elles conservent la méme signification mais
sont désormais globales a I'ensemble de la pyramide. Etie dagns un premier temps
initialisées a vrai au niveau de basg = (14, Ey) de la pyramide

pgo) = qL(O) = UTa/i, vvi S %

et leur mise a jour entre chaque niveau de la pyramide ess&égbar les équations
Suivantes :

k k k *
Pl <(p§ "y Az = maxjevk(m{qa(‘ )Ij})
(

k+1 _
" = Njevon BED A (Vilw) # {vi}).

Un sommet est donc déclaré survivant s’il était survivantaudidat au niveau préce-
dent et s’il réalise un maximum de la variable aléatoire darggapheGy. Il est déclaré
candidat s'il n’est ni adjacent & un sommet survivant niésbles sommets du graphes
sont ainsi répartis en trois classes disjointes : les sommativants, candidats et non
candidats. Les sommets non candidats, nécessairemecgiaidja un des sommets survi-
vants, sont réduits alors que les sommets survivants fohepke 'ensemble de sommets
du graphe réduit. Les décisions nécessaires pour classsvri@nets candidats seront de-
sormais prises a des niveaux plus élevés de la pyramidseleble des sommets ; de
Gk+1 :
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Viyr ={vi € Vi |p§k+1) \Y qz'(kH)}

sera alors composé des sommets survivants et candidaisbliséement des arétes
E,.1 entre les sommets dE,, est effectué par le méme processus que dans la Sec-
tion 2.6.1.

Cette approche a été congue avec comme motivation prindgglese en compte
de deux types de régions lors du processus : les régionsusshpmogenes ou celles
présentant un intérét particulier vis a vis du critere ddardétion. En effet dans ce type
de processus asynchrone, les régions présentant un faiététiont tendance a fusionner
en premier. Ce processus permet ainsi de détecter ces ré@gdagon précoce afin de
conserver les régions les plus pertinentes (au sens duecd&«désintéréte; utilise),
dans les niveaux plus élevés de la pyramide.

2.6.3 Deécimation par couplage maximal

Comme nous l'avons vu dans la Section. 2.6.1 la méthode dend&on proposée
par Meer [MEER89A] et Montanvert [MONTAN91] est basée sur la définition d’'un noyau.
De ce fait la contrainte de stabilité interne (équation vl influer fortement sur le
nombre de sommets survivants. En effet un sommet est désiga&ant s’il réalise un
maximum des tirages d’une variable aléatoire sur son \ag&nPlus le degré d’un sommet
est élevé, plus la probabilité que la valeur de sa variaklataire soit supérieure a tous
les tirages de ses voisins est faible. La probakdligiori qu’'un sommet survive est donc
directement liée a la taille de son voisinage et la relatiadjedcence entre les sommets
influe donc directement sur la hauteur de la pyramide et lebnem'itérations nécessaire
a la construction de chaque niveau de la pyramide.

Haxhimusa et al. [IAXHIM 02B] ont montré que I'arité moyenne des sommets a ten-
dance a augmenter dans la pyramide ce qui a pour conséquerecaisninution du facteur
de décimation et une augmentation de la taille de la pyran@dei peut s’avérer génant
puisque I'objectif implicite des méthodes a noyau est dtavoe hauteur ayant un ordre
de grandeur proche dug de la taille du graphe initial. Pour pallier cet inconvéniiax-
himusa propose un processus de décimation, indépenddatitiedes sommets, basé sur
la définition d’'un couplage maximal [ 69].

Définition 68 Couplage maximal

Etant donné un graph€ = (V, E), un ensembl€ C E est appelé un couplage si
aucune des arétes den’est adjacente au méme sommet.
— un couplage est dit maximal si on ne peut y ajouter d’arétes seerdre la propriété
de couplage;
— un couplage est dit maximum s’il comporte un nombre maxiaiarétes;
— un couplage est dit parfait si tout sommet est incident dawéte deC'. Un couplage
parfait est maximum.

Un sommet incident aux arétes d’'un couplage est dit satmensi est dit insaturé.

La méthode proposée par Haxhimusa et al. définit une f@rélu graphe initialGG
telle que chaque arbre est compabkgu moinsdeux sommets et chaque sommet(de
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(a) 6 arétes (b) 7 arétes

FIG. 2.42 — Deux couplages maximaux comportant un nombre diftéd’arétes. Les
arétes faisant partie du couplage sont représentées en gras

appartient &xactemenain arbre de la forét. La construction d’une telle forét soitales
étapes suivantes :

1. construire un couplage maximalsurG ;

2. Supprimer les sommets insaturés en ajoutant de nouai#ss. Le nouvel en-
semble not&€'* ne constitue plus un couplage. En revanche si le couplageaest
mum, I'ensemble”* forme un recouvrement minimum de[BERGES3];

3. supprimer des arétes dafi$ de fagon a construire une for&t composée d’arbres
de profondeut.

@C (b) C* (c) K
FIG. 2.43 — Les trois étapes du processus de décimation de HasaifhaxHim 028]

L'ensemble K obtenu forme ainsi une forét du grapbieexclusivement composée
d’arbres de profondeur 1. Une racine est désignée pour ehadue dek’, ce qui in-
duit une sélection naturelle de 'ensemble des sommetsvante et non survivants. Pour
chaque arbre la racine est désignée comme sommet survivasigae les fils de celle-
ci sont classifiés comme sommets non survivants. L'étastisst des liaisons peres-fils
ainsi que celles entre les sommets survivants est effediifsegon similaire a celle définie
dans la Section. 2.6.1.

Le principal avantage de ce processus de décimation tidattayu’il permet de main-
tenir, tout au long des niveaux de la pyramide, un facteurédénhtion plus stable. Hax-
himusa a montré par I'expérimentation que ce facteur dent#@n reste en moyenne
supérieur a 2 tout au long du processus de construction dedanfle.

2.6.4 Décimation par la méthode d’escalade

Guigues [QWIGUEO6] a récemment proposé une facon naturelle de construgrién
rarchie en s’appuyant sur un principe d’optimisation digie Le principe d’escalade
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gu'’il propose s’inscrit dans une méthodologie de segmiemahnulti-échelle basée sur
I'optimisation d’'une énergie multi-échellg, (Section 2.5.3). Nous avons présenté dans
la section 2.5.3 comment, pour une hiérarchie et une éngésginnée , il est possible de
calculer et de représenter sa séquence compléte de coupealep. Cette méthode d’op-
timisation étant générale, elle peut étre appliquée surtype de hiérarchie construit par
des méthodes de fusion ou de division récursives de I'im@geyues propose d’adapter
le processus de construction d’'une hiérarchie afin de peegrlicompte explicitement la
minimisation de I'énergidv,.

Supposons donc que nous disposons d’une énergie multieééhe= (C, D) permet-
tant d’attribuer une échelle d’apparition aux élémentsd’hiérarchie. Quand on réalise
'union d’'un certain nombre de composantes hiérarchigleespmmet correspondant a
'union de ces composantes va étre doté d’'une échelle d'ajopapour £,

Définition 69 Escalade pure [QUIGUE06]

Si X est un ensemble &, une énergie multi-échelles,

— Pour toute pré-hiérarchie (Déf. 2.23 sur X, une opératiord’ecalade puresur
pour E\ consiste a réaliser 'union de sommets de ses composariesdiiiques
réalisant la plus faible échelle d’apparitiont pour E,.

— Lahiérarchie d’escalade pureur X pour E, est la hiérarchie obtenue en itérant
I'opération d’escalade pure a partir de la pré-hiérarchiemmale H = {{z}},cx
(la sur-partition absolue deX).

Comme nous l'avons vu dans la Section 2.5.3Fsiest une énergie multi-échelle
alors les coupes optimales d’'une hiérarchie remontent eneiémps que le parametre
d’échelle\ augmente. Disposant désormais d’une hiérarchie incompéetritere d’esca-
lade pure va choisir de compléter la hiérarchie, par I'efidemui serait le premier atteint
par la remontée des coupes optimales si nous augmentiogepsivement la valeur du
parametre\. Le critere d’escalade considére donc a chaque étape testasions d’en-
sembles possibles et sélectionne celle faisant appal@jitas petit parameétra™, ce qui
peut s’interpréter comme la plus faible régularisationudlpouvons noter que chacune
des étapes d’'une escalade pure est persistante. Les étapesraistantes pour I'énergie,
qui n'apparaitraient jamais dans une coupe optimale, stntellement supprimées.

L'escalade pure n’est cependant pas possible a mettre ere @uwpratique. En effet,
si a une étape donnéé] est constituée dé&V composantes, il est nécessaire d’étudier
les2" cas de figure possibles, ce qui n’est combinatoirement pasageable. Guigues
propose donc de limiter 'espace de recherche a I'enseneslaudions de paires de régions
voisines, ce qui définit la notion eéscalade binaire

Pour tout couple de régiori®;, R;) € X telles queR; appartient au voisinage de;,
notéR; € V(R,), le facteur d’apparition,,,(R; UR;) de I'union des deux régions, U R,
est calculé de la fagcon suivante :

SoientEr, et By, les énergies des régios et i;

En,(\) = ACh, + D, (2.48)
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et Eg,ur, I'€nergie de la régio?; U R; résultant de la fusion d&; et R;

ERZ'UR]' ()\> - )\CRiURj + DRZ'URJ' (2'49)

En sommant les équations 2.47 et 2.48 et en combinant avg@tién 2.49 on obtient
I'echelle d’apparition de la régioR; U R; :

Dg, + Dr; — Dr,ur;
Napp (i U By) = —CRJR, (2.50)

Nous fusionnerons alors le couple de régi0RsR’) tel quel,,, (R U R') soit mini-
mum.

En itérant ce calcul pour chacune des pré-hiérarchies oesemous aboutissons fi-
nalement a une hiérarchie d’'escaladé*, \*) dont des propriétés importantes ont été
démontrées par Guigues G5UEOG].

Sur I'exempe de la figure Figure 2.40, nous allons obtenifusgns dans I'ordre
suivant :AU B puisD U E suivide/ U C etG U H puisJ U L suivideF U K et enfin
M U N. La création du nceufl est dans ce cas induite par la stratégie d’escalade binaire,
méme si comme le montre le calcul des coupes optimales (Betb.3.a) ce choix n’est
pas optimal.

Comme le montre I'équation 2.50 nous obtenons ainsi un dlgoe totalement exempt
de parametre d’échelle et basé uniquement sur le cqupl®) d’énergies antagonistes.
L'escalade se présente alors comme une stratégie gloutoaxienisant la gain immédiat
de co-énergie. Guigues approxime la stratégie d’escaladepgar une escalade binaire.
Nous verrons dans la Section 3 que cette restriction pezieétpartie levée pour parvenir
a des énergies plus faibles.
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E chapitre qui précéde a présenté les différentes structuiles pour construire
L et représenter des hiérarchies. Les Sections 2.5 et 2.6riécupar ont présenté
différentes approches permettant la construction dercidies, basée sur différents
critéres énergétiques.

Les algorithmes de construction de hiérarchies de régigmssent généralement sur
un processus itératif de regroupement de régions. Dansraide du traitement d'images
les fusions de régions sont généralement effectuées exdreedions deux a deux adja-
centes. Cette méthode de construction conduit a des hiéarstiictement binaires, ne
prenant pas en compte I'ensemble des fusions possiblegntnainsi a des énergies sous
optimales.

Nous allons présenter dans ce chapitre différentes higuest permettant de construire
des hiérarchies de régions. Ces méthodes sont basées gupdtlap ensemble-échelle
proposée par Guigues [(BGUE03] (Section 2.6.4) et permettent d’obtenir un compromis
entre le temps d’exécution et I'énergie des partitions rlxs.

Nous allons dans un premier temps (Section 3.1) proposemanealisation des
courbesFE), (C5(H)) décrivant I'énergie des coupes d’'une hiérarcHieen fonction du
parametre d’échell@. Cette normalisation nous permettra de comparer des cooabes
culées sur des images difféerentes. Nous verrons dans undsezops (Section 3.2) une
premiere approche descendante de calcul d’une hiéraiCbite approche n’ayant pas
donnée les résultats escomptés nous proposons dans lanSe8tideux nouvelles heurs-
tiques basées sur une approche ascendante. La premiéstiear(Section 3.3.1) permet
d’élargir I'espace de recherche en prenant en compte deartlides n-aires, permettant
a plusieurs régions de fusionner avec une région centrahague étape de la construc-
tion. La deuxieme heuristique, détaillée dans la SectiB23propose de paralléliser le
processus de décimation pour améliorer le temps d’exécatigsi bien sur des machines
paralleles que sur des machines séquentielles.

73
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3.1 Normalisation d’énergie séparable

Nous allons dans cette section, nous intéresser aux prepdés energies séparables
et plus particulierement a leurs bornes supérieures aienfés.

Considérons une énergie affine séparable de partitions elfnir toute partition”
par :
E\(P) = D(P) + \C(P)

avecD quelconque et’ sous additive.

Comme nous l'avons vu dans la Section 2.5.3 , partant d’'unarciéie 7 donnée,
'ensemble des coupes optimale§(H ), défini pour cette hiérarchie, représente une seg-
mentation multi-échelle non biaisée.

Si I'on désigne respectivement pay et D; le terme de régularisation et I'attache aux
données de la partition réduite a une seule région contdéimaage / on a, du fait de la
sous additivité d€' :

YPeP, C(P)>C; (3.1)

L'énergie des coupes optimalés(C5(H)) est une fonction concave linéaire par mor-
ceaux en fonction de\ (voir Proposition 2, Section 2.5.3). Chaque partie linéaiee
E\(C5(H)) correspond a I'énergie d’une coupe optimél&(H), les coupes étant dé-
croissantes en fonction de Si nous supposons que la coupe optimale la plus grossiéere
P« N'€St pas égale a la partition triviale réduite a une sey®rénous obtenons :

VA > >\max7 EA(C;(H)) = D(Pmax) + AC(Pmaz> < DI + )\CI

oU A\, dénote I'échelle au dela de laquellg(H ) = P,,... La seconde inégalité est due
au fait que la partition triviale fait partie des partitigmsssibles et est jugée non optimale.
Or I'équation 3.1 nous indique qU&(P,,..) < C;. Linégalité £, (C5(H)) < D; + AC;
est donc impossible pour tout > ... et ce quelles que soied®(F,,..) et D;. La
partition optimale la plus grossiere,,, est donc forcément égale a la partition triviale et
ona:

Ex(Puas) = Dr + AC; (3.2)

La droite £, ( P4 ) peut se concevoir comme la tangente a la couth@’; (H)) pour
A > A\naz- La fonction E,(C5(H)) étant concave elle est obligatoirement au dessous de
sa tangente. L'énergie des coupes optimdg&_;(H)) sera donc toujours bornée par
I'énergie E\(P,..) aSsociée a la partition la plus grossiére (Fig. 3.1).

Soit P, la partition initiale correspondant soit a la grille desgd#xsoit a une sur-
segmentation initiale (ligne de partage des eaux par ex@mphans ce cas les points
(0, Eo(Py)) €t(Amaz, B, (Praz)) @ppartiennent tous deux a la courbe. L'énefgiéC; (H))
étant concave, sa courbe représentative doit se situersgugide la ligne connectant ces
deux points.

La ligne reliant les pointg0,0) et (Ayaz, Ex,..(Pmaz)) €St elle située en dessous
de celle joignant les pointd), Ey(Py)) et (Anaz, Ex,,..(Pmaz))- NOtONns que les points
(0, Ey(Fy)) et (0,0) sont confondus sb, est la partition triviale (une région par pixel de
'image d’origine).

Nous obtenons donc pour toute hiérarcHiet tout parametre d’échellec [0, A0z



3.1. Normalisation d’énergie séparable 75

EX(C™(H))

EX\(Pmaz)

Eo(Po)

0 Amax A

FIG. 3.1 — Encadrement de I'énergie des coupes optimales

B e (Praz) < EX(C3(H)) < Ex(Praz)

Ou encore :
0 S E)\(Pmaw) - E)\<C;(H)) S E)\(Pmax) A E)\mm(PmaJ:)

Amaac

0 < | B _ DA = s (D 4 AnasCi)
< T RGeS
D; + )\
A
0 < 1-— L2N(ENCD)) < D[M
-~ E)\(Pmaw) - DI + )\OI
0 < | _ Bacs) PR St S (O gzjﬁz
=~ E)\(Pm(m:) - 1 _I_ .I)\E] EI — IDT;la.IC

La seconde inégalité est basée sur I'’hypothéseryué’,...) = D; + A\C; > 0. On a

donc : .
. — T E\(C3(H)) < 1
1 + ZL’)\E[ - Ex(Pmaz) -

1+ E; Ex(C3(H))
T\ N )
Nous obtenons finalement :

< 1 avecz) € [0,1].

EGH) (3.3)

< ZTANTANT T
VAE D0 Al < g S
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FIG. 3.2 — Représentation d’une énergie normalisée

Le termeE)(P,...) peut s'interpréter comme I'énergie intrinséque a I'imageegmet
d’'une certaine fagcon de mesurer 'adéquation entre notréefecenergétique et 'image
d’entrée. Le rapporfgi) représente donc une énergie normalisée dans laquelle on
mesure la qualité (I’ enera?é) de chaque coupe optimalévetaent a I'énergie de 'image
globale. L'équation 3.3 montre que cette énergie normaksesitue au dessus de la dia-
gonale du carré), 1]* (Fig. 3.2). La diagonalg = x de [0, 1]* représente le cas limite de

courbe concave dans le cufte1]? arrivant sur le poin{1,1) et partant dg0,0) ou de

(0, EO((;+I(H))> si I'attache aux données de la partition initiale n’est palten

Notons que ce résultat est valide pour n'importe quelleghédie H, obtenue par I'in-
termédiaire de n’'importe quelle heuristique, a partir dumaat ou le termé&’ de I'énergie
considérée est sous-additif. Cette normalisation de Ieerous sera utile lors de I'éva-
luation des résulats des différentes heuristiques puedguhous permettra a la fois de
comparer différentes heuristiques sur une méme image rgaleréent de nous affran-
chir au moins partiellement de I'influence de l'image irdgigour obtenir des mesures
moyennes sur une base d'images.

3.2 Une Heuristique globale

Etant donnée une énergie affine sépardil®) = D(P) 4+ A\C(P) définie pour toute
partition P, un algorithme de segmentation hiérarchique produit udealihie 4 dont
la séquence de coupes optimales définit une coiil€’s (H)). Contrairement aux ap-
proches classiques de minimisation d’énergie ou le parameest fixe, la qualité d’'un
algorithme de segmentation hiérarchique relativemenedémergief/, doit étre basée sur
la courbel, (C5(H)). Cette évaluation doit donc prendre en contptees les échelles.

Un algorithme de segmentation hiérarchique doit donca'edir de minimiseE), (C(H))
pour tout\. Une premiere mesure globale de la qualité d’'une segmenthiérarchique
peut étre I'aire sous la courh®, (C}(H)). Toutefois comme la courbg,(C}(H)) ne
converge pas verg8 a l'infini une telle aire serait infinie. Nous devons donc noes-
treindre a l'intervalle]0, \,,..] 0U ... représente I'échelle au dela de laquelle la coupe
optimale est la partition triviale (une seule région, Fig3(8)). Cette mesure représente
toutefois un inconvénient puisque un algorithme de segatientobtenant un,,,.,. petit
sera favorisé (Fig. 3.3(b)). Or, au dela dg,. la partition optimale est la partition tri-
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+OO E)\ 'maa:) EA(C;(H))d)\

S Bx(C3(H))dA s
— B> (Pruas)
Ex(Pmag
A (CXEH) B L))
Ex(C,
%0 )\m‘az A Mias DV
(a) criteres (b) A

FIG. 3.3 — Les deux aires que nous pouvons minimiser pour défieirdoonne» segmen-
tation (a). Les énergies de deux hiérarchiBset 72 avec\! .. < A2, (b).

viale. La valeur\,,,, représente donc lintervalle de valeurs d’échelles posguelles
I'algorithme de segmentation parvient a produire des to@ms non triviales.

Un algorithme de segmentation doit donc simultanémentmigar I'aire sous la courbe
E\(CX(H)) pour) appartenant @, \,,...| et maximiser,,.... Comme I'a suggéré Guigues (B5UE03]
I'aire comprise entre la droite), ( P,,....) et E\(C5(H)) (Fig. 3.3(a)) permet de tenir compte
de ces deux objectifs simultanément. Notons tout d’aboedogucritére se défini naturel-
lement sulR+ puisqueFE, (C5(H)) et Ex(P.q.) coincident au dela d&,,,,.. On a donc :

/ " B (Pras) — EA(CI(H)) A = / N o (Poa) — Ex(CL(H))A

De plus, on montre facilement que :

Jo™ Bx(Poaw) = EA(CR(H))AN = [ Br(Paa)dd = [ Er(C{(H))dA
= (Dr+3 OI/\maz)Amax — >0 (Di+ 3G (N + Aiv)) AN
(3.4)
oU (D;)icqu, ..y €1(Ci)icqu, ...ny représentent respectivement les attaches aux données et
les termes de régularisation desoupes optimales.

La maximisation de I'équation 3.4 passe donc par la maxhinisale(DIJr%C’[)\max)/\mam
et la minimisation simultanée de;"_, (D, + %Ci(/\mt)\iﬂ))A)\i. Le premier terme est une
fonction croissante dg,,... La maximisation de notre critere impose donc de maximiser
Amaz- L€ S€CONd terme correspond a l'aire sous la colshe”;(H)). Maximiser notre
critére impose donc de simultanément :

— Maximiser\,,,qz»

— Minimiser 'aire sous la courb&), (C5(H)).

Ce qui correspond parfaitement aux contraintes que I'onaroekprimer.

Des solutions indépendantes a ces deux problémes d’optiorissont décrites respec-
tivement dans les sections 3.2.1 et 3.2.2.
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3.2.1 Estimation de\,,,.

Le probléme de I'estimation dk,,,, peut se formuler ainsi : Etant données une par-
tition initiale P, et une hiérarchigd construite surP,, I'énergie des coupes optimales
E\(C5(H)) coupeEy(Pyqz) €n un point(AL .. Exu (Pngg))- Il nous faut donc envi-
sager toute les hiérarchies pouvant étre construiteg’sde facon a sélectionner celle
fournissant le\  maximum :

max

H

Amaz = max A, -

HEeH(Py)

ouH(P,) représente I'ensemble des hiérarchies construitessur

L'énumération de toutes les hiérarchiesfieF,) étant évidement hors de question
nous proposons d’approximer la solution optimale a I'aidmé heuristique.

Notre premiére restriction consiste a considérer uniquenhes fusions binaires. Dans
ce cadre, le nombre de régions Hgva diminuer del a chaque fusion jusqu’a ce que
I'on obtienne la partition triviale’,,... La coupe optimale définie juste avant la partition
triviale sera donc composée de deux régions et l'intersecte la droite correspondant a
cette coupe aveE)(P,...) va déterminen,,... Le probleme de la détermination dg,,.
revient donc (modulo la restriction aux fusions binairedterminer le regroupement des
régions deP, en deux «meéta-régions» dont la droite associée caypé,,..) avec une
abcisse),,,,, maximale.

Notre stratégie pour estimey,,,, consiste, dans ce cadre, a fusionner itérativement
les couples de régions en prenant explicitement en comptexamisation de\,,,.... Pour
cela nous calculons pour chaque couple de régions de laigratburante I'attache aux
donnéesD et la régularisatiorC' de la partition issue de leur éventuelle fusion. Nous
calculons ensuite, I'abcissede l'intersection entre la droit® + AC' et B\ (Praz) -

Dr—D
- C -y
Le paramétre\ correspond a la valeur de,,, qui serait obtenue si apres avoir fusionné

les deux régions envisagées on fusionnait directemenegdat régions restantes pour
obtenir la partition trivialeP,, ...

A

(3.5)

Notre stratégie de fusion consiste donc & maximisgr, a chaque étape. Cette fusion
itérative de couples de régions nous conduit a une partitionposée de deux régions.
Lintersection de la droite correspondant a cette partiieecE (P,,...) définit A4,

Cette stratégie pose toutefois deux problémes. Tout d’dbaralcul de),,,., n’est pas
une fin en soi, mais simplement une étape dans le calcul dgnhaesgation hiérarchique.
Or I'algorithme précédent est a priori aussi long qu’unedudinaire telle que décrite par
Guigues [WIGUEDG]. On peut donc doubler les temps de calcul. De plus, lamiaation
de l'intersection entre I'énergie de la partition couraetté’, (P,,....) st un critére global
qui a peu de sens lors des premieres étapes de fusion.

Afin de répondre a ces deux limitations nous proposons urniggtion du processus
précédent lorsque I'énergie d'attache aux données camelspl’erreur quadratique. Dans
ce cas la droite correspondant a la partition en deux rédigres R, sera définie par :

EQ(Ry) + EQ(Ry) + MCy + Cy)



3.2. Une Heuristique globale 79

OUEQ(R) =Y, llx — ur||?* représente I'erreur quadratique He

Cette droite coupera) (P,,.,) d'autant plus tard que I'ordonnée a I'originBQ( R, )+
EQ(R,)) de l'avant derniére partition optimale est peu élevée. @ise donc un algo-
rithme de quantification [BOOB] qui va regrouper I'ensemble des couleurs de I'image
en deux classeS| et C, telles queEQ(Ch) + EQ(Cs) est minimal. Notre optimisation
va consister a fusionner les ensembles connexes de régiohsadmoyenne appartient
a une méme classe. On obtient donc une partition avec un eor@buit de régions qui
approxime, a partir dés, la partition de I'image qui serait obtenue en calculanclas-
posantes connexes des deux clagsest Cy(étape d'inversion de table de couleur). Les
fusions itératives maximisant la valeur desont effectuées a partir de cette partition.

En résumé notre estimation dg,,, suit les étapes suivantes :
1. Calcul de la patrtition initialé?,
2. Quantification de 'ensemble des couleurs de 'image e diasses,

3. Fusion de tous les ensembles connexes de régions donyénneappartient a une
méme classe,

4. Fusion itérative des couples de régions restant en fogidra chaque étape le couple
de régions adjacentes qui maximise I'équation 3.5. Lesfsssont stopées lorsqu’il
ne reste plus que deux régions. Appeléhs, la partition obtenue (avecle nombre
de régions de).

5. Calcul de I'estimation dg,,,,. par intersection dé& (P, ) et E\(Ppaz)-

3.2.2 Interpolation de I'énergie

Comme mentionné dans la section 3.2, la maximisation de l&iuée entré, (F,,...)
et E5\(C5(H)) suppose de maximiser,,,.. et minimiser |'aire sous la courh@, (C5(H)).
La méthode proposée dans la section précédente permenhaest, .. Toutefois cette
méthode nous fournit outrk,,,.., la partitionP,_,. On connait donc :

1. une estimation dg,,,,.,
2. la partition optimale en deux régio®s_, a définir pour obtenin, ...,
3. la pente”,,_, et 'ordonnée a l'origineD,,_, de I'énergieE)\ (P, _2).

Nous comptons utiliser 'ensemble de ces informations puoimimiser I'aire sous
E\(C%(H)). Si nous désignons pdt, et R, les deux régions d&,_,, R, et R, sont
construits a partir dé’. On peut donc définir deux ensembles de régisnst S, tels

que :
Ry = |J RetRy=|J R

ReS, ReSy

R, et R, définissant une partition de I'imag#; et S, définissent une partition de I'en-
semble des régions d&.

Notre heuristique de construction de la pyramide utilisefdsions binaires restreintes
asS; etS,. En d’'autres termes, nous nous interdisons de fusionneragien deS; avec
une région de5,. Cette restriction permet de garantir que la partition opleémobtenue
lorsqu’il ne restera plus que deux régions est égake_a et donc que le\,,,, associé a
cette partition sera égal a celui calculé dans la sectiod 3.2
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Aprés chaque fusion de deux régions dan®t S,, nous obtenons une partition plus
grossiere, en appliquant le principe de I'escalade (égu&i50), nous pouvons détermi-
ner I'échelle d’apparition de cette nouvelle partition. @tient donc une suite croissante
de partitionsP,, ..., P,_1 = P,..z, Chaque partition étant associée a une échelle d’apparti-
tion (\i)icqo,...n—1}. L€ terme de régularisatiafi étant sous additif, la Suite\;);c(o,...n—1}
est croissante gty . . ., P,,_; approxime efficacement les coupes optimales. Nous suppo-
serons dans la suite que cette condition est effectivendéatisée.

Le choix des deux régions a fusionner da&hst S, est réalisé grace a un algorithme
itératif qui utilise les informations de la partitiaR}, _, pour déterminer les deux régions
a fusionner. Supposons que nous ayons calculé la Byite. , P,_; jusqu’a la partition
P, i € {0,...,n — 3}. Si nous approximon®’,(C(H)) par la suiter, ..., P,_4, la
courbeE,(C5(H)), passera par le poirf\,_, E, ,(P;)) avec une pente égale@ a
droite de);_,. La courbeE, (C5(H)) arrivera également ek,,,, avec une pente égale a
C,_» a gauche de\,,..(Fig. 3.4(a)). Nous connaissons donc deux points et deutepen
de la courbeF,(C5(H)) et savons de plus que cette courbe est concave et lineéaire par
morceaux. On peut donc estimer l'aire 8g(C;(H)) entre\,_; et \,,., & l'aide d'une
interpolation de la courbe entre ces deux points.

(a) Construction de la hiérarchie (b) Interpolation

FIG. 3.4 — Représentation des données connues lors de la caiostrde la hiérarchie (a)
et illustrations des principales notations lors de l'iptdation(b).

Le probleme de l'interpolation étant largement sous camitraous utilisons la modé-
lisation suivante(Fig. 3.4(b)) :

1. Lintervalle[\;_1, \q.] €St décomposé en deux sous intervalles;, \ ] et[A., Aoz )-
Nous avons arbitrairement fixg § 2=1tAmaz,

2. Sip = n — i désigne le nombre de régions de la partition courante osalshaque
intervalle [\;_1, \] et [\, \nae] €Ng = [5] Sous intervalled; = [a;,a;,.] avec
ap = Ao, Gg = Ac €ta, = Mg

3. On modélise, (C5(H)) sur chaque intervallé; par une droitef; + o (A — a;).
Onaay = C; eto,_1 = C,,_5. On suppose de plus que les pentesiécroissent
par pas de; ete, respectivement sui; 1, A\.| et[\., Mgz

o = g — i€, Vie{0,...,q—1}
a; = aq—l_(i_q—i_]-)e% VZE{Qa7p_]—}
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Ces trois contraintes permettent de déterminet e, et déterminent donc I'interpolation
de E\(C5(H) sur[Ai_1, Amaz)- ONn montre (Annexe, section A.1) que I'aire sous la courbe
interpolée est égale a:

aj+1

A= Z/ B +a;(A—a;)d\ = gAEy ,(P)+ lagAlg® — Al 120D

+(p — Q)A2Eq + %A%(p - Q)Qaqfl
—(p— )eA312(p — ) +3(p — @) + 1]
ou E, est la valeur de la courbe interpolée &n Les symboles\; et A, représentent
respectivement la largeur des intervallesur [\;_1, A.] €t[A., Anaz)-
)\c - )\ 1 )\ma:p - )\

11— C 1 2
Alz—etAgz—,Eq:E0+qA1 ag + =€ —q—Alel
q q 2 2

Nous obtenons ainsi une expression formelle de l'intégmal®enction dev, i, \;_1, Aoz,
Ey,_(P), Ex,...(Pnaz) Qui sont supposés connus. Nous pouvons ainsi définir un algo-
ritme permettant de sélectionner les régions a fusionmesgebasant uniqguement sur un
critére global. A chaque niveau, ce processus de décimadioessite d’effectuer les étapes
Suivantes :

1. Fixer un), et en déduire les valeurs dg , €1, A», €3.

2. Calculer la valeur de l'intégrald pour chacune des fusions envisageable et fusion-
ner les régions impliquant la plus petite intégrale.

3. Itérer ce processus jusqu’a ce que toutes les régionst $ogtonnées

Ce critére de fusion basé sur un critere de minimisation ¢lolzacependant pas
donné de résultats concluants d’un point de vue qualitsdtius pensons que ces limi-
tations viennent d’'une part du grand nombre d’hypothésesssaires a I'interpolation de
E\(C%(H)) et d’autre part du fait que la minimisation de I'aire est uitéce trés global
qui n’est sans doute pas pertinent lorsque I'on effectug@iemiéres fusions et que I'on
est loin de),,.... Ceci nous a amené a nous pencher plus en détails sur dedifjgassle
fusion utilisant des criteres de fusion locaux et permétarargir I'espace de recherche.

3.3 Heuristiques locales

3.3.1 Fusion séquentielle

Pour une partitior” donnée, considérons pour chaque régioa P I'ensemblel/ (R)
des régions qui lui sont adjacentes. L'ensenib{&) des régions adjacentes a une région
R est défini de la fagon suivante gréce a la relation d’adjazenc

VRe P V(R)={X|X ~R} (3.6)

Par exemple sur la Figure 3.5(a), représentant le grapladgad@nce de régions d’'une
partition P, 'ensemble des voisins de la régidhest notéV' (E) = {E, B,C, D, G, H}.
Notons qu’avec cette définition, une région appartientiorg a son voisinage.
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B

G
(e) {4, F, D} (f) {4, B, D} (9) {4, B, F'} (h) {A, B, D, F}

FIG. 3.5 — Représentation de 'ensemiBtéV/ (A)) (b) & (h) sur le RAG= (a)

Le but de cette approche étant de réduire I'énergie des soygénales dans la hié-
rarchie finale, le processus de décimation va élargir l'espke recherche par rapport a la
construction d’une hiérarchie binaire.

A chaque itération une région peut fusionner avec plusigg®ns incluses dans son
voisinage.

Nous définissons alors 'ensemble des sous-ensembleg &g notéP(V (R)) de la
facon suivante :

VRe P P(V(R))={{R}UX|X CV(R)\{R}} (3.7)

Notons que le cardinal de I'ensemifiV (R)) est égal au cardinal de I'ensemble
des parties d& (R) — { R} moins I'ensemble vide. En effet le sommet central appdrtien
toujours a I'ensemble de sommets a fusionner. De plus, Ie ensemble trivial réduit a
{R} ne code aucune fusion est n"est donc pas pris en compte. dmabde 'ensemble
des parties d’'un ensemble deéléments étant égal Z', si Card(V(R)) = N alors
Card(P(V(R))) =2V — 1.

La Figure 3.5 illustre I'équation 3.7 en présentant I'enskEndes sous-ensembles du
voisinagel’ (A) du sommet dans le graphé& ( Figure 3.5(a)). Dans cet exemplg A) =
{A,B,D,F}etP(V(A)) ={{A,B},{A,D},{A, F},{A,B,D},{A,B,F},{A,B,D, F}}.
Nous pouvons remarquer qlié(R)| = 4 et que|P(V(R))| =2 —1=T.

NotonsWW € P(V(R)) I'un des sous-ensembles @&V (R)) et R = Jp oy R la
region formée de 'union des régions de I'enseniblelV’ € P(V(R)) représentent ainsi
une des fusions possibles de la régi®davec au moins I'un de ses voisins.

Paw = {R"}

Si nous considérons deux partitionnement&teinduits pariv { P W
W =

Prw = {R"'} représentant la sur-partition absolue de I'ensenitileet P, = W re-
présentant la sous partition absoluellé. Les énergies respectives associées a chacunes
de ses partitions sont définies.
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{ E\x(Prw) = D(RY)+ XC(R") (3.8)
Ex(Pw) = DW)+AXCW) =2 pew DIR) + A X pew C(R) '

avecD (W) représentant le terme d’attache aux donnéég Bt) représentant le terme
de régularisation pour la partitiofy . Si I'énergie C est une énergie sous-additive (voir
Déf.66 ) nous avons :
C(R") < O(W)

— SiD(RY) < D(W) alors I'énergie de la partitioRzw formée de I'union de régions
de I'ensembldl est toujours inférieure a I'énergie de la partitiBy .

— Sinon, siD(W) < D(RWY), I'énergie E\(Py) de la partitionPy, est inférieure a
I'énergie F\(Prw) de la partitionPrw pour des valeurs du parametre d’échelle
inférieures a :

D(RY) — D(W)

C(W)—C(RY)’

caractérisant I'échelle d’apparition de la régi. En se basant sur le principe
de I'escalade défini dans la section 2.6.4, cet algorithmaesgtiel va calculer pour
chaque régionk de la partitionP I'échelle d’apparition minimale relative a une
régionR" :

AH(RY) =

. DRV — D(W
Amin(R) = arg NMANW eP*(V(R)) CEW))— C(]ng)) (3.9)

LensemblelV € P*(V(R)) qui réalise le minimum est noté’,,.;,(R). C'est cet
ensemble qui devra fusionner de préférence pour mininigeergie de la partition
résultante.

Nous utilisons donc I'échelle d’apparition” pour définir notre algorithme séquentiel.
Pour une énergi& donnée, cet algorithme réalise les étapes suivantes de itécative :

1. SoitP la partition courante initialisée avec une partition adii),

2. Pour toutes les régior® appartenant a la partitioR, calculer son échelle d’appa-
rition A . (R) ainsi que le minimuni,;,,(R).

3. calculerR,,;, = argmingepAt. (R) et fusionner toutes les régions appartenant a
I'ensemblelV,,.;,, (Rin)-

4. Sila partition compte encore plus de deux régions retyuan’étape 2,

5. Renvoyer la hiérarchie finale encodant la séquence deatmpéde fusions succes-
sivement effectuées.

Cet algorithme effectue donc, a chaque étape, une seulafosio/ant faire intervenir
de 2 ak régions £ étant borné par le nombre maximum de voisins d’'une région).

La Figure 3.6 illustre une étape de cette stratégie d’edeataaire effectuée sur une
pré-hiérarchie composée de trois somnigfs et H. Toutes les fusions possibles entre le
sommetH et ses voisins sont envisageées. Les fusiGns H, E U H et E U G U H sont
alors toutes considérées, pour ensuite sélectionneraquéli@gossede la plus petite échelle
d’apparition\*, dans cet exemple on retieAtU G.
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>\+A FUGUH

FiG. 3.6 — Exemple de calcul de I'ensemblg,;,(H). Dans cette exempl& (H) =
{E,G},ensembleP(V(H)) = {GUH, EUH, EUGU H} et 'ensembléV,,;,,(H) =
G U H. Lafusion retenue serait celle impliquant les somnié®st G.

Puisque toutes les régions appartenant a I'enseiblg (R,.;,) sont adjacentes a la
régionR,,;,, dans le cadre des pyramides irréguliéres, cette opérdd¢idusion peut étre
codée a I'aide d’'un noyau de contraction (voir Déf 52) de @naieur un, composé d’un
unique arbre dont la racine est égale a la rédign,.

Du point de vue de la complexité, le calcul de I'échelle danion \!. (R) pour
chaque régiom de la partition nécessite I'exploration de I'ensemBgV (R)) dont le
cardinal est égal 2V ("I-1_ Sj'on considére le graph@ = (V, E) codant la partitionP,
la complexité de chacune des étapes de I'algorithme pewt &ve bornée pa®(|V|2F)
avec|V| représentant le nombre de sommets du graptéguivalant au nombre de régions

de la partitionP) alors quek représente I'arité maximum des sommetgde

Le cardinal d&/ décroit a chaque itération d/,,,;,, (R,..n)| — 1. Notons que comme
le cardinal déV,,;,(R..in) €St au moins égal a deux, le cardinalldeiminue au moins
de un a chaque étape. Cet algorithme se termine donc en un fieingtssa complexité
globale peut étre bornée p@x|V|?2%) avec|V| représentant le nombre de sommets du
grapheG etk le degré maximum des sommets@e

Nous pouvons également noter que la méthode d’escaladegjinaposée par Guigues
(voir Section 2.6.4) est incluse dans cet algorithme. Eet &fipération de fusion binaire
correspond simplement a un sous-enseribble= P*(V'(R)) avec le cadinall/;| = 2 de
'ensemble de solutions considéré par cet algorithme.

3.3.2 Fusion parallele

Les algorithmes basés sur une décimation séquentiellsemiés notamment dans la
Section 3.3.1, peuvent s’avérer trés colteux en temps, rénmeele cas ou I'on borne le
nombre de régions a fusionner a chaque étape a deux, commdedeas de I'escalade
binaire (voir Section 2.6.4).

Non plus dans l'optique d’obtenir une énergie de partitaumdurs plus faible, mais
plutét dans le but d’accélérer le temps d’éxecution noussmmmes intéressés a la pa-
rallélisation de l'algorithme. Nous avons donc défini unoaitpme de fusion de régions
paralléle, basé sur la notion de couplage maximal (défirti@e2.6.3).
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Rappelons qu'un ensemble d’aréféd’un graphe= = (V, E') est appelé un couplage
maximal si chaque sommét de G est incident a au moins une aréte de I'ensenililet
si M est maximale par rapport a cette propriété (voir Déf 68).

Le but de cet algorithme est donc , a partir d’'un graphe: (V, ) représentant une
partition P, de construire un couplage maximédl de fagon a ce que I'échelle d’apparition
des régions produites par la contraction des arétes dectidne M/ soit la plus petite
possible.

Notons:(e) 'ensemble composé des deux sommets incidents a I'ar&eus allons
utiliser une approche similaire a celle utilisée dans |&i6e&.3.1 mais en affectant deé-
sormais une échelle d’apparitior (e) a chacune des arétes@eSi.(e¢) = { R, R'} alors
I'échelle d’apparitiom\™ peut s’écrire :

D(RUR') — D(R) — D(R)
C(R)+C(R)—C(RUR)

A(e)=A"(RUR) = (3.10)

En s’inspirant de la méthode proposée par HaxhimugexpHm 02A] (Section 2.6.3),
nous définissons le couplage maximal comme le résultat denstruction d’'un noyau
(voir Section. 2.6.1 ) sur I'ensemble des arétes du gra@phlea construction de cet en-
semble est réalisée par le biais d’'un processus itératif€jectionne a chaque étape les
arétes dont I'échelle d’apparition se trouve étre local@m@nimale. Nous allons utiliser,
pour formaliser ce processus itératif, deux variablesdmmules et attachées a chacune
des arétes, telles que :

L — )\t = MAN T (e AT (e
{ Pi = A¥(e) = mincero {X () (3.11)
qde = /\e’GF(e) De
et
phtl = phv (qf AAT(e) = MM er(e) | q’;{)‘Jr(el)}) (3.12)

k+1 k+1
e - /\e’EF(e) Des
avecl'(e) représentant le voisinage de I'arétdéfini comme :

P(e) = {ey U{e’ € Elu(e) Nu(e') # 0}

Sil'on considére par exemple I'aréte d’étiquettesur la figure 3.7, son voisinage sera
composeé de I'ensemble des arétes incidentes aux deux semlaeés de part et d’autre
de cette aréte. Ce voisinage sera donc composé des aréte$,3,8t 7 ainsi que l'aréte
17.

Ce processus itératif s’acheve lorsqu’aucun changemest imtervenu entre deux
itérations successives. Bireprésente la derniére itération, I'ensemble des arétegi¢e
pl esturai, définit un couplage maximal/ encodant 'ensemble des arétes a contracter.

Si l'on interpréte ce processus en termes de segmentatéredion considére ™ (e)
comme un score de fusion, une aréentre deux sommets sera marquégra=£ vrai) a
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FiG. 3.7 — llustration de la notion de voisinage pour une aréés. arétes en bleu (trait
épais) correspondent aux arétes incluses dans le voisitedgéte 17

l'itération k, si parmi toutes les possibilités de fusions faisant irgeivces deux sommets,

la fusion faisant intervenir I'aréte obtient le meilleur score. Les deux sommets de part et
d’autre de I'aréte= vont donc préférer fusionner entre eux, plutét que de fumomvec
n'importe quel autre sommet présent dans leurs voisinages.

La Figure 3.8 illustre le processus itératif permettantdastruction de ce couplage
maximal a partir du graph@ = (V, E), présenteé sur la Figure 3.8(a). Sur la Figure 3.8(b)
seuls les minima locaux sont sélectionnés (en pointillesiieuxiéme étape (Figure 3.8(c))
consiste a marquer les arétes (en gras sur la Figure 3.8)eatgs aux minima calculés
a I'étape précédente, leur interdisant ainsi d’étre cotdsa Les étapes suivantes iterent
simplement ce processus jusqu’a ce qu’aucun changematgnviennent entre des étapes
successives (dans notre exemple jusqu’a ce que toute€tes apient coloriées en rouge
(pointillés) ou en bleu (trait épais)).

Notons que la construction du couplage maximal est seulelagmemiere étape de
I'algorithme proposé par Haxhimusa. Pour obtenir un taudé@mation plus stable, au
moins égal a deux, a chaque étape de son algorithme, Haxhiconsplete le couplage
maximal initialement obtenu en ajoutant des arétes qui nepas localement minimales.

Plutdt que de favoriser un facteur de réduction constanis awons préféeré favoriser
le critere énergétique. Les arétes qui sont ainsi contactont celles qui deviennent
localement minimales a une itération du processus de déoim&omme I'a démontré
Bield [BIEDLO4] le facteur de réduction, en terme d’arétes induit patilisation d’'un
couplage maximum est au minimum égé]{%‘_—ll aveck le degré maximum des sommets
du graphe courant. Le taux de décimation des arétes peuté&tondtres petit pour des
graphes dont l'arité des sommets est trés importante. Neusns néanmoins dans la
Section 3.4 que expérimentalement, le taux de décimatigremdes arétes entre chaque
niveau, testé sur une base de 100 images, est égal a 1.73 x@Gstawmparable au taux
de décimation de obtenu par Haxhimusa.

Pour améliorer I'énergie des partitions obtenues par geridihme de décimation pa-
rallele, nous avons envisagé une méthode alternativestansia contracter uniquement
les arétes sélectionnées lors de la premiére itération {god vrai). En effet les minimas
sélectionnés dans I'équation 3.12 sont calculés sur umssisalont la taille diminue au
fur et a mesure des itérations pour compléter le couplagénmogx. Les minimas détectés
sont donc de moins en moins significatifs au fur et a mesuretéiedions et certaines



3.3. Heuristiques locales 87

(e) (f) (@) (h) graphe réduit

FIG. 3.8 — Processus de construction itératif de couplage nebsian un graphér (a). Les
arétes rouges (en pointillés) correspondent aux arétesecumt contractées, les bleues (en
trait épais) correspondent aux arétes ne pouvant étreantéds du fait qu’elles se trouvent
dans le voisinage d’'une aréte non survivante (b) a (g). Lelgraéduit est présenté sur la

figure ().

fusions qui ne seraient pas effectuées de facon natureitecsatraintes, ce qui revient
en quelque sorte a forcer certaines fusions. Le fait de nwamiar que les arétes sélec-
tionnées a la premiére itération, revient a calculer unitgré les minima sur le voisinage
de chaque aréte € . Cette seconde heuristique de fusion peut étre interpréréene
une combinaison de la méthode proposée par Haxhimusaqh 02a] (Section 2.6.3)
mixée avec la méthode de décimation stochastique guidéiegpdonnées proposée par
Jolion [JoL101] (Section 2.6.2 ), qui consiste a fusionner immédiatdntes sommets
correspondant a des minima locaux.

Pour une énergi& donnée, cet algorithme réalise les étapes suivantes de itéca-
tive :

1. SoitP la partition courante initialisée avec une partition e/,

2. Pour toutes les arétesppartenant a la partitiaf, calculer son échelle d’apparition
At (e).

3. sélectionner toutes les arétes étant localement ogtinedlfusionner toutes les ré-
gions de part et d'autre de ces arétes.

4. Sila partition compte encore plus de deux régions retyan’étape 2,

5. Renvoyer la hiérarchie finale encodant la séquence deatmpér de fusions suc-
cessivement effectuées.

Cet algorithme est illustré sur la figure 3.9. Les arétes #élerées, qui vont imme-
diatement étre contractées, correspondent aux aréteticétaes a la premiére étape de
I'algorithme décrit sur la figure 3.8 Cette approche ne camtraucune fusion a étre ef-
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(a) RAGG (b) arétes minimales a (c) graphe réduit
contracter

FIG. 3.9 — Une étape de l'algorithme de décimatiagnl/! sur le graphe initial7 (a). Les
minima locaux représentés en rouge (pointillés) (b) sontraatés pour obtenir le graphe
réduit (c).

fectuée. Le taux de décimation moyen obtenu pour cet algoetest bien sur inférieur
au taux de décimation de I'algorithme basé sur le couplagemad. Le nombre de ni-
veaux de la pyramide sera donc plus élevé, mais le temps dé&rgotion nécessaire pour
construire chaque niveau est moins important. Nous vetans la Section 3.4 que cette
approche permet d’accélérer la construction de la hiéiatolt en maintenant des éner-
gies de partition relativement proches de celles obtenuesilesant la méthode basée sur
le couplage maximum.

3.4 Evaluation

Nous allons présenter dans cette section des résultats évaleations aussi bien qua-
litatives que quantitatives sur 'ensemble des algorithprésentés dans les section 3.3.1
et 3.3.2. Les différentes heuristiques présentées on atéé&as sur les 100 images com-
posant la base de données d’'images naturelles de Berketgy€r.10).

Pour simplifier les notations nous allons utiliser les agnoes suivants pour les diffé-
rentes heuristiques proposées. Nous appellerbh¥/) (pour Maximal Matching I'heu-
ristique de fusion basée sur le couplage maximéléf/?!) la variation de cette méthode
consistant a fusionner a chaque étape les arétes sél@dmlors de la premiére itération
(voir Section 3.3.2). L'heuristique séquentielle prééen la section 3.3.1, permettant a
une région de fusionner avec tout ou une partie de son vgesjreera appelégsM)
(pour Sequential Merging Nous allons également étudier deux variantes de |'alyoe
(SM), 'une appelég SM?®), consistant a borner le nombre maximum de voisins a fu-
sionner a 5, et I'autre appelés 1/?) restreignant le cardinal de I'ensemble de régions a
fusionner a deux. Cette derniére heuristique corresporesadlade binaire proposée par
Guigues [QWIGUEOG] (voir Section 2.6.4).

Ces algorithmes peuvent s’adapter a tout type de patrtititialen Dans un souci de
cohérence, 'ensemble des expérimentations présenteeselde section utilisent une sur-
segmentation initiale obtenue par I'intermédiaire d’ugoaithme ddigne de partage des
eauxdéfini sur les cartes combinatoires par Luc Brumr{BIi058].
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Fic. 3.10 - |lllustration présentant une partie de la base de Bgrke
proposant 100 images naturelles (cette base est disponilel'adresse
http ://www.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/G8Wissds/).

De nombreuses énergies ont été proposées ( Section 2.%tpante coder différents
types de criteres d’homogénéité (modeles constant pareaoxc[LECLER89, MuM-
FOR89],variations linéaires ou polynomialesgELER89]). Nous allons dans cette sec-
tion nous restreindre au modeéle constant par morceaux géfiieclerc [LECLER89] et
Mumford & Shah [MUMFOR89].

L'énergie relative a ce type de modeéle, que nous allonssetilpour 'ensemble des
experiences peut s’écrire

E\(P) = D(P) + AC(P ZSE )+ Mo(R;)| (3.13)

avec

— P={Ry,...,R,} représentant la partition de 'image
— SE(R;) = 3" cr llcy — prl|” codant 'erreur quadratique relative a la régien
— |6(R;)| représentant la longueur totale des frontiéres de cetierrég

Du fait de la grande variabilité de la forme de la fonctionrésentative de I'énergie
E\(C%(H)), pouvant dépendre a la fois des performances intrinsécgid'aldorithme
permettant de construire la hiérarctilemais également de I'image a partir de laquelle
la hiérarchieH va étre construite, nous avons procédé a la normalisatierédergies
E\(C%(H)) produites par les différentes heuristiques, comme étamdable, avant d’ef-
fectuer des comparaisons.

Nous avons uggls(g )I)a normalisation définie dans la sectitnl? fait d'utiliser I'éner-
F\ A

gie normaliseeﬁ ainsi qu'un parametre d'échelle normalisg = =—, nous
CY(H s . s o P
assure que toute cour A((PA( ))) sera située dans la partie supérieure gauche du carré

unitaire[0, 1]? (voir Fig. 3.1) et nous permet ainsi de borner I'énergie négialement le
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paramétre d’échelle sur l'intervalle, 1]. L'utilisation de cette énergie normalisée permet
de réduire I'influence de la variation globale des imaged'éoergie mais également de
comparer des énergies obtenues avec la méme heuristigdéférentes images.

3.4.0.a Heuristiques de fusions séquentielles

Nous avons dans un premier temps comparé les résultatsuglbgerutilisant I'algo-
rithme séquentielS M) ainsi que ses variantés M?) et (SM?) (voir Section 3.3.1).

-

(SM)

image originale A=0.2 A=04 A=0.6 A=038

Fic. 3.11 — Partitions de I'image des éléphants a différentbslies. Chaque ligne de
ce tableau correspond a une heuristique séquentielle @mnbhyme est indiqué dans
la premiere colonne. Les colonnes correspondent aux eliffés échelles, le parametre
d’échelle est indiqué en bas pour chacune des colonnes.

La figure 3.11 présente les partitions de I'image des éléshahtenues pour chacune
des heuristiques, pour différents parameétres d’échelbeisNbouvons remarquer que Vi-
suellement les résultats sont assez similaires pour ledlésles plus fines. L'algorithme
(SM) permet de conserver des détails assez fins comme la tromjggéghiant dans les
échelles les plus grossiéres.

La figure 3.12 présente les énergies des coupes optiaalés;(H)) en fonction du
parametre d’échelle pour chacune des heuristiques denfggiquentielle ainsi que les
temps d’exécution nécessaires a la construction des tigearen fonction du nombre de
régions présentes dans la partition initiale. Ces courb@siss résultats moyents obtenus
sur I'ensemble de la base d’images. L'énergie relative lgdidhme (SA/) est toujours
bien inférieure a celle produite par I'algorithrig)/7?) (correspondant a I'escalade binaire
proposée par Guigues) (Fig. 3.12(a)). Le fait d’élargispace de recherche permet donc
de réduire de facon significative I'énergie des partitioredpites. En revanche le temps
d’exécution dg.SM ) explose littérallement par rapport a celui @&/?) ( figure 3.12)

Nous pouvons néanmoins observer que les énergies corosga@n’algorithmée S M)
et a sa restrictionSM®), consistant a restreindre le cardinal de 'ensemble denégi fu-
sionner a cing, sont trés proches. En revanche le tempsatigag de I'algorithme SA/7°)
est quelque peu supérieur a celui(@é/?) mais largement inférieur a celui d817).
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Le fait de limiter le cardinal du nombre de régions a fusiore& semble apparaitre
comme un excellent compromis permettant d’obtenir desyieefaibles tout en conser-
vant un temps de calcul raisonnable.

f
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(@) Energies par rapport au paramétig Temps d’exécution par rapport au hombre
d’échelle. de sommets du graphe initial.

FiG. 3.12 — (a)Energies moyennes des coupes optimales partapgarametre d’échelle
pour les algorithmes séquentiels. (b) Temps d’exécutiopemales algorithmes séquen-
tiels par rapport au nombre de régions présentes dans iaqgueirtitiale.

3.4.0.b Heuristiques de fusions paralléles

Nous avons dans un second temps comparé les résultats ®letentlisant les heu-
ristiques de fusion parallele\/ M) et (M M) (voir Section 3.3.2).

La figure 3.13 présente des résultats obtenus en utilisamterex heuristiques sur deux
images naturelles (Fig. 3.13(a) et (b)). Nous pouvons rtotgrd’abord que d’un point
de vue visuel, les résultats fournis gad M) semblent meilleurs que ceux @&7M).
L'utilisation de I'heuristique(M M?!) permet en effet de préserver des structures assez
fines (comme les branches sur les partitions de I'oiseau)a@@naugmentant le parametre
d'échelle, la ou I'algorithméA/ M) les aura déja fusionnées.

Ces résultat purement visuels sont validés par la figure &) T présente les éner-
gies moyennes des coupes optimales pour chacune de cestiaes paralleles. En effet
nous pouvons observer que I'énergie moyenne correspoadaigjorithme (A M) est
inférieure a celle obtenue avec I'algorithri® M ). La figure 3.14(b) présente pour cha-
cun de ces algorithmes le temps d’exécution moyen nécesadda construction de la
hiérarchie par rapport au nombre de régions présentes aaastition initiale. Les temps
de construction nécessaires pour les deux algorithmest@aind fait comparables avec
un léger avantage poy/ M) dés que le nombre de sommets dans la partition initiale
dépasse un certain seuil.
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Lo

(a) vase ori- (b) oiseau
ginal original

" B E B e e

* 00 e 2 s

=02 =04 =06 =08 =02 =04 =06 =08

FIG. 3.13 — Partitions des images (aseet (b)oiseaua différentes échelles. La premiere
ligne de ce tableau correspond a I'heuristiquél/® , la seconde présente les résultats
fournis par l'algorithmeM/ M. Les colonnes correspondent aux différentes échelles, le
parametre d’échelle est indiqué en bas pour chacune deeso
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\ . . . . \ . \ . \ . . .
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X Noeuds

(@) Energies par rapport au paramétse Temps d’exécution par rapport au nombre
d’échelle. de sommets du graphe initial.

FIG. 3.14 — (a)Energies moyennes des coupes optimales partapgmrameétre d’échelle
pour les algorithmes paralléles. (b) Temps d’exécutionenayes algorithmes paralléles
par rapport au nombre de régions présentes dans la paititi@te.
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(®) cham- (b) pecheur

pignon original
original

ier NS N QLR
S0 R L e

A=04 X=06 AX=08 X=02 AX=04 AX=06 X=038

Fic. 3.15 — Partitions des images dbhampignonret du pécheura différentes échelles.

Chaque ligne de ce tableau correspond a une heuristique' acnatrlyme est indiqué dans
la premiére colonne. Les colonnes correspondent aux eliffés échelles, le parametre
d’échelle est indiqué en bas pour chacune des colonnes.
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3.4.0.c Récapitulatif des différentes heuristiques de fimn.

Nous présentons sur la figure 3.15 les différentes parsittdmtenues pour chacune des
heuristiques présentées dans la section 3.3, sur les ildaghampignor(Fig. 3.15(a)) et
du pécheur(Fig. 3.15(b)).
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(@) Energies par rapport au paramétrg Temps d’exécution par rapport au hombres
d’échelle. de sommets du graphe initial.

FIG. 3.16 — (a)Energies moyennes des coupes optimales partapgmarametre d’échelle
pour I'ensemble des algorithmes définis dans la sectiomv@&8 @) les temps d’exécution
moyens correspondants.

La figure 3.16 présente un récapitulatif des énergies m@smorrespondant aux 100
images de la base de Berkeley, produites par I'ensemble desticpues présentées avec
les temps d’exécution moyens correspondants.

Nous pouvons noter que, malgré le fait que I'énergie dese®optimales produites
par(M M?) est toujours supérieure a celle @&7?), la qualité visuelle des segmentations
produites par ces deux algorithmes est relativement élguitea Le temps d’exécution
moyen de(M M?) est toujours inférieur a celui d&'M?). Nous pouvons également ob-
server que l'algorithméA/ M) semble fournir des partitions Iégérement plus grossiéres
pour chaque échelle.

Notons que I'ensemble de ces tests ont été effectués suratdsmas séquentielles,
les heuristiques de fusions paralléles devraient voirsléemps d’exécution diminuer si
nous les implémentions sur des machines permettant ue e&écution paralléle.

Comme le montre la figure 3.16(a), I'’énergie optimale pradpér I'heuristiqué S M)
est toujours inférieure a celle produite par les autresstlliléressant de noter que sa
courbe caractéristique est tres proche de la diagonalerd waitaire|0, 1]?. Or comme
le montre I'équation 3.3 , aucune hiérarchie ne peut obiemér énergie normalisée in-
férieure a la diagonale. Ce résultat nous permet de suppasedadolution obtenue par
l'algorithme (S M) correspond a I'optimum global dans la majorité des cas. Gdtad¢est
loin d’étre évident a priori puisques M) n’explore pas toutes les fusions possibles, mais
simplement pour chaque sommet, celles qui se situent adtosommet initial.

L'heuristique(SM) produit donc des partitions se rapprochant de trés préss#ua
tion optimale globale, néanmoins comme le montre la figuté(®) son temps d’exécu-
tion est largement supérieur a toutes les autres heumstidiutilisation de I'heuristique
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(SM?), consistant a borner le cardinal de I'ensemble de régiounsiariner a cing, fournit
une énergie trés proche de celle(@\/) tout en admettant un temps d’exécution large-
ment inférieur. L'heuristiqué SA°) semble apparaitre comme un excellent compromis
permettant d’obtenir des énergies relativement faiblesdn conservant un temps de cal-
cul raisonnable.

Si le temps d’exécution est le facteur a privilégier, I'istique (M M), semble ap-
paraitre comme un excellent compromis entre le temps dellcatida qualité visuelle
générale des segmentations produites.

3.4.0.d Influence de la partition initiale

En dehors de I'énergi€),, les algorithmes présentés dépendent uniquement de la sur-
segmentation initiale. Nous avons considéré deux typeardeegmentation pour mesurer
l'influence de la partition initiale sur les résultats. La-segmentation triviale corres-
pondant a la grille de pixels de I'image initiale et la sugisentation obtenue par un
algorithme de ligne de partage des eaux (LPE).

La figure 3.17 présente des résultats de segmentationdhiérae obtenus a partir de
I'algorithme (SM?) en partant d’une partition initiale différente. La preneidigne, cor-
respondant aux partitions obtenues en partant de la gsllgxls initiale, donne des re-
sultats extrémement proches de ceux obtenus sur la secgnégedui correspond aux par-
titions obtenues en partant d’'une sur-segmentation pae litp partage des eaux. Les ré-
sultats sont naturellement assez différents pour degpetiieurs du parameétre d’échelle,
mais I'on voit que les coupes réalisées a grande échelleslativement similaires.

Iﬁ ﬁ sans LPE

avec LPE

Image A=0.2 A=04 A=0.6 A=038

FiG. 3.17 — Comparaison de résultats de segmentation obtencisia@gartition initiale
différente. La premiere ligne correspond aux partitionseenbes en partant de la grille
initiale, chaque pixel représentant une région. La sectigde correspond aux partitions
obtenues en partant d’'une sur-segmentation par ligne dageades eaux. Les colonnes
correspondent aux différentes échelles, le parametréneliécest indiqué en bas pour
chacune des colonnes.

La figure 3.18(a) présente ces résultats d’un point de vuggétigue alors que la
figure 3.18(b) permet de comparer le temps d’exécution ségesa la construction de la
hiérarchieH pour chacune des partitions initiales. Méme si I'énergiteiobe en partant
de la grille des pixels est [égerement inférieure a cellemit en effectuant une ligne de
partage des eaux, nous pouvons noter que les deux énergiesxg@mement proches.
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Le temps d’exécution nécessaire est, quant a lui, beaudaspnpportant en partant de la
grille des pixels.

-
& vacLbE Ol ' = aves LPE
= grilepels ||

-

1000 |- g4

400 - i

200 -

1 L L L 1 1 -
[ 01 02 03 04 05 05 A 07 100* 200° 3o0* 400

(@) Ex(C(H)) (b) temps d’exécution

Fic. 3.18 — (a) Comparaison de I'énerdig(C(H)) obtenue avec une partition initiale
différente (b)ainsi que des temps d’exécution en fonctieradtaille de I'image, néces-
saires a la construction de la hiérarchie

L'algorithme (SM?) est donc remarquablement stable vis a vis de la partitidialiei
L'utilisation d’un algorithme de ligne de partage des ealaxére étre tres intéressant si
I'on ne s’intéresse pas spécialement aux micro-structled'$mage. Il permet en effet de
réduire considérablement le temps d’exécution tout ennfesant des résultats proches,
aussi bien qualitativement que quantitativement, de cduenus en partant de la grille
des pixels.

3.4.0.e Energie contraste Min/Max

Les algorithmes présentés dans cette section, ont tolesédé aivec I'énergie de Mum-
ford & Shah [MuMFOR89] (i.e équation 3.13).

Nous avons également étudié leur comportement en utiligamtenergie présentant
un terme d’attache aux données différent, base sur la ndéarontraste interne/externe.
L'idée principale de ce critére FLZEN98] est basée sur le principe qu’une région doit
présenter un contraste plus important avec ses voisingepises éventuelles sous-parties.
Nous pouvons ainsi définir la notion dentraste externéavec ses voisins) et aentraste
interne(avec ses sous-parties) pour toute région.

SoitG, le gradient moyen calculé le long de la portion de contoun@és a une aréte
e. Le contraste interne d’une régidghest défini par

Int(R) = maxeccor) Ge
et le contraste externe est défini par
qut(R) = mineEEh}EL(e)Ge

C'C(R) représente I'ensemble des arétes qui ont été contractéeslpienir la région?
ete € Elv € «(e) représente I'ensemble des arétes incidentes a
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(a) Image origi- (b) D(R) = SE(R) (c) D(R)

nale f( é’;iﬁﬁ)) )

Fic. 3.19 — (a) Image originale. (b) et (c) partitions de I'imatgela tour construites a
partir de la méme heuristique (SM) pour le méme parametrehdlée ¢, = .6) mais
avec des énergies utilisant un terme d’attache aux donnféésedt. (b) utilise I'erreur
quadratiqueD(R) = SE(R) tandis que (c) est définie en utilisant la formule définie par
I'équation 3.14

La nouvelle énergie que nous utilisons peut donc étre irée¥p comme une combi-
naison de la notion de contraste interne/externe utilisgédHaxhimusa [AxHIM 03], et
de l'erreur quadratique. Elle se définit de la fagon suivante

E\(P) = ; SE(R;) (1 +f (%)) + Md(Ry)| (3.14)

avecf () représentant une fonction sigmoide.

Les régions fortement contrastées présentent ainsi ue faipport entre les contrastes
interne et externe. Inversement, une région faiblemeritastée présentera un terme d’at-
tache aux données proche de deux fois son erreur quadraBiglen se référe a I'équa-
tion 3.10, la création d’une région faiblement contrase¥a associée a une grande échelle
d’apparition et sera donc pénalisée.

La figure 3.19 présente une comparaison de résultats ohpenles méme heuristique
(SM), mais en utilisant deux termes d'attache aux données eiftérsur I'image de la
tour. La figure 3.19(b) présente ainsi les résulatéde ) en utilisant I'erreur quadratique
D(R) = SE(R) comme attache aux données alors que I'énergie utiliséeqimanir fi-
gure 3.19(c) est définie en utilisab( k) = SE(R)(1+ f (4 %) comme terme d'attache
aux données. On peut remarquer que les zones contrasté@sisox conservées avec ce
nouveau critére de fusion. Dans la figure 3.19, le nuage pt&@seun fort contraste, situé
a gauche de la tour, fusionne avec le ciel sur la figure 3.18¢¥ qu’il est toujours pré-
sent a la méme échelle sur la figure 3.19(c) qui utilise cefttevelle énergie comme terme
d’attache aux données.
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traitements. Dans le domaine du traitement d'images, lékodés d’appariement

structurel sont en général effectuées sur des points tBitstéu une représentation
de I'image en régions. Les relations entre ces objets fesenit des graphes et le probleme
peut alors étre résolu par la mise en correspondance dekegrapprésentatifs de ces
images. Il se transforme ainsi en un probleme d’apparieaegtraphes.

I A mise en correspondance de structures est une étape pegtenénde nombreux

L'appariement de graphes est un probléeme relativemeneargui regroupe quatre
problematiques assez proches :

1. l'isomorphisme de graphes : Permet de vérifier si deuxigrgsont identiques a
une renumeérotation des sommets et des arétes prét,

2. Iilsomorphisme de sous-graphes : Permet de détermithexiste un isomorphisme
entre un graphe et le sous-graphe d’un autre graphe,

3. le plus grand sous-graphe commun : Permet de détermirisonmorphisme maxi-
mum entre deux sous-graphes,

4. distance d’édition entre graphes : fournit le nombre munh de transformations a
appliquer a deux graphes pour qu’ils deviennent isomorphes

Dans le domaine qui nous intéresse, a savoir le traitemaniades, divers procedeés
vont permettre d’obtenir une représentation naturelleatedonnées par des graphes va-
lués.

En effet divers procédés tels qu’une squelettisation, egengntation, ou une détec-
tion de primitives géométriques (points d’intéréts, ligngolygones ...) fournissent diffé-
rents types de graphes. Dans le cadre du traitement d’ineggapeuds et les arétes des
graphes manipulés possedent généralement une inteigmetassi bien géométrique que
sémantique, fournissant des distances entre ces noeuds @uétes. Les graphes mani-
pulés peuvent couramment compter plusieurs milliers dadsee qui peut amener a des
temps de calculs importants, incompatibles avec des dotasatemps réel, nécessaires
dans certaines applications de ce domaine.

101
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Notre objectif est de déterminer les similarités entre dexies ou des formes a partir
de leur représentation par graphes. Méme si les premiesgutkadans ce domaine sont
anciens, leur application & des données de grande tailleutermelativement récente.

Les domaines d’applications les plus remarquables paartiorphisme, le morphisme
et le plus grand sous graphe commun sont (i) 'indexatiomdges [MULHEMO1] (ii) la
reconnaissance de formes ou d’objet8 PULRI8] et (iii) le suivi de segmentations dans
les vidéos [@NTEOG]. Pour tous les algorithmes permettant des calculs dandiss, les
domaines privilégiés sont (i) I'indexation d'images MHEMO1] et (ii) la classification
de formes [©GGIAQ7].

Apres guelques définitions ( section 4.1) nous étudierons geandes familles de mé-
thodes utilisées pour I'appariement de graphes, les appsalgorithmiques (sections 4.2)
puis celles par optimisation (section 4.3). L'apparienampartitions sera ensuite étudié
en section 4.4.

4.1 Appariement de graphes

4.1.1 Définitions

Nous allons tout d’abord définir les notions de base indisgkles a la poursuite de
cette étude.

Définition 70 Isomorphisme de graphes

Etant donnés deux graphés, = (Vi, E)) et Gy = (Va, Es), unisomorphismede
graphes entre7; et G5 est une bijectionp entre 'ensemble des somméfsde G; et
'ensemble de sommels de GG, telle que :

(v1,v2) € E1 & (p(v1), p(v2)) € By

S’il existe un isomorphisme entre deux graphes, ces deykgsssont ditssomorphes
Si la bijection est un appariement d’'un graphe sur lui ménme §iG; = G, ), cette bi-
jection est appeléautomorphisme

Définition 71 Sous graphe commun

Etant donnés deux graphés etG,, G est un sous graphe commun@e et G, si et
seulement si il existe :
G -%a
G -2 Gy
aveco et isomorphismes de sous-graphe

(G sera de plus le sous grapheaximumsi I'on ne peut pas trouver de sous graphe de
cardinal supérieur.

Définition 72 Appariement inexact de graphes
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FIG. 4.1 —(a) Un graphe labelligé,, avec sa matrice d’adjacence M (b) et le graphe
(c) accompagné de sa matrice d’adjacence M’ (d) obtenuepmdication d’'une matrice
de permutatiorP (e)

Un appariement inexact de deux graph@s et GG, est défini par un isomorphisme
entre deux graphes, obtenus a partir @¢ et G5 en effectuant des opérations d’édition
telles que des substitutions ou des suppressions de solunedtrétes.

Cet appariement est ditptimal si le co(t relatif a la séquence d’opérations d’édition
nécessaires pour rendre les graphes isomorphes est mmimal

Définition 73 Matrice d’adjacence La matrice d’adjacenceM = (m; ;) d’un graphe
labelliseG = (V, E, u, v, L,, L) (voir Déf. 9) est une matrice carrée dont tous les élé-
ments non-diagonaux, ; aveci # j indiquent la présence ou non d’'une aréte entre le
sommet et le sommey, alors que les éléments diagonaux; portent le label du sommet
i

Vie{l,...,n} m;; = u(v;)

V(i j) € {1,...,n}2,z’ #*7

v((vi,v5))  si(v,v) € E
M= 0 sinon

Pour un graphe non labellis& = (V, E) les éléments de la matrice seront a 0 ou 1
selon la présence ou non d’'une aréte entre les sommets éoésid

V(i,5) €{1,....,n}% i #]

moo— 41 Si (v;,v;) € £ ousii=j
“ 1 0 sinon

Définition 74 Matrice de permutation Unematrice de permutation” = (p; ;) est une
matrice carrée qui vérifie les propriétés suivantes :

1. tous ses coefficients sontaOou 1:
V(i,j) € {1,...,n}* p;i; € {0,1},
2. ily a exactement uhpar ligne et par colonne
VL] € {1, oo ,TL} Z?:Opi,j = ]., Vi € {]_, NN ,n} Z;’L:Opi,j = 1.

Nous pouvons illustrer ces notions grace a la figure 4.1¢@gsentant un graphe la-
bellisé ayant comme matrice d’adjacence la mathit@résentée sur la figure 4.1(b).
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Si I'on applique a la matricé/ la matrice de permutatioR suivante :

pP—

S = O

1
0
0

_ O O

nous obtenons la matrice d’adjacend® (voir figure 4.1(d)) représentant le graphe
présenté sur la figure 4.1(c).

Le probléme d’isomorphisme de graphes peut ainsi étre rea@éfitermes de matrice.
Deux graphes-; et G,, de matrices\/; et M5, sont ditsisomorphessi et seulement si il
existe une matrice de permutatiéhtelle que :

MQIPMlpt

On veérifie facilement que cette définition est compatiblecadeedéfinition de I'isomor-
phisme de graphes (voir Déf. 70)

Les matrices d’adjacence et de permutation ont été lesalgibase permettant a Ull-
man de définir en 1976 un des tous premiers algorithmes digamsme de graphes [WUMAN 76].
Le principal probleme de cet algorithme demeure sa tres fartnplexité. Il lui faut en
effet effectuer autant de tests d’'isomorphisme, que lelgrammpte de sommets, pour
aboutir. Ceci engendre un nombre important de calculs etdisun usage a des graphes
de tres petite taille.

Définition 75 Clique

SoitG = (V, E) un graphe non orienté, une clique da@sest un sous-ensemble
V. C V de sommets d&, tel que pour tout couple de sommeéts, v5) € V. x V,, il existe
une arétee € F reliant v; a v,. On dira également d’'un graphe dont tous les sommets
sont connecteés les uns aux autres qu'il définit une clique.
La taille de la cliqueK, généralement notéds |, est définie par le nombre de sommets
gu’elle comporte.

Une clique est ditenaximaledansG si elle n’est contenue dans aucune autre clique
de taille supérieure emaximum si elle définit la plus grande clique d@. La clique
maximum d’'un graphé&; est notéev(G).

L'isomorphisme de sous-graphe a également été étudié daaik d’'une structure
appeléaraphe d’associatiornlidée consiste a construire un graphe d’associationest d’
calculer les cliques qui nous donneront I'ensemble desasphisme de sous graphes.

Définition 76 Graphe d’association

SoientG; = (Vi, E4) etG, = (Vh, E»), le graphe d’associatiotr = (V, E) deG, et
(G, est défini tel que
— Ses sommets sont issus du produit cartésien des somnigtete’, :

V=V xW
— Ses arétes sont définies par :

E=1{((i,h),(j,k) €V x V|i £ j,h£ket(i,j) € B & (hk) € By}



4.1. Appariement de graphes 105

Les arétes du graphe d’association (qui ne sont pas dijigg@®sentent la potentialité
gu’ont les paires de sommets, d’appartenir a I'apparieméminceud correspondant a la
paire(ny, ny) estconnecté a un noetid, m-) si et seulement si le fait d'apparier les som-
metsn; etn,, n'interdit pas 'appariement de:; avecm,, et inversement. La figure 4.2
illustre cette définition en présentant le graphe d’assiocidFig 4.2(c)) , construit a partir
de deux graphes; etGs (Fig 4.2(a) et (b)).

ALY

jx' \ /i_l\"

/ N
o IG) / \
l -'\C\'—~ b

) N S
I\‘_U d) &)

(a) Gy (b) G2 (c) graphe d’'association

FiG. 4.2 — Exemple de cliques dans un graphe d’associationsshueouple de graphes
(G1,Gs).

Calculer les cliques du graphe d’association revient alaral@uler les sous graphes
communs dé&7; etGo.

4.1.2 Distance d’édition entre graphes

Contrairement aux méthodes par optimisation, fournissaribjs des énergies facile-
ment comparables, les graphes n’offrent pas directememtodiele de distance telle que
la distance euclidienne. Une approche classique pour défiei mesure de dissimilarité
entre deux graphes consiste a déterminer le nombre minineutradsformations néces-
saires, pour passer d’'un graphe a l'autre. Les transfoomstitilisées sont généralement
des suppressions, insertions ou des substitutions de rameutisrétes.

Définition 77 La distance entre deux graphés = (V, FE) etG' = (V', E’) peut étre
définie en termes d’opérations d’édition élémentaires s&aiees a la transformation du
grapheG enG’ avec un codt minimum. Les trois opérations d’édition de sas :

1. substitutiond’'un sommet € V par un sommey € V', notéer — y
2. insertiond’'un sommet: € V, notée\ — x
3. suppressiord’un sommet: € V, notéer — A

dans lesquelles représente le sommet vide.

Définition 78 Séquence d’édition
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Une séquence d’éditionS est définie comme une séquence ordonnée d’opérations
d’édition elementaires,, . .., s,.

Pour deux graphes structurellement proches, il existe amesséquence d’édition de
faible codt alors que pour deux graphes dont la structurgresstifférente une séquence
d’édition, dont le codt est important, sera nécessaire.

Ladistance d’édition de deux graphes est alors définie comme le chemin d’édition de
colt minimum entre ces deux graphes.

Définition 79 Distance d’édition

Soit ¢ une fonction de co(t qui attribue a chaque opération d’éditi une valeur
réelle positive:(s). Le colt d’'une séquence d’édition est défini comme la somsneodés
de chacune des opérations d’édition élémentaires qui lgpom@nt :

c(S) =Y clsi) (4.1)

=1

Ladistance d’éditiorentre deux grapheS etG’ est alors définie comme le codt minimum
correspondant a une séquence d’édition permettant defoamerG enG’ :

d(G,G") = min{c(S) : S est une séquence d’opérations d'édition qui transfathen G’}
4.2)

La figure 4.3 présente les opérations d’édition nécesspoespasser du graphe,
(Fig. 4.3(a)) au graph@; (Fig. 4.3(f)). Dans cet exemple, le chemin d’édition est posé
de deux suppressions d’arétes, suivi de la suppressionndieurd. Il faut ensuite insérer
un nouveau nceud, puis deux nouvelles arétes et I'on obtieiefnent le graph€'; aprés
une relabellisation de certain noeuds (opération de sutisti).

La distance d’édition est généralement calculée en utilidas files de priorité ou par
le biais d’'un algorithme basé sur un arbre de recherche,ldguosl les chemins d’édition
possibles sont itérativement explorés, permettant amsettouver le chemin d’édition
minimum [BUNKE83]. Le principal inconvénient de ces approches réside kddfiagt que
la complexité en temps est exponentielle, ce qui contraintwilisation a des graphes
de petite taille. Des heuristiques sous-optimales ontméars été proposées permettant
d’accélérer le calcul, rendant ce type d’algorithmessalile sur des graphes comportant
un nombre de nceuds plus important.

4.1.3 Complexité de 'appariement de graphes

Le probléeme d'appariement de graphes et de sous graphes gsbbléme qui a
etée énormeément étudié RNEI70, HOPCRO/ 2, BERZTI73, ULLMAN 76, GHAHRASO,
BUNKE95, MESSME98, CORDELO4]. Il est considéré comme un des problemes les plus
complexes dans le domaine de la reconnaissance de formessampar ordinateur [BENEN87].
Sa complexité est principalement dlie a son aspect forternemtinatoire.
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MR

(@) G, (b) suppression de 2 arétes (c) suppression d'un
nceud
(d) insertion d’'un nceud (e) insertion de 2 arétes N Go

FiG. 4.3 — Différentes opérations d’édition nécessaires pass@r du graph@; au graphe
Go.

4.1.3.a Appariement exact de graphes : isomorphisme de grhp

Un algorithme d’appariement de graphes esbgtimal s’il permet de trouver toutes
les solutions. Un tel algorithme est donc capable de trolmesemble des appariements
possibles entre deux graphes.

Toutes les catégories d’appariement de graphes n'ont paseegté affectées a une
classe particuliere de complexité comi@u N P-complet. De nombreux travaux tentent
de prouver I'aspeclv P-complet quand les deux graphes a apparier sont dans une confi
guration particuliére ou satisfont a certaines contraifiBAsSIN94, GAREY90] mais la
démonstration prouvant que le probleme général de I'isphisme de graphe est bien
NP-complet n’a toujours pas été donnée.

4.1.3.b Appariement exact de sous-graphes : isomorphisme dous-graphe

Garey et Johnson [&REY90] ont prouvé que ce type particulier de probleme d’ap-
pariement de graphes e8tP-complet. Néanmoins, pour certains types de graphes il est
possible d’obtenir une complexité inférieure. Par exerripleas particulier dans lequel le
plus gros graphe est une forét et le plus petit des deux gsapheparier est un arbre, a
été démontré comme étant de complexité polynomiakeyfRer77, GAREY90].

4.1.3.c Appariement inexact de graphes

Le probléme consiste a trouver un colt minimal pour assigggenceuds du graphe
G, a ceux du graphé/,. Pour deux graphes ayant respectivemeset m noeuds il y a



108 Chapitre 4 - Méthodes d’appariement

théoriquement(n — 1)...(n — m + 1) appariements possibles parmi lesquels certains
sont optimum. La complexité en temps d’un algorithme ndie@s)(n"). L'algorithme

de Munkres [MUNKRE57] résoud ce probleme, dans le cas de graphes bipartitesen
avecn le nombre maximum de nceud des deux graphes.

4.1.3.d Appariement inexact de sous-graphes : homomorphige de graphe/sous-
graphe

Il a été démontré par Abdulkader gdULK 98] que le cas de I'appariement inexact
de graphes est un probleméP-complet. Il a été montré de maniere similaire que la
complexité du probleme d’appariement inexact de soushg®@dmet une complexité
équivalente a celle du probleme du plus grand sous-graphmoa, qui est connu comme
étant égalemen¥ P-complet.

4.1.3.e Bilan

Les problemes touchant a I'appariement de graphes dentalwen des problemes
difficiles nécessitant la mise en place de fortes heuristiques si pare obtenir, en un
temps raisonnable, une bonne solution au probleme poséabéeme d’isomorphisme
de graphes a été abordé de plusieurs points de vue et les gianaches les plus abouties
sont les approches par optimisation, dites numériquessetdproches purement algorith-
miques.

4.2 Approche algorithmique

Les méthodes algorithmiques permettent de calculer I'egpinisme de graphe en ef-
fectuant une construction explicite de I'appariement etr@tent de fournir une solution
optimale au probleme.

4.2.1 Approche par représentation de I'espace des états

L'approche par représentation de I'espace des états, @énént abrégée en SSR
(pour State Space Representafipnonsiste a définir un algorithme capable d’effectuer
une recherche dans I'espace des solutions, en rejetardragantaines solutions.

Pour résoudre le probleme du plus grand sous graphe comnugrdgor propose un
premier algorithme [MGREG82], pouvant étre décrit par une représentation de I'espace
d’état (SSR). Partant d’'un état initial vide un couple de mise@appartenant a chacun des
deux graphes a apparier et n'ayant pas encore été testéglaxtionné a chaque étape.

Il faut ensuite vérifier si le plus grand sous graphe commumart peut étre étendu par
I'ajout de cette paire de nceuds. Si cette extension estpedsi solution partielle courante
est étendue par I'ajout du coup(e;, ny). Si cette solution donne un sous graphe plus
important que la meilleure des solutions obtenues jusq@agnt, cette nouvelle solution
est conserveée.
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Apres cet ajout si I'état courarin’est pas une feuille (Déf. 5) dans I'arbre de recherche
(Déf. 4), un nouvel état est généré et son analyse est effedilne procédure dmcktrack
est utilisée pour tester les différentes extensions plessibes recherches le long d’'une
branche se terminent lorsqu’une feuille est atteinte osigoe le nombre de nceuds, de
I'état courant jusqu’a la feuille de la branche analyséesuféit pas pour construire un
sous graphe plus grand que celui qui est actuellement stocké

Un inconvénient de cette méthode est que toutes les bradeh&sbre de recherche
doivent étre explorées, car il n’est pas possible de savaivance si une branche contien-
dra une meilleure solution que celle actuellement stodkéealgorithme ne nécessite de
stocker que I'état de la branche contenant le nceud soltRimur. deux graphes possédant
respectivemend; et N, sommets, ave®y; < N,, chaque branche de I'arbre de recherche
ne peut avoir une profondeur supérieurg;aLa complexité en mémoire de cet algorithme
est donc constante, (V).

4.2.2 Probleme du sous-graphe commun approché par la méthode
des cliques

Pour résoudre le probléme du sous-graphe commun Durandist [RP2URAND99]
proposent en 1999 un algorithme basé sur la notion de clDék 75). La premiere étape
consiste a construire le graphe d’association (Déf. 76 } ansommets correspondent
aux paires de sommets des deux graphes a apparier. L'lgerigénere ensuite une liste
de sommets, représentant une clique dans le graphe d'assongcen utilisant une stratégie
de recherche en profondeur dans un arbre de rechercheedtiséhe systématiquement
tous les nceuds des niveaux successifs jusqu’a ce qu’il helasipossible d’ajouter de
sommets a la liste.

Algorithme 1 Algorithme de DurandParisi
entrée :un graphe d’association
sortie : la clique maximale
procédure DurandParisi(s)
while prochainNceud(s,jo
if estLegal(s,njhen
s :=AjouterNceud(s,n)
if taille(s’) > tailleMaxthen
sauverClique(s’) ; tailleMax=taille(s’)
end if
if non feuille(s’)then
DurandParisi(s’)
end if
Backtrack(s’)
end if
end while

L'algorithme 1 présente en détail le déroulement de cetrdlgoe. La premiere étape
consiste a vérifier pour chaque noeud visité s'’illegtl (i.e s’il est connecté a tous les
autres nceuds de la clique). Si c’est le cas, l'algorithméfigési la taille de la clique
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obtenue en ajoutant ce sommet est plus grande que celle teslgrande clique stockée
jusqu’a présent. Dans ce cas la plus grande clique ainsiajnets/elle taille sont mises a
jour.

La complexité mémoire de cet algorithme est déterminéegatdckage du graphe
d’association qui, pour deux graphes possédant respeiveV; et N, sommets (avec
N; < N,) contientN;. N, sommets et au pir@V;.N,)? arétes.

Ce type d’algorithme a I'avantage d’étre peu calculatoirésmpegsente I'inconvénient
d’étre extrémement gourmand en espace mémoire, du faibdkagie du graphe d’asso-
ciation qui peut étre de taille conséquente.

Cet algorithme basé sur le calcul de la clique maximale a étgacé sur différents
types de graphes a celui de SSR de McGregor (i.e section)4leh ressort qu’aucun
d’entre eux n’est meilleur que I'autre dans tous les cas dedigdu fait qu’il ne néces-
site pas la construction ni le stockage du graphe d’assocjdialgorithme de McGregor
s’avere étre le plus rapide dans le cas d'utilisation avecgitaphes de faible densité et
de petite taille. En revanche pour des graphes plus deresepré-calculs effectués par
I'algorithme de Durand-Parisi se révelent étre plus efééisac

4.2.2.a AlgorithmesSM:

Fosser et al ont plus récemment proposé plusieurs heustmpmbinatoires [FSSEF) 3],
appeléesSM® aveci = 1,2 ainsi gu’une évolution notée SM_SWAP permettant de ré-
soudre le probleme de la clique maximale.

L'algorithme SM? (voir Algorithme 2 ) est basé sur un pré-calcul de toutesligsies
de taillei. Pour chaque clique initial&’, il tente d’agrandir celle-ci en ajoutant des som-
mets ne faisant pas partie deet étant reliés par une aréte a chaque sommef.deen-
semble des sommets candidats vérifie donc I'équation :

Co(K)={j eV-K|Vke K (jk) € E} = [| Vi (4.3)

keK
avec/N; représentant le voisinage d'un sommjiet

N, = {k € V|(j,k) € E}

Pour maximiser les chances d’obtenir une clique de tailleimale, I'algorithmeS M
sélectionne a chaque étape le sommet'gld() qui a le plus de voisins darns)(K) :

[ .= Co(K)N N; 4.4
argjerg%)l o(£) NN (4.4)
Expérimentalement I'algorithmgA/*, basé sur les sommets, donne des résultats sa-
tisfaisants avec un temps d’exécution trés bas. L'algaonith /2, basé sur les couples de
sommets donne de meilleurs résultats mais admet un temyscdton largement supé-
rieur [M. Loc02].

Alors gue I'algorithmeSM* part d'une clique de taillé et ajoute de nouveaux som-
mets a chaque itération, jusqu'a ce gu’une clique maximaieadteinte, I'algorithme
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Algorithme 2 Algorithme SM®
entrée : un grapheG = (V, E)
sortie : la clique maximale K
Q := pile contenant toutes les cliques de cardinal i
K:=10
K*:=10
mazx := 0
while Q # () do

H := pop(Q)
K =H
while Cy(K) # () do
[ := argmax;ccy (k) |Co(K) N Nj|
K = KU{l}
end while
K = KU{l}
if || > max then
max = |K|
K=K
end if
end while
renvoyerk™

SM_SWAP propose de ne pas systématiqguement ajouter un awogeenmet mais éga-
lement d’intervertir certains sommets. Cet échange de sasnen@our but d’éviter la

convergence vers le minimum local correspondant & la cliudépart, permettant ainsi
d’atteindre ou de s’approcher du maximum global.

L'algorithme SM_SWAP utilise le méme ensemble de sommatslidats a I'adjonc-
tion Cy(K) (équation 4.3) et définit en plus un ensemblg ') de sommets candidats
a I'échange. Cet ensemble représente alors les sommetsartepgnt pas & et étant
connectés a tous les sommetsidexcepté un :

Ci(K)={jeV-K | NNK=|K|-1} (4.5)
Un sommetj appartient alors a 'ensembi@ (K) si et seulement si un seul sommet
de la clique courant&’ lui interdit d’entrer dans la clique.

La sélection du sommet candidat dang K') U C(K) est faite avec une régle équi-
valente a la régle 4.4 avec le calcul du maximum étendu a ésusdmmets d€'; (K)

l:=arg  max : |Co(K) NN, (4.6)

JjE€CH(K)UC1 (K

Le fait d’ajouter un sommet € C;(K) a la cliqueK nécessite alors de retirer de la
clique l'unique sommet; € K tel que(l, k) ¢ E.

La nouvelle clique obtenue est :

K =KU{l} —{k}
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Le fait de choisir un sommet darg, (K) permet de s’écarter de I'optimum local.
Néanmoins il a été montré que ce choix n'améliore pas nécessnt I'optimum et ne
rapproche pas toujours de la convergence. L'algorithme SMAP peut également étre
amené dans certains cas a boucler. Pour éviter ce type deveéce, Fosser et al pro-
posent de restreindre le choix du candidat potentiel a¢erdeC, (K') durant un nombre
fixe d'itérations mais également lorsque le nombre d’échamgt supérieur a un multiple
de |K| ou encore lorsque le sommet sélectionné est le méme quescgpiimé par le
dernier échange.
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FIG. 4.4 — Résultats expérimentaux sur les algorittiné!, SM_SWAP et un algorithme
glouton classique .(a) représente le rapport entre |& @dlla clique trouvée par rapport a
la taille de la cligue maximum en fonction de la densité dypbeade départ. (b) présente
les temps de calcul nécessaires (en secondes) pour chacalydethmes, en fonction de
la densité du graphe

Comme lillustre la figure 4.4, I'algorithme SM_SWAP présentes résultats dont la
qualité est proche de ceux proposés $ar? avec des temps d’exécution comparables a
ceux deSM!. En effet on peut voir sur la figure 4.4(a) que la taille de lgu# obtenue
par SM_SWAP et toujours trés proche de la clique maximalewgotrs supérieure a celle
obtenue avec I'algorithm& /L. Cet algorithme se présente donc comme une évolution
majeure dans les algorithmes basés sur le calcul de la cliqxenale.

4.2.3 Algorithme d’appariement de graphe bipartite et distance d’édi-
tion entre graphes

Bunke et all [RESENO7] ont récemment proposé une approche, basée sur I'apparie
ment de graphe bipartite, utilisant I'algorithme de Murskreautrement appekgorithme
hongrois qui permet de calculer efficacement la distance d’édititneedeux ensembles.
L'idée de base est d'utiliser 'appariement d’ensemblesatamets pour définir une me-
sure de dissimilarité entre graphes.

L'algorithme proposeé consiste, en premier lieu, a construne matrice de couf; =
c(v; — wuj ), prenant en compte uniquement les informations portéesepasommets
(aucune information portant sur les arétes adjacentes utidisée a cette étape). Plutot
gue d'utiliser I'algorithme de Munkres directement sutteehatrice, ce qui reviendrait a
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ne pas prendre en compte les informations portées par lessatie nouvelle matrice,
tenant compte du voisinage, est calculée. Pour chaque eogpsommets; et v;, un
appariement minimum est calculé entre les arétes des agsénde ces deux sommets en
utilisant de nouveau l'algorithme de Munkres. Pour chaquese de la matrice de co(t
initiale, l'algorithme de Munkres est ainsi utilisé pourpapier les arétes adjacentes aux
sommets:; etv;. On obtient la matrice de colt modifiée suivante :

Cij = c(v; = uy) + min{z cley, — ey,)} 4.7)

avecmin{>_ ¢(e,, — e,,} calculé avec 'algorithme de Munkres.

L'algorithme de Munkres est alors appliqué sur la nouvelrioeC; ; pour trouver un
appariement global. Malgré le fait que I'appariement foar I'algorithme de Munkres
est optimal en termes de sommets, le chemin d’édition fouancette méthode demeure
sous-optimal. De fait, I'algorithme de Munkres fournitgjgariement de colt minimum,
sans considérer les opérations d’édition possibles swarédss. Ceci implique I'ajout de
ces opérations a la fin du calcul pour retrouver la distanédition. Les sommets n’ayant
pas été appariés devront également étre supprimés, amdesgarétes rattachées a ces
sommets.

Les résultats expérimentaux tendent a prouver que cetteoshetcalcule un chemin
d’édition sous-optimal de facon beaucoup plus rapide gsealgorithmes exacts exis-
tants. La qualité des résultats par rapport aux algorithopéisnaux ne s’en trouve que
peu affectée par rapport au gain obtenu en vitesse d’exécuti

4.3 Approches par optimisation

Le probléeme d’appariement de graphes peut également &tk rén utilisant des ap-
proches par optimisation. Ce type de méthode permet de redéfprobleme en termes
de minimisation/maximisation d’une fonction ou d’une éjer Cette transformation du
probleme permet de bénéficier de tout I'arsenal des méthaelescherche de la valeur
minimimale/maximimale d’une fonction, telles que la pragmation dynamique, la des-
cente de gradient ou les approches par relaxation.

Si I'on considére un graph& = (V, E) avec|V| = n, ainsi qu’un sous-ensemble
C' C V. Nous pouvons définir le vecteur caracteéristiquedear :

X1

1 .
“ =1 : avecr; = { o St ¢ (4.8)
) 0 sinon
T

Tout vecteur caractéristique appartient ainsi au simpéedichensiom :

VOCV 29S8, ={zecR"|ez=1etVic {1,...,n} z;>0} (4.9)
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Si I'on considére maintenant la matrice d’adjacedg¢e= (a; ;) d'un graphe&

|1 si(i,g) €F,
%i =13 0 sinon.

ainsi que la fonction

1
g(z) = ' Agx + §xtx =a'Az

— 1
avec{ A—Ag—l-Q[
x €S,

nous dirons que* est un maxima strict de sur.S,, si et seulement si :

YyesS, | ly—z*<e c fy) < fa)
36>0|{Vy65n |y -z <eetf(y) = f(z*) : y=2a"

Théoréme 4 Théoreme de Motzkin-Straus(1965)
SoitS C V etz® son vecteur caractéristique alors :

1. S est une cliqgue maximum de ssiz® est un maximum global dgsur S,,. On a

alors :
1

2(1 = g(«%))
2. S est une clique maximal d& ssiz® est un maximum local dgsur S,,.

3. Tout maxima (local ou global) de g sur S,, est strict et de la forme = z° avec
ScV.

w(G) =

Intuitivement le théoréme 4 dit qu’un sous-ensemble de setsha’un grapheG est
une cligue maximum si et seulement si son vecteur caraid@is:® est un maxima de
g sur le simplexS,,. En se basant sur le théoréme 4, la recherche des maxiga de-
r' Az avecA = Ag + %] peut étre effectuée grace a I'équation de replication stgva

o (Az(D))s
zi(t+ 1) = x;(t) )
in(t) = g% =1 (4.10)

La solution converge ainsi vers un point stationnairgé(+ 1) = z;(t)). Le théo-
reme de Motzkin-Strausa servit de base a de nombreusesdpreséde recherche de
cliques [ARDAL90, BomzE97, FELILL 99] et a également servi pour démontrer les bornes
théoriques sur la cardinalité de la clique maximum[¥86, FARDAL 90]. L'un des incon-
vénients majeurs associé avec la formulation originale dezkin-Straus tient dans le fait
gu’elle peut en pratique fournir des solutions maximisgnnais ne prenant pas la forme
d’un vecteur caractéristigue. Ce phénomene a été étudié¢igmgnent par Paradalos et
Philips [PARDAL 90] et formalisé par Pelillo et JagodagBLL 95].



4.3. Approches par optimisation 115

Bomze propose en 1997 une solution a ce problerme{B=97] en considérant la
fonction régulariség suivante :

flz) = thx—xt(Aa iDx

= Y3 2+ZJI(M)§ZExxJ

Ce qui donnera pour un vecteur caractéristigtieleC' C V :

_  _c
f(xc) - 2|C‘2 + Zz 1 Z]\ (4,9) €Ex %C
C
X
i

_ C
- 2|C\+Zz<u>ec2m>eﬂ j

Nous obtenons ainsi, §i est une cliquef(x) = % Plus la taille de la clique C est
importante et plus la fonctiofi(x) est «petite».

Ceci conduit a la reformulation suivante du théoréme 4 :

Théoréme 5 Théoreme de Gibbons,Bomze(1997)

SoitS C V etz son vecteur caractéristique alors :

1. S est une cliqgue maximum de ssiz® est un minimum global dé¢ sur S,,. On a

alors :
1

w(G) =
&) =25
2. S est une cligue maximal d& ssiz® est un minimum local dé sur S,,.

3. Tout minimum local (et donc globat)de g sur S,, est strict et de la forme = z°
avecS C V.

L'autre intérét de cette reformulation réside dans le faietle peut prendre en compte
les graphes valués. En effet, la clique maximum correspoladf@nction de poids sui-
vante :

w(G) = maz{|S] tel queS est une clique dé&/}

alors que la clique maximum pondérée peut étre définie gracevecteur de poids
weR™:
w(G, w) = max{W(S) tel queS est une clique d&'}

~Yu,

€S

avec .

Avec cette reformulation les cliques de poids maximal (eefpement maximum) cor-
respondent aux minimums locaux (respectivement global) de

f(x) =2'C(w)z

avec : o
S, Sl =
Clw)iy =14 ;T oy Sii#jet(i,j) ¢ E
0 sinon
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Cette méthode permet ainsi d'introduire des informationgiarip(distances entre
points, similarités de régions, ...) pour restreindre lmpk@xité du probléme et guider
I'algorithme dans ses choix. Comme dans le cas de graphesomaiéggs, cet algorithme
n'offre aucune garantie d’aboutir a un optimum global. Ndams les expériences por-
tant sur le probléme de la cligue maximale, rapportées dosZEOOQ], tendent a prouver
gue les bassins d’attraction des minimums globaux sontsanffinent larges pour espé-
rer approcher un minimum global. Ces observations sont coééis par les résultats des
expériences menées par PellilEfRLL 99].

4.3.1 Méeéthode de SoftAssign

Rangarajan et Gold proposent en 1996 une méthode d’appaticbesée sur une
approche par optimisation, appelgeftAssigiGoLD96, RANGAR97].

Nous allons pour décrire cette méthode, considérer 2 gsaphet g, munis d’arétes
valuées.
Nous noterons alor Gy le pqlds de’l a[etefia,’ b) dansG;
gi; le poids de l'arétgi, j) dansg
Soit M une matrice de permutation ( Déf. 74 ) avet,; = 1 si a est associé &,
0 sinon. Il est tout d’abord nécessaire d'établir une forrctie distance’,;,; entre les
attributs des arétes des deux graphes

C .. .= 0 SiG,, oug;; estnull
b c(Gap,gij) SinoON

qui pourra par exemple étre de la forme suivant@=, ;, g; ;) = 1 — 3|G.p — 6/l

Dans ces conditions, Rangarajan va montrer que trouver wrigpgent revient a mi-
nimiser la fonction quadratique suivante :

1 A I A I
Ewg = —5 ZZZZMQ sz,j a,i,b,j (411)

a=1 =1 b=1 j=1

avecA (respectivement ) représentant le nombre sommets déh@espectivement
9)-

L'idée de base de cet algorithme est d’apparier un maximuanétés qui se res-
semblent. Lorsque qu’'un sommete G est apparié avec un sommek g, il peut étre
opportun d’apparier le sommeét(adjacent au) avec le sommej (adjacent &). Ce rai-
sonnement est basé sur la regle du rectangle (voir figure gubronsiste a obtenir un
maximum de rectangles fermés, ; M, ;G 9 ;-

Idée de la solution :

Le but est donc de minimisef,,,(M) par le biais d’un processus se déroulant en
plusieurs étapes.

1. Choisir une valeur initiale d&/
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Gab

FIG. 4.5 — Régle du rectangle pour I'isomorphisme de sous-graphe

2. Faire une décomposition de Taylor g, (M).

(a) ConsidérondZ, (M) = =330 o Yool 300 My i My ;Cois,; COMME
une fonction ded! variables)/;;.

(b) Appliquons Taylor a I'ordre 1 :
A T

dE,,(M
Eug(M) ~ Eyug(M®) = >3 CMZ (Mo; — M)
a=1 i=1 at

E Mbj aibj

b=1 j=1

On posera alor§),,;, = —

A I
Minimiser E,,, (M) revient finalement a maximiser la somrﬁe Z QaiMy;
a=1 b=1

3. Faire un softassign correspondant au calcul du maximum de

A
a=1

=1 =

I

Qa,iMa,i
1

4. prendre leVl résultant et boucler en incrémentant le parametre du Sajtas
En choisissant une bonne valeur initiale pddr on pourra ainsi calculer le maxi-
A T
mum de lasomme ) ~ Q,;M,; avec l'algorithme SoftAssign, qui va converger vers la
a=1 b=1
solution petit a petit (d’ou son nom).

Méme s'il a été démontré que les performances du SoftAssigimdent drastique-
ment des que les graphes a apparier sont trop différentérgtite trop importante sur le
nombre de nceuds dans chacun des deux graphes), il restéenotune une des méthodes
les plus efficaces. Une implémentation de cet algorithmdisgbnible a I'adresse :
http ://www.cise.ufl.edu/"anand/students/chui/reseatali.avec de nhombreux exemples
d’utilisation de cette méthode.
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4.3.2 Algorithme de SoftAssign a noyaux

Lozano et Escolano [bzaNo05] ont réecemment amélioré les performances de l'algo-
rithme de SoftAssign en proposant d’exploiter des résultatents de la théorie spectrale
sur graphes. Cette amélioration consiste a utiliser desuxoga diffusion pour transfor-
mer un probléme d’appariement de graphes non pondérés embieéme d’appariement
de graphes pondérés.

L'idée de base part du principe que lorsque que I'on trayaillec des graphes non
pondérés, le niveau d’ambiguité structurel est tel qu'il dfficile de le lever unique-
ment en utilisant un algorithme de SoftAssign. Le fait diséir des noyaux [KNDORO2,
SMOLA Q3] sur les graphes permet d’obtenir des caractéristiquestsrelles associées a
chaque sommet, permettant de lever en partie les ambiguégsoyaux sur les graphes
sont issus de résultats récents de la théorie de graphesN€7], en particulier les
noyaux de diffusiofournissent une mesure de dissimilarité entre des pairssmenets
appartenant a un méme graphe. Dans le cas des noyaux déodiffuse telle similarité
peut étre interprétée comme la probabilité qu’a un somnétalatteint a partir d’'un autre,
par le biais d’un processus dearche aléatoire paresseu@azy randow walk

Un noyauK s est donc donné par I'exponentiation matricielle de son &eiph

_B
KG =e€ m e

avecLqs = Dg — G représentant le Laplacien deet D une matrice diagonale four-
nissant l'arité de chacun des nceuds. Le facteur de normaitisa, dépendant du nombre
de sommets du graphe, a été introduit pour rendre les noyamgarables, pour n'importe
quel graphe. Pour un sommeetionné, la lignek; (i, .) de la matricek’, correspond a la
probabilité qu'a le sommetd’'atteindre chacun des autres sommets du grafih€:, .)
correspond donc a une densité de probabilité et on peutleaknn entropigd < (),

La nouvelle définition déjfi’b’j tient compte des noyaux des deux grapheet i, en
tant quattribut structurel pour le sommet considéré. Lelpales arétes est alors dépen-
dant des entropies des probabilités de distribution qui associées aux deux sommets

incidents, apres le calcul d’'un noyau.

Ck Gap9ij0a,i b, Kaib, (4.12)

aibj —
avec P P
Koipy = e (Ha O —HE0)2 4, 0 —H0)7)
Le termed, ; , ; est égal d sile sommet: est apparié avec l'aréteainsi que le sommet
i avecj, dans le cas contrair&,;; ; retourne—1. En pratique l'utilisation des noyaux
dans la fonction de dissimilarité permet de pondérer, larprdcessus d’appariement, les
rectangles dont les sommets opposés ont des entropies i@igsa(voir figure. 4.5).

Des tests, effectués pour une application permettant dpa@nla surface de diffé-
rentes protéines, ont montré 'augmentation des perfocesde cet algorithme par rap-
port au SoftAssign classique. Il permet de maintenir undleuge qualité des résultats,
méme lorsque les données ont subi de fortes altérationss [@acadre de I'utilisation
avec les protéines, il a non seulement servi a les classerégalement a construire un
prototype structurel propre a chacune des familles de ipeg§LozANOO5].
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4.4 Appariements entre partitions

Comme nous I'avons vu dans la section 4.1, la mise en corrdgpor d'images tient
un role fondamental dans bon nombre d’applications. Laespwndance entre les images
est généralement effectuée par I'appariement de primsitieedifférentes dimensions :

— dimension 0 pour les points,

— dimension 1 pour les courbes ou

— dimension 2 pour les régions

Les processus de détection de primitives telles que ledpoinles courbes sont dépen-
dants de critéres locaux, généralement peu robustes ablepres de bruit ou de don-
nées manquantes. Par contre les algorithmes de segmerf@iimissent une partition
de I'image en régions. Chaque région peut étre associée aagaristiques complexes
aussi bien géométriques que photométriques ou topologjioe@ucoup plus robustes que
des criteres locaux.

Les algorithmes d’appariement basés régions associerérena a chaque région un
vecteur de caractéristiques photométriques ou géomeésidRe tels algorithmes ont ten-
dance a ne pas prendre en compte les voisinages des régimngus ceux ci représentent
le contexte des deux régions a mettre en correspondancs.dllons présenter dans les
sections 4.4.3 et 4.4.2 des approches permettant de premd@mpte ces voisinages, en
utilisant des algorithmes d’appariement de graphes ples§NEUHAUO4, LLADOSO01]
puis dans la section 4.4.4 une méthode permettant d’appbesefrontiéres en utilisant
des systemes de réécritured& YA 99A]. Nous présenterons ensuite (section 4.4.5) un
algorithme basé également sur I'appariement de graphasipa [GA\IHUA 95] et utili-
sant en plus les relations topologiques existant entreélgisms, pour guider le processus
de mise en correspondance. Enfin la section 4.4.6 préseatappmoche hiérarchique au
probleme de I'appariement de régions, proposeées par GlantmNTtz 03]. Cette approche
étudie le probléme d’inconsistance existant entre le®régssues de deux segmentations,
ne présentant en général pas le méme degré de finesse.

4.4.1 Définitions et propriétés des graphes planaires

Il est nécessaire de rappeler quelques définitions et gtégrirelatives aux graphes
planaires, indispensables a la poursuite de cette étude.

Définition 80 Sommet d’articulation SoitG' = (V, E) un graphe. S'il existe un triplet
de sommets distincfs;, N, et N3 € V3 tel que tout chemin connectant les sommiétet
N, passe forcement par le sommét, alors N3 est un appelé usommet d’articulation

Un sommet d’articulation correspond dans le cas d’unetjmarth une région incluant
une composante connexe. Ce type de sommet est illustré sguta #.6 par le sommet
D.

Définition 81 Graphe biconnecté

Un graphedG est ditbiconnectési pour tout triplet de sommets distinct§, N, et V3
deG, il existe un chemin entr&; et N, ne passant pas par le sommé;.
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Définition 82 Composante biconnectée

Unecomposante biconnecté@ians un graphé; est un sous-graphe maximal dequi
est biconnecté.

Définition 83 Sommet de biarticulation

SoitG = (V, E) un graphe. S'il existe un quadruplet de sommets distiNet8/,, V5, Ny €
V4 tel que tout chemin connectant les sommétst NV, passe forcement par I'un des som-
mets/N3 ou Ny, alors N3 et N, sont appelés une paire d@mmets de biarticulation

Les sommets! et B présentés sur la figure 4.6 sont des sommets de biartiqulatio

Définition 84 Graphe triconnecté

Un grapheG est dittriconnectési pour tout quadruplet de sommets distindts/N,, V3, Ny
deG, il existe un chemin entr&’; et N, ne passant pas par les sommatsou V.

Définition 85 Composante triconnectée

Une composante triconnectédans un graphe&- est un sous-graphe maximal dé
qui est triconnecté.

Une composante biconnectée peut étre partitionnée en camias triconnectées elles-
mémes biconnectées par des sommets de biarticulation.

Un graphe planaire possede la propriété de pouvoir étréndesis un plan, sans qu’au-
cune de ses arétes ne se croise. Un tel dessin représgriteigpmentde ce graphe dans
le plan.

Propriété 2 [HOPCRO/ 2]

Un graphe planaire triplement connecté admet exactememt géongements diffé-
rents dans un plan. L'un des deux plongements est obtenutia gat’autre en inversant
simplement I'ordre de toutes les arétes autour de chaquersim

On dit alors que ce plongement correspondmainoir de I'autre.

Dans le cadre de I'appariement de régions, si 'on excluakede figure dans lequel
une des images a apparier est le miroir de I'autre, chaqupasante planaire triconnectée
(Déf. 85) admet un unique plongement dans le plan (voir P2gpCeci implique que si
un sommet d’'une composante triconnectée est apparié awmmet d’une composante
triconnectée dans l'autre graphe, alors leurs arétesatgpe ne pourront étre appariées
gue dans un certain ordre.

Par exemple si I'on considere un sommét € G, appartenant a une composante
triconnectée, apparié avec un somméte G’, appartenant également a une composante
triconnectée . Sil'on désigne p@vy, ..., N,) (resp.(V, ..., N;) 'ensemble des voisins
de N (resp.N’) ordonnés dans le sens des aiguilles d’'une montre, le ptoagiedes deux
graphes induit la régle suivante :
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/C\

A B
D \D/
B ] A PAARN

E—F—G—H

(a) partition (b) RAG

FIG. 4.6 — Une partition avec son RAG correspondant. Le sonimest un sommet d’ar-
ticulation alors que les sommets A et B sont des sommets dichiation.

Ni < Nj : Ny < Njyy, (4.13)

avec« représentant l'appariement des sommetset N etk > 0. Cette regle est
appelée lgpréservation de 'ordre

4.4.2 Algorithme d’appariement inexact de graphe planaire

Bunke et Neuhaus [EUHAUO4] proposent un algorithme permettant de mettre en cor-
respondance deux graphes planaires, plongés dans le plaalcellant un chemin d’édi-
tion minimal entre ces deux graphes.

Pour calculer une séquence d'édition minimale, ils défamise voisinageV(u) d’'un
sommetu comme le sous-graphe constitué du sommede tous les sommets connec-
tés au ainsi que de toutes les arétes reliant ces sommets. Pluglfement, soitG =
(V, E, «, §) un graphe avet I'ensemble de ses sommefs,'ensemble de ses arétes et
« et # deux fonctions de label pour les sommets et les arétes. Istnagie/V(u) d’'un
sommetu dansG est défini comme le sous graphe indWitu) = (V,,, E,, ay, (,) avec

Ve =A{u} U{v e V|(u,v) € Eou(v,u) € E}
E,=En((V,xV,)

ay, = aly,

Bu = Bley

A partir de deux graphes planairés= (V, E,a,3) etG' = (V', E',d/,3'), l'algo-
rithme proposé se déroule avec les sept étapes suivantes :

(4.14)

(i) Sélectionner deux sommets initiaux € V' etug, € V.
(i) Ajouter a une pile FIFQY la substitution:, —
(iii) Dépiler de( la prochaine substitution — '
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850 T T T T T T T T

800

750

700

650

600

550

500 | -

450 1 1 1 1 1 1 1

FiG. 4.7 — Distance d’édition exacte (en bas) ainsi que la distal'¥dition approximée
(courbe du haut) pour 10 graphes et sous-graphes avec 10esemm

(iv) Effectuer I'appariement des voisinag&3u) et N (u')
(v) Ajouter les nouvelles substitutions apparaissanttagié (iv) dans)
(vi) Si @ n'est pas vide, aller a I'étape (iii)
(vii) Effacer deGG et G’ tous les sommets et arétes n’ayant pas été traités

Cet algorithme fournit un appariement entre les deux graghes G’ avec la dis-
tance d’édition correspondanteG;, G'). L'étape (iv) de cet algorithme consiste a appa-
rier les voisinages de deux sommets. Le fait d'utiliser degplyes plongés permet de
considérer 'ensemble des sommets adjacents au sommedlosmime une séquence
ordonnée. Au lieu de regarder ces voisinages comme deseagagpeuvent alors étre
considérés comme des séquences de sommets ordonnées jginevalignés par des meé-
thodes d’appariement de chaines circulairesNBE93B, LLADOS01, PERISO2, MOL-
LINO2, RoBLESO2] (voir Section 4.4.1). En considérant des graphes daritd’ des som-
mets est bornée pat, ce type de procédure admet une complexité¢n/?).

Lorsque l'algorithme se termine, il fournit une séquencadion valide permettant de
borner la véritable distance d’édition entre les deux geapte départ. La séquence d’édi-
tion fournie étant fortement dépendante des deux sommletgis@nés lors de I'étape (i),

il est nécessaire d’'effectuer plusieurs fois 'algoritheresélectionnant des sommets de
départ différents, pour améliorer le colt de la séquendditdé renvoyée. Le choix de ce
couple de départ peut par exemple étre effectué en prersagbifemets les plus proches
des barycentres correspondant aux plongements des deuahxegra apparier. De fagon
plus générale, toute connaissance a priori sur I'apptiogieut servir pour guider le choix
du couple de départ.

Comme lillustre la figure 4.7, les résultats expérimentawatrent que la distance
approximée par cet algorithme est fortement corrélée dstamiie d’édition exacte et ces
deux distances semblent méme correspondre a un facteuif addstant prés. Ces ob-
servations sont validées HUHAUO04] par des tests effectués sur la base NIST-4, donnant
un facteur de corrélation, entre les deux méthodes, €€).99 pour des graphes et sous-
graphes comptant 10 sommets etde 0.85 pour des graphes avec 100 sommets.

L'utilisation d’une file ou d’un arbre de recherche ainsi tjuglisation de I'orientation
lors de I'appariement de sommets sont des heuristiqueérsgijuement utilisées dans
le cadre de I'appariement de partitions. Nous les reverdame sous différentes formes
dans les section suivantes.
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4.4.3 Appariement de sous-graphes baseé sur les frontiéres des régions

Llados [LLADOS97, LLADOSO01] propose un algorithme d’appariement de sous-graphes
permettant de prendre en compte I'orientation du plan dparg mais également les voi-
sinages des deux régions a apparier.

En considérant les deux graphes d’adjacence de région (RAS)s des deux par-
titions a apparier : un graphe modéle, = (Vi, Eyy) ainsi qu’'un graphe d’entrée
G; = (V;, Ey), Llados propose un algorithme permettant de calculer laesséze d’édition
minimum permettant de transformer un RAG en l'autre, de faglas rendre isomorphes.

L'idée de base de cet algorithme consiste non pas a mettrererspondance directe-
ment des régions, mais a apparier les frontieres de cesnggioutilisant un algorithme
d’appariement de chaines circulaires puis a faire grarelirahaines en effectuant des
fusions de régions.

La premiere étape de cet algorithme consiste a mettre easpmndance une région
initiale du graphe modelé&',, avec une région du graphe d’entrée . Leurs frontieres
sont alors représentées par des chaines circulajrest s;, qui sont appariées en utili-
sant un algorithme d’appariement de chaines circulairesg$80, BUNKE93A, LLA-
DOS01, PERISO2, MoLLINO2, RoBLESO2]. Cet algorithme permet de calculer une dis-
tance d’édition circulaire entre les frontieres des degioms sélectionnées.

Llados définit des codts pour les différentes opérationditith. Le colt desubstitu-
tion entre un nceud,; € V,, et un nceud; € V7, notér,,; — r;, sera donné par le codt
d’appariement de leurs frontiéres respectivigs,) eto(r;) :

c(ry — 1) = de(6(ru),6(r1)))

avecd, correspondant a la distance d’édition circulaire entrexadiaines [MAES91].

Ce processus d’'appariement des frontiéres des régionseutitie distance d’édition
circulaire entre chaines comparable a I'étape iv de I'algore de Bunke et al [RUHAUO04]
(section 4.4.2).

@ {} (b){A—-4% (o) {4 —(d {4 —( {4 —

A" B — B'} A,B— B ,C—A B— B C—
C'} C'.D— D'}

FIG. 4.8 — Exemple de croissance de chaines en terme de siéndaritoisinage.
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L'une des particularités de I'approche de Llados tient dargefinition d’'un colt de
décalage Ce décalage s’effectue pour un noe*t}ids V; adjacent a un noeud € V;, le
long de la frontiere de}. Ce décalage est notéorﬁ [X,Y], avecX correspondant a la sous
chaine partagée paf et r} etY celle qui sera partagée per et r} une fois le décalage
de r}' effectué. Le codt affecté a ce décalage est calculé par mrappgourcentage de
recouvrement entr& ety :

» I
c(rborl[X,Y]) =1 - ——X (4.15)

max (Ix, ly)

avecly etly représentant les longueurs respectiveXdet Y et/yy celle de la sous-
chaine commune X et aY. L'opération de décalage est utilisée principalement pour
permettre la préservation des relations structurellese das régions en dépit de petites
perturbations.

La figure 4.9(a) illustre une opération pour I'appariemeantipl ayant mis en corres-
pondance les région$B et A'B’. A cette étape il y a trois successeurs possibles pouvant
s’apparier alaréegiot (C — C',C — D’ oubienC — FE’). Cestrois possibilités auraient
un coup identique si seule I'opération de substitutiont éarisagée. L'opération de déca-
lage ajoute des informations structurelles permettanésieudre ce conflit. SiI'on analyse
par exemple I'appariemenit — C’, C est adjacente 4 B par la sous chainéc etC’ est
adjacente &’ B’ par la sous chaingc’. Pour améliorer la distance d’édition, le mieux se-
rait d’apparier la chainebc aveca't’'c’, mais il faudrait pour cela que la régiofi soit adja-
cente a4’ B’ sur la frontierex't/' . Pour transformer le graphe modéle un décalage doit étre
effectué sur la régio@' lors de sa substitution par la régioh. En utilisant la notation défi-
nie équation 4.15 ce décalage est ndtB'oC’[V'/, a’b'’]. Le colte( A’ B'oC'[b' ¢, a'l ¢'])
est défini par I'équation 4.15 en prenant en compte le potagerde recouvrement entre
les deux chaines. Les coltsA’ B'oD’[a’, a'b'c']) et c(A'B'oE'[j'k', a’b'¢']) sont calculés
de maniére analogue et les trois états intermédiairesipessont générés.

région modéle

3 régions
. apparier

candidates
A

/ \ ay A o
¢ le Jc/ c \n 0/ et \‘
/\/ I"di- b\ p P A _)
g - | g\
y N 4
/ A B |
\ Jw 11
i Nl | B B —>
1 S o '/ I \\
a;)p;memenl C' /’ D': \\ E'
pzt‘r't\el C —) ‘ . '
(a) opération de décalage (b) arbre d'états

FIG. 4.9 — (a) lllustration de I'opération de décalage. (b) Htermédiaire correspondant
a 'appariement del B avec A’ B’. Les 3 extensions possibles sant— C',C' — D’ et
C — E.

En considérant ces différentes opérations, lorsqu’unrégrpant courant est élargi par
la mise en correspondance d’une régignavecr;, le colt de cette extension est calculé
en utilisant I'expression suivante :
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c(rayr — rp) =Wielry — ry)
+Womax (c¢(Ryor[X,Y]), c(rroR;[ X, Z]))
RM M

R; rr

(4.16)
W5

avecll;, W, W3 des facteurs de pondératioxila sous chaine partagée garetr;, Y
celle partagé pak; etr; aprés avoir décalg autour dek; et la sous chaine partagée par
R; etr; apres avoir décal&; autour de-;. Les deux terme% ainsi que% représentant
les rapports entre les aires des régions appariées, teadambriser I'appariement de
régions ayant des surfaces de tailles comparables.

Cet algorithme permet de trouver un morphisme de sous graphesformulant le
probléme en terme de distance d’édition sur les frontiéességions. La prise en compte
du voisinage lors du processus d’appariement, en mettacbeaspondance les fron-
tieres des régions, permet de guider I'algorithme alorsl'gtiésation de I'orientation du
plan permet de réduire de fagcon conséquente la complexiggahleme. En effet, alors
gue ce probleme est théoriguement NP-complet, expérineemeat cet algorithme four-
nit une solution en un temps polynomial. Les opérationsiti@dautorisées permettent
egalement d’apparier des graphes ayant subi des disterdi@s au bruit présent dans les
images sans toutefois permettre de résoudre de facon efficamonsistance inhérente a
tout processus de segmentation.

4.4.4 Appariement hiérarchique de courbes utilisant des réécrittes

Gdalyahu et al [GALYA 99A] proposent en 1999 un algorithme permettant de mettre
en correspondance des courbes représentant des contuhjetsisegmentés. La particula-
rité de cette approche tient au fait qu’elle permet la misea@respondance de frontieres
représentées a différents niveaux de finesse par le biaigstienses de réécriture. Les
courbes représentant les frontieres a mettre en correapoegdsont représentées par une
suite de segments.

Gdalyahu utilise un algorithme d’appariement de chaimesigires [MAES90, BUNKE93A,
LLADOSO1, PERISO2, MOLLINO2, RoBLESO2] prenant en compte I'orientation et la lon-
gueur des segments pour calculer la distance d’éditior éedrcourbes frontiéres. Pour
rendre son algorithme plus robuste au bruit et aux pertiamiocales, il propose une
opération consistant a fusionner plusieurs segments,gttemnt ainsi de simplifier la re-
présentation du contour de facon locale et adaptative esaptid’'une échelle fine a une
échelle plus grossiére (voir figure 4.10). Deux segmentcadits peuvent ainsi étre rem-
placés par un seul segment connectant les deux points srrili@s plus éloignés.

A O RO

FIG. 4.10 — Contour d’'un objet représenté a différents niveawadails.
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b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8

sEgspEps

o]

a
=

.

a? L LR R LR [N NN NN - e

FiG. 4.11 — Chaque entrée[k, [] de la matrice de co(t est calculée avec I'équation 4.17.
Les lignes (bleues) repésentent les opérations de fusioluéint la substitution classique)
alors que les lignes pointillées matérialisent les sugioas

Considérons les deux séquences ordonrées{a,...,an} etA = {a,, ..., d\ }.
Classiquement, les codts correpondant aux appariemerisigaont stockés dans une
matrice de coOi? dans laquelle une entrde;., v| correspond au colt de I'appariement
de . segments del avecr segments del’.

Supposons que la matrice de cdlitest déja partiellement remplie entfg1, 1] et
R[u, v]. A chaque étape l'algorithme va étend®een remplissant une nouvelle ligne (de
longueurr) et/ou une nouvelle colonne (de longueyr Une colonne (resp. ligne) sera
ainsi ajoutée si la valeur minimum deest dans la derniére colonne (resp. ligne) calculée,
alors que les deux seront ajoutées si le minimum est obtemuldaase correspondant au
dernier coin calculé.

Contrairement aux algorithmes d’édition classiques, Gatalyintroduit dans son cal-
cul de codt un terme calculé sur un domaihegénéralisant I'opération de substitution a
la substitution de segments fusionnés. Le dom&irm@rrespond a une partie triangulaire
de la matriceR définie par :

Q={{a,f | O<a<kO<fB<l(k—a)+ (-0 <K}

Le calcul de ce terme impliqu& (K — 1)/2 évaluations pour considérer 'ensemble
des fusions alternatives possibles. Les domaines de nsiaiion pour les opérations cor-
respondant a la suppression de plusieurs éléments, endligee colonne sont associés a
un codt d'interruption{ws) ainsi qu’a une récompensge. ), permettant de mettre en com-
pétition ces opérations avec celle de substitution. Notprgsl'opération de suppression
d’'un seul élément, utilisée dans les algorithmes d’appeeig circulaire classiques, est
incluse dans ce modele et correspond au/cas 2.

Chaque nouvelle entréR[k, (], lors de I'extension d'un bloc de taille x v, sera
calculée en utilisant les expressions suivantes.

Rlk,l] = min{ry,re, r3} (4.17)
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avec
(&1 == mina,ﬂEQ{R[aa 6] - S<aka ﬁl)} (418)
ro = mingcq<r{ R, ] + w3 — we.(k — a)} (4.19)
rs = ming<g{ B[k, 8] + w3 — wa.(l — B)} (4.20)

Le terme rl correspond & une substitution(kle- o) élements de la premiére chaine
avec(l — () éléments de la seconde alors que r2 (resp. r3) corresporglippaession de
(k — «) (resp.(I — (3)) élements de la premiere (resp. deuxieme) chaine.

L'approche proposée par Gdalyahu permet donc de mettre reespondance deux
frontiéres représentées par une suite de segments. Laybaité de cette approche est
gu’elle permet de gérer les perturbations locales en intldas opérations de concaté-
nations (réécritures) offrant une représentation muliedle des chaines a apparier. Des
colts spécifiques sont attribués a ces nouvelles opérajigrsont désormais prises en
compte dans le calcul de la distance d’édition. L'inconeéhimajeur de cette méthode
tient dans le fait gu’elle nécessite d’envisager toutesdésritures possibles pour chaque
frontiére. En effet les opérations consistant a fusionesrskgments de frontiére ne sont
aucunement guidées par les données du fait qu’elle ne tie@fsolument pas compte
du voisinage de la région considérée. Elles doivent toutespgises en compte, ce qui
impligue énormément de temps de calcul des que les longaesrshaines a apparier
deviennent importantes. Cet algorithme n’est donc pas é@dapnhe utilisation avec des
partitions.

4.4.5 Appariement inexact de graphes sur les relations topologiques

Pour effectuer la mise en correspondance de régions, Wappse de prendre en
compte l'aspect planaire de la partition en effectuantdapement inexact de graphes
planaires [@QIHUA 95]. L'originalité de ce travail tient a la prise en comptesdelations
topologiques existant entre les régions et notamment lataes d’inclusion.

Wang propose d’effectuer une séquence d’opérations aéditir un des deux graphes,
de facon a le rendre isomorphe a l'autre, en effectuant uternant spécifique pour les
sommets d’articulation (Déf. 80 ) codant les relations duision.

Pour guider le processus d’appariement, Wang propose tiequarer le RAG en com-
posantes biconnectées (Déf 82) représentées dans unlad@init ainsi une structure
appelée BRAG :

Définition 86 BRAG

SoientN; un sommet appartenant & une composante biconnd¢téans un graphe
G etS(N;) = {N;,, Ni,,...,N;, } 'ensemble des sommets rencontrés en tournant dans
le sens des aiguilles d’'une montre daBsautour deN;. Le sous-graphe composé des
sommetq V; } U S(1V;) et des arétes reliant ces sommets est appelBRAG (ou Basic
RAG) du sommey;.

Avec ce type de partitionnement, les sommets d’articulaf@éf. 80 ) apparaissent
non seulement comme sommets dans I'arbre mais égalementedateux composantes
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biconnectées incidentes au sommet d’articulation. Ladigut 2 illustre ce type de parti-
tionnement en arbre en proposant le RAG correspondant atligrade la figure 4.12(a)
ainsi que l'arbre sur la figure 4.12(c).

(a) régions dans une image (b) RAG correspondant (c) partitionnement du RAG en arbre

FIG. 4.12 — Un graphe planaire (b) décrivant les régions et leliasions (0 correspond a
I'extérieur de I'image avec I'arbre correspondant (c)

L'algorithme, proposé par Wang, commence par sélectionnerpaire de sommets
(NVi, N;), appartenant a chacun des deux graphes, dont les carég@sssont proches et
gui ne sont pas des sommets d’articulation. A partir de catpi@ départ, I'algorithme
transforme les deux RAG en deux graphes isomorphes en effeédas opérations d’édi-
tion impliquant les cots minimaux. Les appariements optirisont construits en exami-
nant toutes les paires de sommets de départ envisageables.

En partant de la paire de sommél;, V), les deux graphes, contenant ces sommets,
sont transformés en deux graphes isomorphes. Ceci estugffestconstruisant itérative-
ment les BRAG isomorphes, pour les sommets appariés via lessstaivantes :

1. Construire les deux BRAG correspondant aux sommvget NJ’. et

2. les apparier en effectuant des opérations d’édition deromimal.

3. Les paires de sommefsV; , N | k= 1,...,n} appariées par I'étape 1, sont
ajoutées a une file.

4. Extraire de la fil&) une paire de sommetsV;, , N; ) n'ayant pas encore éte traitée.
Si N;, ou N; estun sommet d’articulatioa]ler a I'étape 7.

5. Construire deux BRAG isomorphes pour les sommétset V7 , indépendamment
de I'appariement obtenu précédemment. Si les paires de stsrappariés lors de
cette étape n’entrent pas en conflit avec les mises en corrédapces précédentes,
I'appariement courant est étendu par I'ajout des deux BRAGVgeet IV . Les
nouveaux appariements obtenus sont ajoutés a I@f{ile

6. Si un appariement venant d'étre obtenu présente un cewélit un autre obtenu
précédemment, un processus pour gérer ce conflit est applayu ajuster le nouvel
appariement, en supprimant des arétes génantes.

7. Lapaire(N;,, Nj ) est marquée comme ayant ete traitée.

8. Itérer les étapes 4 a 7 jusqu’a ce que toutes les pairennteets dang) aient été
traitées.
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Cet algorithme prend en compte l'orientation du plan et faues sommets dans
I'ordre horaire ou ils apparaissent, le co(t d’apparienmeimimal pour deux BRAG peut
étre a nouveau calculé a l'aide d’'un algorithme d’appari@rde chaines circulaires [Mes90,
BUNKE93A, LLADOSO01, FERIS02, MOLLINO2, RoBLESOZ2].

Cette approche est trés similaire a 'approche classiqumogée par Bunke [EUHAUO04]
(section 4.4.2) mais permet en plus de prendre en compteltsns topologiques exis-
tant entre les régions. Les étapes 3 et 4 de cet algorithmeegaivalentes aux étapes i
et iii de I'algorithme de Bunke. La principale évolution detteeméthode tient dans le
traitement spécifique pour les sommets d’articulation. fit alors que les autres types
de sommets continuent a étre appariés en suivant I'ordrelaire relatif & leur position-
nement autour d’'un sommet principal (voir les somniets,G et H de la figure 4.6 ), les
sommets d’articulation comme le somnigsur la figure 4.6 n’'induisent pas de contrainte
sur la préservation de I'ordre et sont traités spécifiquémen

Supposons que la construction de deux graphes planaires@&ore avec la mise en
c_orrespondanAce d_e_s deux sommeEtset N} . Dans ce cag,/(k, [) qui représente I'appa-
riement de colt minimal permettant de rendre les deux soyshgs{ N;, N;,, Niy, ..., N;, }
et{N,,,N,,,..., N, } isomorphes est alors calculé récursivement de la fagcoarsigiv

C(k, 1) = min{C(k — 1,k — 1) + Cmt(N;,, N),
C(k,l = 1) 4+ Cde(Nj, Ny),
C(k —1,1) 4+ Cde(N;, Ny,
C(k—1,1) + Cdn(N;,),
C(k,1— 1)+ Cdn(N},), (4.21)
Clk — 1,1 — 1) + Cdm(Ny,),
C(k —1,1 1) + Cdm(Nj},),
Clk — 1,1) + Cmg(Ny,)
Ok, 1 — 1) + Cmg(N")

i)}
avec C(0,0) étantinitialisé a @:mt(N;,, N} ) représente le colt de la substitution (ou
de I'appariement) déV; avecN;, C'de etCdn les colts de suppression des arétes et des

sommets alors qu€mg représente le colt de fusion de somme€tén représente le colt
de suppression d’'un sommet subissant une occlusion dueammet adjacent.

La méthode proposée par Wang permet d’obtenir un apparteimexact de deux
graphes planaires valués. Le principal avantage de cetieon® est qu’en plus de tirer
parti de 'orientation du plan en mettant a profit les proj@serelatives aux graphes pla-
naires, elle utilise les relations topologiques entre &gans pour guider le processus
d’appariement. La caractérisation des nceuds d’'articulaét le partitionnement du RAG
qui en découle permet de guider le processus d’'appariemdanetion des relations d'in-
clusion entre les régions. L'inconvénient majeur de cetiigme réside dans le fait qu’il
nécessite d’itérer le processus d’appariement sur un reimigortant de couples de dé-
part, ce qui peut amener a des temps de calcul relativenemésgbour aboutir a la solution
optimale.



130 Chapitre 4 - Méthodes d’appariement

4.4.6 Appariement hierarchique de régions

Le bruit ou les distorsions pouvant affecter les images oimeat parfois a de mau-
vaises segmentations des objets présents dans cellégsti.en effet trés rare d’obtenir
une correspondance exacte entre une région et un véritajde tin objet est, le plus
souvent, défini par I'union de plusieurs régions et inversainune région peut tres bien
englober plusieurs objets. Les méthodes présentées dasadigon 4.4.3 a 4.4.5 ne per-
mettent pas de surpasser ce probléme facilement, les ggiapparier n’étant représen-
tées qu’'a un seul niveau de détail. La figure 4.13 illustreroblpme d’inconsistance en
présentant deux segmentations d’'une méme zone dans lesque région se trouve étre
sur-segmentée d’un coté par rapport a l'autre.

FIG. 4.13 — Exemple du probleme d’inconsistance pour la segtient La région cen-
trale de I'image de gauche se trouve étre sur-segmenténsagé de droite.

Pour pallier a ce probléme d’inconsistance entre les régmwésentes dans les deux
segmentations, Glantz et Pelillo proposent de considérehiérarchie compléte de par-
titions [GLANTZ 03] plutdt qu'une simple segmentation correspondant a weani par-
ticulier de finesse. Dans le cadre de la reconnaissanceégldutiliser des hiérarchies
d’'images est renforcée par le fait que les objets admettamérglement une représenta-
tion hiérarchisée assez naturelle.

Cette approche propose de construire un graphe d’assoc{atio Déf. 76 ) a partir
de deux hiérarchies de partitions, dans lesquelles les sterindiquent les appariements
potentiels entre deux régions alors que les arétes repedsda consistance d’'un point de
vue topologique. Avec cette approche, un appariement stamsiavec un score de simi-
larité maximum entre les régions appariées correspond &lime de poids maximum
dans le graphe d’association (voir section 4.1.1).

L'étape qui consiste & construire les deux hiérarchies deestationgG;, Vi, g:)™,
avecG; = (V;, E;, ;) pour tout niveau est effectuée par le biais d’'un processus de seg-
mentation hiérarchique par contractions successivesapings duaux [W.LER94, HAX -

HIM 03] (voir sections 2.3.2 et 2.4.3.b).

Le graphe d’association construit a partir des deux hiérasgprend en compte diffé-
rentes relations topologiques existant entre les régelatz et al combinent différentes
relations telles que la relation de voisinage, la relatiamctlsion ou encore le fait qu'une
région entoure une autre. Pour deux régions distingtes r;, on peut définir cing rela-
tions différentes liant ces deux régions, toutes ces oglats’excluant I'une l'autre :

1. r; C r; lorsquer; estinclue dans,;
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(@) A= <aB,B = A (b) A~ |B ) A~|B

(d) A~<B,B ~p>A (e)A~Cc B,B~DA () AxCc B,B=»D A

FIG. 4.14 — Les 10 relations topologiques différentes. Leselip@paisses représentent les
arétes définissant une relation de voisinage.

N

r; O r; lorsquer; inclut r;

r; >r; lorsquer; est entourée par,

r; <r; lorsquer; entourer;

. r;|r; lorsquer; est complétement disjointe de la région

aos oW

Toutes ces relations pouvant étre combinées avec la meldgovoisinage notée.,
il est ainsi possible d’utiliser dix combinaisons, perraettde discriminer les différentes
relations topologiques. La figure 4.14 illustre toutes &ations différentes que I'on peut
rencontrer entre deux régionset B.

Définition 87 Graphe d’association topologique

Soient(G1)*, et(G?)¥2,, deux hiérarchies de segmentations aggc= (V;, E;) et les
sommets! € V', w! € V;',v? € Vi.?, w? € V.. La paire de régiongv’, v?) est dite to-
pologiquement consistante avec la pajte, w?) si la relation topologique existant entre
vt etw! est la méme que celle entre les sommést w? . Le graphe d’association topo-
logique de(G!, V;')¥ et (G2, V;*)¥s est le graphe simple (voir Déf. Tj4 = (Vu, E4)
tel que :

- Va= (UL Vi) x (U2, V)

— Ea={{v,w} : wv#weVys},vesttopologiguement consistant avec

C’est en utilisant les relations topologiques illustréadatigure 4.14 qu’est construit
le graphe d’association topologique partir duquel est effectuée la recherche de la clique
maximum. Pour détecter les cliques de poids maximum, Gktrakutilisent une variante
de I'algorithme PHB [MASSARO02], permettant de réduire la complexité de ce probléme,
originalement NP-complet (voir sections 4.1.3.e et 4.3).

La prise en compte des relations topologiques permet, copoueles algorithmes
présentés dans les sections 4.4.3 et 4.4.5 de réduire |deatégenérale du probleme en
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guidant l'algorithme lors du processus d’appariement.résgltats expérimentaux tendent
a prouver que l'utilisation de hiérarchies de segmentatmermet de réduire considéra-
blement I'influence de sur-segmentations/sous-segniensaen permettant a des régions
appartenant a des niveaux différents d’étre appariées, lesalgorithmes présentés dans
les sections 4.4.3 et 4.4.5 ne possédaient qu’'une repadieeninono-échelle des parti-
tions.

Par contre I'ajout de liens verticaux entre les graphesgitas détruit la structure
planaire des deux graphes a apparier et fait perdre ainsol@dreuses propriétés inté-
ressantes inhérentes aux graphes planaires. De plus leegd&ssociation topologique,
obtenu a partir des deux pyramides, est une structure ddatlla est tres importante.
Pour pouvoir faire tourner I'algorithme dans des condgiacceptables, I'auteur réalise
un compromis sur I'optimalité de la solution en limitant Bnstruction de ce graphe aux
17 plus hauts niveaux de la pyramide.
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graphes dans le domaine du traitement d'image, ainsi quenddsodes d’'appa-

N ous avons présenté, dans le chapitre précédent, le problemapgatiement de
riement de partitions mettant a profit certaines propridéssgraphes planaires.

Par rapport aux méthodes d’appariement de graphes présetags la section 4.1, les
méthodes dédiées a I'appariement de partitions ( sectirsemploient a faire diminuer
la complexité de ce probleme, a I'origine NP-complet, emprg en compte I'orientation
du plan d’'une part (sections 4.4.3 et 4.4.2), mais égaletesntelations topologiques
existant entre les régions (section 4.4.5).

Néanmoins, ces approches ne permettent pas d’outrepasgaoblémes d’'inconsis-
tance inhérents a toutes les méthodes de segmentatiogrebifés segmentations d’'un
méme objet peuvent en effet amener a devoir mettre en comdapce une région d’'une
partition avec plusieurs régions dans l'autre partitidapproche de Glantz [GANTZ 03]
présentée dans la section 4.4.6 propose pour résoudreldémpeode ne plus considérer
une seule partition pour chacune des images a apparierumaisiérarchie de partitions,
permettant de prendre en compte différentes finesses deea&gion et les nombreux
découpages possibles pour chacune des régions a mettrerespomdance. Néanmoins
I'utilisation d’'un graphe d’association, et I'ajout der® verticaux entre les graphes pla-
naires, correspondant aux niveaux de la pyramide, condaiparte de la planarité des
graphes a apparier. On perd donc toutes les propriétéssstantes des graphes planaires,
susceptibles de faire chuter la complexité du probleme.

Nous allons présenter dans ce chapitre une nouvelle appeacprobleme de I'appa-
riement de régions, combinant les méthodes proposéesguuod JLLADOS01], Wang [CAIHUA 95],
Bunke [NEUHAUO04] et Glantz [GANTZ 03] (voir section 4.1). En reprenant I'idée propo-
sée par Glantz, nous allons dans un premier temps condtielisepyramides irrégulieres
a partir des deux images a apparier. La construction de éesrbinies se base sur les cri-
téres énergétiques définis dans le chapitre 3 et utilisedesggtiques de fusion que nous
avons proposé dans les sections 3.2 et 3.3, dans le but diodes segmentations plus
robustes aux variations locales.
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Plutét que de construire un graphe de taille conséquenteneo@lantz, nous pro-
posons d'initialiser I'appariement en cherchant dans msxciérarchies, un couple de
régions dont les caractéristiques maximisent un critereedsemblance. Ce critere est
basé sur des propriétés aussi bien géométriques que photpras. Nous allons ensuite
confirmer cet appariement initial par la prise en compte ki@gmations issues des Vvoisi-
nages.

Considérons deux pyramides combinatoires (voir SectioB23P = (G, ...,Gx)
et P = (G,...,G)y). Chaque carte combinatoi@; de P contient un ensemble de
sommets. Nous noterods I'union de tous les sommets dedéfinis entre les niveauxet
N. De la méme fagon 'ensemble des sommets appartenant cdajogP’ est noté) p..
Le but de notre algorithme est de trouver deux sommetsdaret ) p, de caractéristiques
similaires tels que I'on puisse définir deux coupegtet P’ ouv etv’ ont des voisinages
similaires. Nous voulons donc déterminer le couple de sasitaev’) € Vp x Vpr pour
lequel la distance entre les voisinagesdd v’ est minimale :

(v,0v) = argminAy(w,w’) avec (5.1)
(w,w")eC
C = {(w,w')€VpxVp |F(w,w') = true} (5.2)

An(v,v") représente alors la distance minimale entre les voisindgyestv’ sur toutes
les coupes d& et P’ et F/(w, w’) est une condition booléenne portant suetw’.

L'ensemble de couples des régions candidates a I'appante@tent de taille impor-
tante (Vp| x |Vp| ), une premiére étape de filtrage va étre effectuée. L'entsethb
représente notre ensemble de couples de régions candiatesappariement. Avec la
formulation que nous proposons, I'équation 5.2 est uglis@mme une étape de filtrage.
Les avantages liés a cette étape sont doubles. Tout d’aborddrel’ permet de garantir
gue deux sommets appariés auront nécessairement desdatiagtes similaires, indé-
pendamment de la distance entre leurs voisinages. Elleghe¥galement de réduire le
nombre de couples de sommets pour lesquels I'équation 6dvakiée. Cette derniére
éguation représente I'étape d’appariement et s'inspiseagproches proposées par Neu-
haus [NeUHAUO4] et Llados [LLADOS97, LLADOSO01] (Section 4.4.2 et 4.4.3).

Les frontiéres des deux régions candidates sont mises egspondance en utilisant un
algorithme d’appariement de chaines circulaires tirari gdas informations fournies par
la hiérarchie. L'intérét d’utiliser des hiérarchies tiglans le fait qu’elles vont nous per-
mettre de considérer les différentes possibilités de itééerdes frontieres pour chaque
région au sein de sa hiérarchie en s’inspirant de I'apprgebposée par Gdalyahu et
al [GDALYA 99A] (voir Section 4.4.4) mais en utilisant des systémes deritéée basés
sur les informations fournies par les pyramides.

L'algorithme qui en résulte est un algorithme d’apparietré chaines circulaires
utilisant des regles de réécriture extraites des pyransialeslées pour chaque image (voir
figure 5.1).

Nous allons dans la section 5.1 décrire en détail I'étapdtdagfe permettant de réduire
le nombre de sommets candidats a I'appariement puis darectmrs 5.2 le processus
permettant de calculer une distance basée sur les voisineg#eux régions.
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Ea

FIG. 5.1 — Deux exemples de hiérarchies de segmentation.

5.1 Filtrage

Pour réaliser le processus de filtrage, nous associons erigoiéeu a chaque sommet
v de 'ensembleVp un vecteurFeat(v) composé del/ caractéristiques portant sur les
régions. De nombreuses méthodes ont été proposées paurdéds bases de données de
vecteurs. Toutefois, dans le cadre de notre applicatios agans choisi de réutiliser les
structures arborescentes des deux pyramitiesF” .

Supposons que le sommeest défini au niveau > 1 dans la pyramidé’ et considé-
rons I'ensemble des sommets appartenant a la fenétre detickddu sommet, RW,(v) =
{v1,...,v,} (voir Section 2.4.2 ), dont la contraction dans la c&tte, définitv au niveau
i. Pour rappeRW;(v) est défini comme I'ensemble de sommets incidents a I'un dessir
du noyau de contraction, permettant de constr@ira partir de la cartér;_; (voir Déf. 56
dans la section 2.4.3.d). Nous utilisons de plus une fondtipdéfinie sur 'ensemble de
sommets/’p telle queP(w) = v pour tout sommety € RW;(v). Par convention tout som-
met appartenant a la carte combinatoire de plus haut niveasild pyramide est considéré
comme son propre pére (i.B(vip) = Viop)-

Nous dirons qu’une coordonnéele notre vecteur de caractéristiques estaaracté-
ristique croissantesi et seulement si pour tout sommet Vp, défini a un niveau > 1
dansP, nous avons :

Yw € RW;(v), Featj(v) > Feat;(w) (5.3)

Nous pouvons noter que tout moment cumulé définit une caistogée croissante sur
la pyramide.

Supposons que la premiére composdritet; (v) de notre vecteur de caractéristiques
est croissante. La premiére étape consiste a réduire le reodebcouples de sommets
candidats a I'appariement, en sélectionnant I'ensembdecdaplesv,v’) € Vp X Vpr
tels que :

Featq(v')

N — - 7
AFl(U7U)_|]' Featl(v)

[<e (5.4)

dans laquelle est un seuil défini par I'utilisateur.
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a) Featy(v) >> Feat,(v") b) Featy(v) << Featy(v')

FiG. 5.2 — Différentes possibilités d’élagage. a) la rechegbffectue récursivement sur
les péres de’ ( P[v'],P[P[v']],...) . b) la recherche s’effectue récursivement sur lesléls

o (fi(V), [ (fi(v)),..

Pour chacun des sommets Vp, cette premiere étape de filtrage revient a sélection-
ner tous les sommetsde ) » dont la premiére composante du vecteur de caractéristiques
est comprise dans l'intervalle suivant :

Feat (V') € [(1 — €)Feat;(v), (1 + €)Feat;(v)] si Feat;(v) >0

Feat (V') € [(1 4 €)Featy(v), (1 — €)Featy(v)] si Feati(v) <0 53)

Pour tous les sommetsappartenant a la premiére pyramide, les somnjegpparte-
nant au méme niveau dans la seconde seront comparés gragaatibn 5.4. En fonction
du résultat la recherche sera propagée soit vers les fils,dgst vers les péres dé.
Cette premiére étape de filtrage, définie par I'équation Seheede réduire le nombre de
candidats potentiels a I'appariement en se basant uniquesueune seule caractéristique
croissante. Le fait d’'utiliser un critére croissant peraiasi de propager la recherche dans
la pyramide, soit vers le péere d’un sommet soit vers I'endemé sommets appartenant a
sa fenétre de réduction en fonction de I'équation 5.5.

La figure 5.2 illustre ce principe d’élagage dans le cas oudmere caractéristique est
toujours positive : dans la figure 5.2(@}at, (v') < (1—¢)Feat,(v), Feat,() étantune ca-
ractéristique croissante aucun des filsstiee peut satisfaire I'équation 5.5. La recherche
se propagera donc récursivement versgessde v'. Inversement sur la figure 5.2(b)
Feat,(v') > (1 + €)Featy(v), Feat,(P[v']) est plus grand qué&eat,(v) et ne peut donc
satisfaire I'équation 5.5. La recherche s’effectuera damgas récursivement sur I'en-
semble des sommets de la fenétre de réductian (iee. lesfils dev’).

Cette premiére sélection de candidats potentiels pourdidment est affinée par une
seconde étape de filtrage utilisant le reste des caram@agstdisponibles pour chaque
région. Les intervalles de valeurs relatifs aux différentaractéristiques ayant une tres
grande variabilité, une étape de normalisation doit éfiectfée avant de calculer la dis-
tance entre les caractéristiques des deux régions.

Etant données deux régions représentées par les sommets nous définissons la
distance entré’cat(v) et Feat(v') comme la norme infinie d’'un vecteyrdéfini par :
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min(Feat;(v), Feat;(v"))
max(Feat;(v), Feat;(v'))

Vie{l,....M} fi(v,0)=1- (5.6)

Finalement les sommets appartenant a I'enser@ibleorrespondant aux couples de
sommets ayant passeé I'étape de filtrage (equation 5.2)exorespecter les critéres boo-
léens suivant :

F(w,w") = Ap, (v,0") < (5.7)
[flloo <€ (5.8)

Ces deux conditions étant testées de facon séquentielle.

Proposition 3 Si la premiére caractéristiqué€'ecat; (v) est positive, alors :

Ap(0,0) < efy(v,0)) < € (5.9)
La démonstration de cette proposition est donnée en anree@ipn A.2).

La proposition 3 montre que lorsqueécat, () est une caractéristique positive, notre
premiere étape de filtragkr, (v,v") < e peut étre interprétée comme une restriction du
second test||(f||.. < ¢€) &la premiére composante du vectgutine telle interprétation ne
tient plus si I'on utilise une norme Euclidienne a la placdaleorme infinie. Nous avons
néanmoins observé lors d’expérimentations, que le faiilder une norme Euclidienne
peut s’avérer préférable si 'on souhaite obtenir un phé&@m@de compensation entre les
différentes composantgs.

5.2 Distance hiérarchique entre les voisinages

Nous allons, dans cette section, définir une distance kidicare permettant de compa-
rer les voisinages de deux régions en prenant en comptef@®dis voisinages possibles
d’une région dans la pyramide.

Soit une pyramideP, considérons un sommetappartenant a 'ensemble de som-
mets)Vp. Nous noterong, le niveau maximum pour lequelsurvit dans la pyramidé.
Nous représenterons paf (d) = (di,...,d,) le o-cycle deG,, associé au sommet
Le plongement de la frontiére dedans la carte de bagg), noté B, est défini comme la
concaténation des séquences de brins frontie& e, (d;)),c, _, (Def. 63).

Comme tous les brins d’'une séquence de brins frontiéres tipant a la carte de
baseG, = (D, 0, ), chague sommet de la hiérarchie peut ainsi étre considéreo
un mot construit sur I'alphab@?,. Le voisinage de dansz, est définicomme I'ensemble
des sommets dé&, adjacents a I'éventuelle sur-segmentationvd€et ensemble noté
N°(v) peut étre formalisé de la fagon suivante :

N(v) = {o3(ao(d)), d € B, (5.10)
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(a) niveaw (b) niveaul,

FIG. 5.3 — La région® présente sur la partition (b) a un niveast sur segmentée en 4
régions distinctes sur la carte du niveau de base (a)

La figure 5.3 illustre ces notions. Une régiondéfinie a un niveau, (Fig. 5.3(b)
) se trouve étre sursegmentée au niveau de base (Fig. 513a)JongementB, de sa
frontiere au niveau de base est égdba= d; ...ds. Le voisinageN®(v) est défini par
N(v) = {og(ao(dr)), - - -, o5 (ao(ds))}-

Sil'on considere maintenant deux pyramidest P’ ainsi que deux sommets, v') €
VpxVp avec leurs plongements respectifs définisipar d;....,d,etB, =d;..... d,.
En utilisant I'orientation naturelle des voisinag®¥$(v) et N°(v’) dans les carte§,, and

4, hous définissons la distance de voisinage entre les régiets au niveal) comme
la distance d’édition entr&, et B,,.

Si ¢ représente le nombre de symboles mis en correspondanedxrét B,/ le colt
total correspondant a I'appariement entre les sommets’ est défini par :

A(B,, By) 25% o) + (1 —29)K (5.11)

avecd(, ) représentant une fonction de distance entre les brihSletcot par défaut
affecté a une opération de suppression effectuée indifigent dans3, ou B,.. Les va-
leurs deg, (i) et g (i) correspondent aux index d&g'* appariement de brins dat, et
By

Comme nous l'avons vu dans la section 2.3.3, chaque brin tgp@ent a une carte
combinatoire peut étre interprété de deux facon distirncsest comme la représentation
de I'adjacence entre deux régions, soit comme une frorgigire ces deux mémes régions.
Si nous considérons les deux briiss G; etd’ € G dans les pyramide® et /', la
distancej(d, d’) entre ces deux brins peut prendre en compte a la fois lestédstiques :
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(@) (b)

FIG. 5.4 — lllustration des notations utilisées pour décrire idgions a des niveauwet j,
de part et d’autre du brid (a) etd’ (b).

— des sommetg§o;(d), o} (a;(d)), 05 (d'), o5 (aj(d’))} qui correspondent aux ré-
gions de part et d’autre des ces brins,
— des frontieres associées aux buret d’ aux niveaux et ;.

La figure 5.4 illustre les notations utilisées dans cettéiaepour décrire les régions
ainsi que les frontieres associées.
Dans notre schéma d’appariement, la distance entre lestéastiques des sommeiset
v ayant déja été prise en compte lors de I'étape de filtrages définissons la distance
d(d,d’) en fonction des caractéristiques des sommgts; (d)), o (o;(d’)) ainsi que des
caractéristiques associées aux deux frontieres codédessganinsd etd’ aux niveaux et

Ve

5.2.1 Coupes et séguences de brins frontieres

Tous les brins composant les séquenBeset B, sont définis suiG, et Gy,. De ce
fait, la distancei(.,.) de I'équation 5.11 est calculée au niveau de base de la pyeami
et la comparaison entre les voisinages des sommets’ est effectuée dans les cartes
Gy et Gj. Cette approche est comparable a celle proposées par Bumkeifw04] et
Llados [LLADOS97, LLADOSO01] (Sections 4.4.2 et 4.4.3) et peut se résoudre en utilisan
un algorithme d’appariement de chaines circulairea B0, BUNKE93A, LLADOSO1,
PERISO2, MOLLINO2, ROBLESO2].

Néanmoins, I'inconsistance inhérente a tout algorithmsetgnentation fait que les
voisinages de et v’ ont peu de chance de se correspondre si 'on considére umenie
les partitions de base encodées par les caftest G,.

Pour deux pyramideg® et P’, construites respectivement a partir@get GG, nous pou-
vons considérer I'ensemble des coupes dar{sesp.P’) définies souw (resp.v’), c’est



140 Chapitre 5 - Contribution & I'appariement de hiérarchies

a dire a un niveau inférieur au niveau maximum pour lequebteraety (resp.v’) survit.
Dans ce cas de figure, le sommefresp.v’) représente soit une unique région ou bien
il se retrouve découpé en plusieurs sous régions. L'idéeade,sur laquelle repose le
développement qui va suivre, part du principe que et v’ correspondent & une méme
région, alors il devrait y avoir au moins une coupe dans chgyuamide pour lesquelles
les voisinages des régionsetv’ sont isomorphes.

i

(a) niveaw (b) niveaul; (c) niveaul,

FiG. 5.5 — Représentation d’'une frontiére a différents niveduralpyramide.(a) repré-
sente la carte combinatoire de base de la pyramide réduiteetle-méme réduite eh
(i.eh < 12)

Considérons une sous séquence maximale. .d,, de B, telle que I'ensemble des
sommets{o§(ao(dy)), . .., 08(ao(dy))} est fusionné en un seul sommet a un niviad
l,. Tous les brins codant les relations d’adjacence efifga(d))),. .., 08(ao(dn))}
doivent alors étre soit contractés soit retirés, en tanttopueles vides ( Déf. 17, sec-
tion 2.1), au niveady. De la méme fagon, 'ensemble des sommetSd)), . .., o(dn)}
définissent une sur-segmentation du sommet doivent étre fusionnés en un unique
sommet a un nivealy < [,. Sil'on considére désormais la séquenge. . .d,, au ni-
veaulL = max(ly,ls), les brinsd, . .. .d,, représentent une séquence de morceaux d’'une
frontiere existant entre deux régions et peuvent alorsigtegprétés comme des arétes
doubles [BRUNO2] ( Déf. 18 section 2.1). Ces brins appartiennent donc adaesee de
brins frontieresSB Dy, (d) d’'un brindy, € B,.
Inversement, une séquence de brins fronti&t&D (dy) = d,....d,, avecL < [, et
d, € B, code une séquence d’arétes doubles, pouvant étre créég=nant par la fu-
sion des sommetéo(d,), ..., o5(dm)} et{oj(ao(d))), ..., o5(ao(dy))}. La figure 5.5
illustre ces notations en présentant une régiantrois niveaux de la pyramide. La sé-
guence de brins frontieres séparant la régiale la région qui lui est adjacente est codée
par les brinsl; . .. .ds au nivealw, pard;, ds au niveau; et enfin par 'unique brinl; au
niveaul,.

Une séquence de brins frontiéres nous permet donc de retrbernsemble des opéra-
tions de fusion ayant eu lieu entre les sommets composaotdmageN°(v) a un niveau
inférieur al,,.

Du fait que deux coupes produisant les mémes opérationsibafsurN’(v) amenent ala
méme configuration locale pour le voisinage du somumét séquence de brins frontieres
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SBD;(d) aveci < [, etd € B, nous permet de retrouver tous les voisinages possibles
pour le sommet, produits par les différentes coupes dans la pyramide

5.2.2 Algorithme de réécriture

.JV
'!L '!L

a) niveau 0 b) niveau 3 C) niveau 6 d) niveau 9

FIG. 5.6 — Exemple de constructon d’'une pyramide sur une grite2

Pour retrouver I'ensemble des voisinages d’'un sommestirvivant jusqu’a un niveau
[, dans une pyramidé® nous pouvons utiliser une solution triviale qui consisteaétip
du niveaul, et de descendre successivement les niveaux en caleuiédit pour cha-
cun d’eux. Cette solution est néanmoins extrémement caifjguisqu’elle nécessite de
reconstruire chacun des niveaux de la pyramide qui sonsdagdicitement.

Algorithme 3 Calcul la séquence de brins frontiéres d’un rin
entrée : un brin b, une carte combinatoireGG; = (D;, 0;, ;) du niveau courant; et
la carte Gpase = (Dpases Toase, Case) COrrespondant & la base de la pyramide
sortie : séquence de brins frontiere d’un brinb
Reecritures := ()
Reecriturelbase] := )
niveau = ()
if (giveLevel(y,,.(b))==i) then
renvoyerb
end if

bcourant =0
while abase(bcourant) 7é az(b) do
bcourant = 0base<b>
level := level(beoyrant)
while ( (level <i) et (etat(levele {contraction,boucleVide}) ) do
bcourant ‘= Obase (abase(b))
level := giveLevel(beoyrant)
end while
insererlevel dansniveau
ajouterb.,y,qnt & Reecriturelbase]
end while
construireRéécriture()
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Afin de calculer ces voisinages d’'une maniéere plus efficames mvons défini un pre-
mier algorithme permettant de retrouver les réécrituremeal’frontiére se déroulant en
deux temps.

— un premier algorithme (Algo. 3) permet de calculer la ségaale brins frontieres
(au niveau de base).

— apartir de la séquence de brins frontiéres nous calcutsngécritures pour chaque
niveaux grace a la fonctioronstruireRéécriturg¢Algo. 4).

Nous utilisons dans cet algorithme la fonctieiveau qui retourne, pour tout brih,
le niveau auquel il disparait dans la pyramide. Nous dispesgalement d’'une fonction
etat permettant de savoir si un brin a disparu suite a une étapggeession ou lors d’'une
opération de contraction.

Cet algorithme (Algo. 3) va donc dans un premier temps regola/réécriture d’'un
brin au niveau de base de la pyramide. En paralléle a la canistn de la séquence de
brins frontiéres, il construit une liste des différentsa@ux correspondant aux différentes
réécritures. Il fait ensuite appelle a la fonctioonstruireRéécriturequi se chargera de
retrouver toutes les réécritures possibles de ce brinsiéaxehts niveaux de la pyramide,
mémorisés au préalable pour éviter de calculer plusieissufee méme réécriture.

La fonctionconstruireRéécritur¢Algo. 4) va ainsi construire 'ensembles des réécritures,
en parcourant uniqguement la séquence de brins correspoadanéécriture de niveau
précédent.

Algorithme 4 fonction permettant de reconstruire I'ensemble des riies possibles
d’un brin, a partir de son écriture au niveau de base de lapge
fonction construireRéecriture
taille=longueur(niveau)
for n=1 a (taille-1)do
for tout brind dansReecritures[niveau[n — 1]] do
if giveLevel{) < nthen
ajouterd dansReecritures[niveau[n|]
end if
end for
end for
renvoyerReecritures

Prenons par exemple l'unique région présente dans la aattepyramide (fig. 5.6.d),
codée par le brin. L'algorithme 3 va dans un premier temps nous fournir sarigge
au niveau de base, a savoir, 2,3,4,5,6,7), ainsi qu'un tableau avec les niveaux dans
lesquels des réécritures seront effectuées, pour cet éxempau = (0, 3,6, 9).

o
=
N
w

index
niveau/ 0| 3|69

TAB. 5.1 — tableawiveau pour 'exemple de la fig. 5.6
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100 | |g 9 10 |q| |g 10/ g | g 10
6 6 6 6
3 3
1234567 1 2467 1 47 1
a) niveau 0 b) niveau 3 C) niveau 6 d) niveau 9

FIG. 5.7 — Les différentes réécritures possibles d’un contewédion correspondant aux
niveaux donnés en exemple dans la figure. 5.6. Pour chaquéeebniveau auquel il survit
est indigué dans la barre correspondante.

On peut également calculer 'ensemble des réécritures alguehbrin a partir des sé-
guences de connexion (Déf 61) défini par I'algorithme 5.@JR02]. Notre calcul de
réécritures est basé sur le fait que I'ensemble des brinpasamt une réécriture d’un brin
b au niveauj est compris entréeto;(b) dans la séquend®,. On peut donc modifier I'al-
gorithme 5.9 sur la ligne notée pade fagcon a parcourir 'ensemble des brins frontieres
compris entrer;_; (prec|j]) ett’. Cet ensemble de brins frontiére peut étre stocké dans un
tableau auxiliaire mis a jour au fur et a mesure du parcoufa déquence de connexion.
Par exemple lorsque 'algorithme 5.9 rencontrera le Brgelui ci va initialiseroq(4) a
7. Les deux réécritures possibles du btisont alors définies par, 5,6} et {4,6} (fi-
gure 5.8). Ce second algorithme bien que présentant cestainpriétés intéressantes n'a
pas été pleinement testé faute de temps.

10 9 g |10

4 3 3|4

1 1
1-102-133-144 12 5 -96 8 7 1
bl b2 b3 b4 b5 b6 b? b8 b9 blO bll b12 b13 b14
FIG. 5.8 — La séquence de connexion du brinLes brins frontieres sont représentés en
gras.

5.2.3 Appariement hiérarchique et circulaire de chaines

Pour toute séquence de brins frontiesdsD; (d;) = d;. . ... d, aveci < [, etd; € B,
nous considérons la regle de réécriture suivante :

;’,k . dj ..... dk — dj (512)
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ALGORITHME CONSTRUIREREECRITURK(INt i,brin ) :

entrée : la carte du niveau de base&z, = (Dy, 00, aq), Un brin b et son niveau
maximum .
sortie : fournit les différentes réécritures possibles d'm brin en mettant a jour
les fonctionso et p pour tous les brins a chague niveau permettant d’obtenir les
séquences de brins frontieres pour chaque niveau.
brin b’
brin prec[i+1]
for (j=1 a min@iveau(b),i+1) do
preclj]=b
end for
while niveau(b') <ido
if (etat(niveau(b’) == Contractg ou
(niveau(t') > i etetat(i) == Contracté then

' = p(b')
else

b =o(b)
end if

for (j=1 a minqiveau(d'),i+1) do
if (etat(niveau(prec|j]) == Contracté ou
(niveau(preclj]) > i etetat(i) == Contracté then
o5 (precj]) = b
else
oy a(precli) = %
end if
end for
for (j=1 & minquiveau(?'),i+1) do
prec[j]=b’
end for
end while

FIG. 5.9 — Algorithme permettant de retrouver 'ensemble désritures possibles d'une
région, a partir de sa séquence de connexion (au niveau dalbda pyramide).
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qui consiste a remplacer dafs, la séquence de bring . . ., d;, définie dans la carte
de base-, par un unique brid; appartenant a la carte de niveau superiguPour eviter
toute confusion entre le bri®y appartenant a la carte de basget celui appartenant@,;
nous allons utiliser la méme notation pour le nom de la régleet son résultat; dans
G;. Nous avons ainsi :

L dye oy (5.13)

D’un point de vue purement géométrique, la frontiere odentléfinie par le brin
? « peut étre définie comme la concaténation des éléments dicfmreprésentés par
d; ..., dy au niveau.

Soit Y 'ensemble de régle$;i7k définies surB, etX(B,) I'ensemble des réécritures
possibles de la frontierB, par des regleg’; , (calculées dans la section 5.2.2). Considé-
rons de la méme fagon 'ensemble des réécritures possielBs dnotéX’(B,).

Les deux ensembles(B,) etY' (B, ) représentent alors les différents voisinage possibles
dewv etv’ pour les différentes coupes dans les pyramides P’.

Nous définissons alors la distance entre les voisinagesetle’ par I'expression sui-
vante :

Ay (v,v") = min A(m,m’) (5.14)
(m,m’)€Rot(S(By)) xS (B,/)
dans laquell&\ est une distance d’édition similaire a celle définie pardatipn 5.11.
Rot(X(B,)) représente I'ensemble des permutation circulaires plessgur 'ensemble
des chaines contenues dais,).

Pour une rotation donnée, une telle distance peut étreléaletfiicacement [GALYA 99B]
en utilisant les équations récursives suivantes :

A(0,0) =0 (5.15)

A(i—1,7—1)+0(d;, d;),
min A(k - 17 k' — 1) + 5(%&;1, w/ll/j)a
A(i,7) = min | ¢} €S0 €x 7 7 (5.16)
A(i,j—1)+ K

- A(i—1, j—1)40d(d;, d;) représente un prolongement d'un appariement en rajoutant
le couple(d; < d;).

- min Ak =1,k — 1)+ 6L, i ;) permet de calculer la réécriture four-
v €S, €Y ’ ’
nissant le colt d’appariement minimum alors que
Al —1,j) + K,
A(i,j— 1)+ K
cune des deux chaines.

représente les colts de suppression d’'un élément pour cha-
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Dans I'équation 5.16;»,@ etz//l',J représentent deux regles de réécriture définies sur les
alphabets etY. Les indexk etk’ sont respectivement plus petits gLet j et les niveaux
[ et!’ doivent étre respectivement inférieurs aux niveawt,,. Notons également que la
distance’(d;, d;) dans I'équation 5.16 est calculée a partir de la carte dedhaseeall.

Dans un premier temps nous allons détailler les étapes nesjele cet algorithme
d’appariement hiérarchique, puis dans la section 5.2.5 aians le faire se dérouler sur
un exemple simple.

A partir de deux séquences de brins, ainsi que les rééaipaer chacun de ces brins,
nous deésirons apparier ces deux séquences en minimisaiftéesnts colts occasionnés,
par les différentes opérations d’édition.

Algorithme 5 Calcule un tablea®; ; des codts d’appariement des deux séquences passees
en arguments
entrée : deux séquences de brind et B avec les réécritures possibles pour chacun
des brins des deux séquences
sortie : le tableau de coltsR; ;
for tout briny; dansA do
for tout brinb; dansB do
minL = calculReecLigné;, ;)
minC = calculReecColonng(b;)
minLC = calculReecLigneColonnig(b,)
minCell = calculCellulef;, b;)
Ali, 7] = MIN(minL,minC,minLC,minCell)
end for
end for
renvoyerRi

L'algorithme 5 présente I'algorithme général de calculr@umatrice de colh[n, m],
permettant ensuite de retrouver I'appariement optimatedas deux séquences de brins
passées en parametre, en se basant sur I'équation 5.16.

A chaque étape, cet algorithme va calculer le colt minimuocéssaire pour apparier deux
brinsb; etb; en considérant

— les réeécritures du briby (calculReecLignéy, b;))

— les réeécritures du briby ( calculReecColonnéy; b;))

— les réecritures combinées du bbjret du brinb; ( calculReecLigneColonng( b;))

— la substitution du brim; par le brinb; (calculCelluleg;, b;))

La fonctioncalcul ReecLigne retourne le colt minimum d’appariement entre les deux
brinsb; etb; en prenant en compte les différentes réécritures possiblésind; eten'y
intégrant un codt de transformation (via réécriture). Ce peiit étre défini comme assez
faible du fait que ces réécritures existent dans la pyranedgu’elles n'impliquent donc
pas de modifications structurelles.

FONCTION CALCULREECLIGNE(b;,b;) :
mini = oo
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for toutes les réécritures; possibles du brin; do
if A[rb;, b;] + coltDeTransformation < mirthen
mini = A[rb;, j| + coGtDeTransformation
end if
end for
renvoyer mini

De méme, la fonctiomalcul ReecColonne va retourner le colt minimum de mise en
correspondance des brilysetb; en prenant en compte les différentes réécritures possibles
du brinb; .

FONCTION CALCULREECCOLONNE(b;,b;) :

mini = oo

for toutes les réécritures; possibles du brin; do
if Ali,rb;] +coGtDeTransformation < mirtihen

mini = A[z, rb;] + codtDeTransformation

end if

end for

renvoyer mini

La fonctioncalcul ReecLigneColonne permet, quant a elle, de prendre en compte les
réecritures pour les deux chaines en méme temps.

FONCTION CALCULREECLIGNECOLONNE(D;,b;) :
mini = oo
for toutes les réécritures; possibles du brin; do
for toutes les reécritures; possibles du brin; do
if A[rb;, rb;]+coltDeTransformation < mirthen
mini = A[rb;, rb;] + colGtDeTransformation
end if
end for
end for
renvoyer mini

Enfin, la fonctiorcalculCellule va retourner le colt minimum d’appariement des brins
b; etb;, en prenant en compte les suppressions possibles (en taatfea colt important)
et également I'extension de I'appariement précédent antajd simplement un colt de
substitution calculé sur la diagonale.

FONCTION CALCULCELLULE(b;,b;) :
minC =A[i, j — 1] + CoutSuppression
minL = A[i — 1, j] + CoutSuppression
minDiag =A[i — 1, j — 1] + CoutDiag(i,))
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renvoyer MIN(miniC,miniL,miniDiag)

La fonctioncalculCellule nécessite I'utilisation de la fonctiofout Diag(i, j) don-
nant le colt nécessaire pour la substitution du briavec le brinb;. Ce colt peut étre
calculé avec toutes les informations que I'on posséde ssibrins (longueur du contour,
gradient le long du contour, couleurs, moments ...).

En paralléle a la construction du tableau de codts, un tabke#our (Figure 5.16)
permettant de retrouver les différentes opérations effexst est construit. Ce dernier va
ainsi nous permettre de mettre en évidence le meilleur agpant possible entre les deux
séquences de brins.

Pour retrouver le chemin de I'appariement optimal, prén@dent calculé, nous avons
codé les opérations d’édition de la fagcon suivante :

— 0.5 pour une mise en correspondance

— n pour une réécriture en colonne, transformant une séquencéiins enl brin
— —n pour une réécriture en ligne, transformant une séqueneebdas enl brin
— 0 pour une suppression

Il suffit ensuite, en partant de la derniére casen) de la matrice de co(t, de remonter
en effectuant les opérations mémorisées, jusqu’a I'olute ke I'appariement global.

5.2.4 Analogie avec I'algorithme de plus court chemin

En étudiant la construction de la matrice de codt définie éassction 5.2, nous pou-
vons noter une analogie entre I'algorithme 5 que nous pamst I'algorithme de plus
court chemin (Dijkstra). Ce dernier permet de trouver un dhae longueur minimale
entre deux sommets d’'un graphe pondéré orienté ou non. Gettafge est présenté en
détail en annexe dans la section A 4.

Soient deux chained® = {aJ, ..., a2} et B® = {1),...,0° } définies sur des alpha-
betsX et ¥', munies de regles de réécriturg; et ¢’l/,7j. Comme nous l'avons vu dans
la section précédente la matrice de co(t va étre calculémgmsidérant les appariements
triviaux, mettant en correspondance des éléments du ndebase, puis ceux nécessitant
des réécritures.

Nous allons définir un graph@ = (V, E) a partir duquel nous allons calculer un
chemin de poids minimum. Nous appelerdnde sommet de départ dans le grapghet
nous noteron@é, bg,) un sommet du graphe. Ce sommet codera I'appariement duﬁjorin

(p-iéme élément du nivedyavect!,.
L'ensembleFE des arétes du graplieest constitué par les arétes :

— incidentes au sommet de départ
— [D, (ad, b3)] correspondant a I'appariement des deux premiers élémechale
cunes des chaines a mettre en correspondance
— [D, (af, bh)] si I} ., vh,, codant les réécritures de bring, . .., af enaj ainsi
queby, ..., ad enb.
— ainsi que les autres arétes :
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aQ .................................... ak .................... a/n
p b
P ' | |

[ : (D) '

U

| ()
bl| | I
I———':w)ﬂl/ _
|
bm !———JI- l ! —

FIG. 5.10 — Les opérations de suppressions (1) et (Ill) ainsilgyeration de substitution
(I) représentée dans la matrice de co(t.

— [(a}, 0], (al,,0])] si

(1) E=k+1I= opération de suppression
(1) K=kl=1+1 opération de suppression
(I1I) K=k+1,I'=1+1 opération de substitution

(V) K>k 1 >1si 3, {l opération de réécriture

Ces arétes vont ainsi correspondre aux différentes opgsafiédition que nous avons
défini dans la section 5.2. La figure 5.11 représente les tipésade suppressions repré-
sentées par les aréték) et (/1) dans le graphé&' alors que I'opération de substitution
correspondant a la mise en correspondance de deux élénseatst élargir I'appariement
courant correspond a une aréte de typE/). Les arétes de typd1’) ne sont représentés
mais relient sur la figure 5.11 la caGe () & des case de la sous matrice . k£ x 0.. . 1.

L'ensemble des sommelts avec lesquels nous allons effectivement travaillé peat étr
défini comme la restriction de 'ensemble des sommets :

V ={(d,b)), ke{0,..., N}, 1e€{0,...,M}}

a la composante connek&”' (D) de G contenantD.

Le graphe G'=(V',E) est connexe et orienté et par constondtiute arétga’, b’), (a,, bl )]
satisfaitk’ + " > k + [. Le graphe résultant est donc acyclique. Chaque sommet de ce
graphe correspond a I'appariement d'un élémentideu une réécriture) avec un élément
de B (ou une réécriture) alors que les arétes représentent tenéo@ssaire pour cette
mise en correspondance. Le fait de calculer le plus courhochemenant du somméd? a
'un des sommets de ce graphe n'ayant pas d’arétes sortsinégj@valent au calcul de
notre matrice de codt. Chaque elemeft; de la matrice de colt représente ainsi la dis-
tance minimale permettant d’apparier la sous-chajne. ., a; avechy, . . ., b; en prenant
en compte les réécritures.

La figure 5.12 illustre le type de graphe acyclique obtens te I'appariement des
deux chaines représentées sur la figure 5.11.
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00,0 0 0 070 10 10 10 0

T UA  IL B e by by b5 b5 by b
1 0,0 | 0 70 70
a as a b by by b
0 3 0 3,04 U5

AL —t 1 Bl T
a; a’ bl b2

A2 1 0 3 3 'l BQ 1 0 3 3 i1

3 3
A3 %o . B3 4 Do .

FIG. 5.11 — Exemple de chaines avec les réécritures correspi@sda

A% = ad, a9, al, al, BY = by, by, b5, b5, b3, b3

Al = atl)vag>a2 (aé - ag’a?’ag) B' = b(l)abgvbzolabg (b(% - b87b(1)7b8)
A? = ag, a3 (a3 — a3, af) B? = by, b3 (03 — 03,63, 02)
A3 =a} (a3 — a}, a?) B3 =103 (B3 — b}, b2)

L'application direct de I'algorithme de Dijkstra sur le gtee présenté sur la figure 5.12
fournit un appariement équivalent a celui calculé dansdtiae5.2.3.

5.2.5 Exemple d'utilisation

Nous allons illustrer le fonctionnement de notre algorighsur un exemple simple
consistant a mettre en correspondance les deux séquenbeasie = {ao,..., a1} et
b; = {bo,...,b11} correspondant a la figure. 5.13 représentant deux triaagiiferents
niveaux de finesses.

Pour illustrer cet exemple nous utiliserons des coups fixes phacunes des opéra-
tions élementaires :

— un codt de suppressi@rvut Suppression = 10,

— un co(t de transformation (via réécritutéyut DeT'rans formation = 0.4 et

— un co(t d'appariement (diagondlput Diag a 1.

Le tableau de coQtA[i, j] correspondant, illustré sur la figure. 5.15, est constryit d
namiquement en utilisant I'équation 5.16 et I'algorithmd.& matrice de co(t correspon-
dant a I'appariement de ces deux chaines sans utiliser deatoéés est présenté sur la
figure 5.14. On peut déja noter que le fait d’utiliser les riees diminue le colt global
d’appariement.

L'appariement débute par I'appariement@e— b,. Le colt de 11 dans la cadé, ,
correspond au co(t d’appariement @g;, < by, Soit 1 pouray < by plus un codt de
suppression de 10. Le colt de 1,4 dans la ddge correspond au codt d’appariement de
la réécriture deya,aras €nagy avechy, soit 1 pour la mise en correspondance plus un co(t
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(ad_1,b0_3)

(a0_1,60_0)) ((20_3,60_0) (a0_0,b0_3)
(a3.0,b1.0) @ @ (a0_3,b0 1)
201,00 1)) ((a4_0,b2.0)

(ad_0,b0_0)

(al_0,b1 0)
(a2_0,b2_0)

(a0_3,b0_3)

FIG. 5.12 — Exemple de graphe acyclique correspondant a la misereespondance des
deux chaine présentée a la figure 5.11. Le sommet de la f@m¥) codent la suppres-
sion de I'élément;;, de méme que les sommets de la forfi& b;) codent la suppresion

de I'element;.
by by ba 2
bs bs
be :
6 b be b
b7 bo by by bo
= o o s oo bg oo bs L=

b be bg b

ao

ag

FIG. 5.13 — Exemple de réécritures possibles d’'une méme régmgsentée a différents
niveaux dans deux pyramides.
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be
br
bs
by
bio
bll

Qo
1
11
21
31
41
51
61
71
91
101
111
121

a1
11
2
31
41
51
61
71
81
101
111
121
131

a2
21
12
3
51
61
71
81
91
111
121
131
141

as
31
22
13
4
71
81
91
101
121
131
141
151

Q4
41
32
23
14
5
91
101
111
131
141
151
161

as
51
42
33
24
15
6
111
121
141
151
161
171

Qg
61
52
43
34
25
16
7
131
151
161
171
181

a7
71
62
53
44
35
26
17
8
161
171
181
191

as
81
72
63
54
45
36
27
18
9
181
191
201

Qg
91
82
73
64
55
46
37
28
19
10
1
211

@10
101
92
83
74
65
56
47
38
29
20
11
2

a1

111
102
93
84
75
66
57
48
39
30
21
12

FIG. 5.14 — TableaW?[i, j| représentant les colts minimaux d’appariement des ségsienc

de brins relatives a I'exemple de la fig. 5.13 sans prendre@ppte les réécritures.

fixe de transformation de 0.4. L'ensemble de la matrice esi a@mplie, en sauvegardant

en paralléle les différentes opérations effectuées damsiece deretour.

L'appariement final pour c