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L'1dée de la morphologie mathématique

m Rappel :
[1dée de base de la morphologie mathématique est de comparer 1’ ensemble
a analyser avec un ensemble de géométrie connue appel€ €lément structurant.
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Elément structurant : Définition

®m Un €lément structurant B est un ensemble qui possede les caractéristiques
suivantes :
Il possede une forme (géométrie connue),
Cette forme a une taille )\,
Cet €lément est repéré par son origine o. L’ origine o appartient
généralement a I’élément structurant mais ce n’est pas une obligation.
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Elément structurant : Exemples @

Carré Cercle Segment

Paire de points
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Elément structurant transposé

m Définition :

Le transposé d’un élément structurant B (noté B ou —B) est 1’élement

structurant symétrique de B par rapport a I’origine O.

&

b

B
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Transtformations en tout ou rien

®m Une transformation en tout ou rien de X par B dans F ,est définie en
déplacant B sur I’ensemble des points = € E. Pour chaque position, on pose
une question relative a 1’union, I’'intersection ou 1’inclusion de B avec X .
Chaque réponse positive fournit un nouvel ensemble qui donne I’1image
transformée.
® Les transformations en tout ou rien les plus simples sont :
[’ érosion qui est une transformation, en tout ou rien, relative a I’inclusion.
La dilatation qui est relative a un test d’intersection.
Il existe des transformations en tout ou rien plus complexes utilisant des
¢léments structurants bi-colorés.

&
(=)

.\
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[’ érosion

m Définition :
L’ élément structurant B, repéré par son centre, est déplacé pour occuper
successivement toutes les positions de I’espace E. Pour chaque position, on
pose la question : B est-1l completement inclus dans X ?

m Les réponses positives forment 1 ensemble érodé€.

Ep(X)={r € E,B, C X}

(O reponse negative

@ rcponse positive
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Erosion : Exemple (1)

® 3 =nm (rayon 3)

X(mtm) et Eg(X)(m)

® Propriétés qualitative
La taille des objets décroit
Un objet avec des concavités ou des trous peut €tre divisés en plusieurs
Les petits objets et les détails disparaissent
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Erosion : Exemple (2)

B B = e (rayon 5)
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Erosion avec des éléments de taille croi@nte




Erosion et élements structurants

® Quid de Ep(X)?

® Erosion avec différents éléments

¢ horizontal line




Transformation b1 colorée (Hit-and-Misge

m [ élément structurant est décomposé en deux ensembles correspondant a

deux labels : B = B’ U B
® On dira que x appartient a la Hit and Miss transformé de X par B ssi :

BYcCp(X)etBl c X

®m Une transformation bi-coloré peut s’exprimer comme I’intersection de deux
érosions sur X et Cg(X).

nB(X) = npo g (X) = Ep1(X) NER2(CE(X))
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Exemple d’applications

B Détecteurs de coins

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

bas gauche bas droite haut droite haut gauche
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Erosion et soustraction de Minkowski

m [ érosion ensembliste est identique a la soustraction de Minkowski par
I’élément transposé.

Ep(X)=XoB={)X,
beB

® Démonstration : Soit z € (), X_p. . .(a faire)
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Dilatation morphologique pour les ensepa

m [a dilatation est une transformation en tout ou rien basée sur 1’1intersection.

®m Définition :
L’ élément structurant B, repéré par son centre, est déplacé pour occuper
successivement toutes les positions de I’espace E. Pour chaque position, on
pose la question : B intersecte t’ 11 X ?

m Les réponses positives forment I’ensemble dilaté.

(SB(X):{CEEE,BxﬂX#@}

(O reponse negative

@ rcponse positive
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Dilatation : Exemple (1)

® 3 =nm (rayon 3)

a9 Eal

® o

® o

X 0p(X)(m+m) et X (m)

m Propriétés qualitative
La taille des objets augmente
Les trous et les concavités peuvent €tre bouchés
Les objets voisins peuvent se connecter
Des petits détails disparaissent
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Dilatation : Exemple (2)

B B = e (rayon 5)

55(X)(+m) etX (m) op(X)
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Dilatation avec des éléments de taille cr ante
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Dilatation et addition de Minkowski

m [’addition ensembliste est identique a 1I’addition de Minkowski par 1’élément
transposé€.

p(X)=XaB=|] X,
beB

® Démonstration : Soit z € (J,c g X_p. . .(a faire)
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Dualité

Les 2 transformations ne sont pas indépendantes. On obtient le méme résultat en
érodant X ou en dilatant le complémentaire de X et en prenant le
complémentaire du résultat.

On dit que L’érosion et la dilatation sont 2 opérations duales vis-a-vis de la
complémentation :

Ep(X)) = Cg(0B(Ce(X)))
6p(X)) = Cg(€B(Ce(X)))

4 =
e

&p(Cr(X))
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Extensivité

m [a dilatation est une transformation extensive alors que I’€rosion est anti
extensive.

Ep(X) C X Cdp(X)

Ep(X) =01
X = 0O+
5B(X) = [+ +.
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Croissance

m [a dilatation et I’€rosion sont des opé€rateurs croissants

X C Y = 5B(X) C 5B(Y)
X C Y = SB(X) C gB(Y)

m [’ érosion est décroissante par rapport a 1’élément structurant.

BcCc B = gB/(X) C SB(X)
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Composition

m La dilatation avec un €lément structurant de taille n est égale a n dilatations
avec un €lément structurant de taille 1 (idem pour 1 érosion)

5u(X) = G100 615(X)

Y

nfots

nB homothétie de B d’un facteur n.

m /\ Utile pour I'implémentation hardware lorsque la taille du voisinage est fixe
(processeur voisinage 3*3) : un plus grand voisinage peut €tre obtenu par
cascade des opérations
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Union, Intersection

® La dilatation commute avec 1’union :
Sp(X UY) = 65(X)Udp(Y)
m [ érosion commute avec I’intersection :
Ep(XNY)=Eg(X)NER(YY)

® De plus :

531UBQ (X) — 5B1 (X) U 532 (X)
gBlUB2 (X) 531 (X) M 532 (X)

m Mais :
0BnBy(X) C 0B, (X)Ndp,(X)
gBlﬂBg(X) D gBl(X)UgBQ(X)
EB(XUY) O &p X) USB(X)

Sy
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Composition

m Soit By et By deux €léments symétriques par rapport a I’origine. On a :

{5531(32)(X) — 531(532()())
5531(32)()() — gBl(ng(X))

® Démonstration (pour la dilatation) :

05 (By)(X) = X @ (B1® By
= X ®(B1® By)
X @ (B1® B9)
(X ®B1)® By /A point clé
(X @ B1) ® B
0B, (0B,(X))
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Composition : Illustration

.Bl:—
.BQ:—
I(SBl(BQ)II

Passage d’une complexité en O(n?) a une complexité en O(2n).
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Continuité

m [ érosion est semi1 continue supérieurement.

VB lim EB(Xn) C gB(limn—H—oo Xn)

n—-+o00

® Démonstration : (a faire)
®m La dilatation est un opérateur continu.
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V—

Continuité supérieure de I’€rosion : Exepas

\4

® Soit (Xp),cN une suite de 2 carrés séparés par une distance .

D =
B _
Xn X = lim X,
n—-+0o0
HE C _

En—)—l—oo gB (Xn) gB (X)
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Récapitulatit

m La dilatation fait disparaitre les petits trous et les petits détroits et fait grossir
les objets.

m [ érosion fait disparaitre les petits objets, les petits ithmes et amincit les
objets restants.

m La dilatation et I’€rosion ne sont pas des transformations topologiques.

m Si X est connexe dp (X ) est connexe.

m [a dilatation et I’€rosion sont des opérations non réversibles.

m La dilatation et I’€rosion sont des opérations duales mais pas inverses 1’une
de I’autre.

dilatation
X — 0 B (X )
complémentation ] 0
Ce(X) —  &B(Ce(X))

Morphologie mathématique — p.34/65



Calculs de Distances

= Elément Structurant p. 5
Définition,
Exemple,
Transposé

m Erosions et dilatations ensemblistes
Transformation en tout ou rien
[’ érosion
L’ érosion exemples
Transformation b1 colorée
Erosion et soustraction de
Minkowski
Dilatation
Dilatation : Exemples
Dilatation et addition de
Minkowski

® Proprié€tés de 1’€érosion et la
dilatation ensemblistes

Dualité,

Extensivité

Croissance,

Composition

Union, Intersection

Composition

Continuité supérieure de 1’€érosion

m Calculs de Distances

Distance d’un point a un ensemble
Distance et courone,

Distance par €rosion : Algorithme
Exemples

Distance Externe

Extension a la digtance de deux en:

logie mathématique —



Distance d’un point d’un ensemble a sa jggnticr

M
‘.
3

&

mSoitz € X

d(z,0X) = d(z,Cp(X)) = yeggf X)d(a:', y) = ygég(d(x, Y)

0X
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Distance et couronne

=M dist=0
m M dist=1
m [ dist=2
m :dist=3
m N dist=4...
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Distance par €rosion : Algorithme

® binl=1mage de départ
®m Création d’une 1image binaire vide grey(
m Recopie de binl dans greyO (f(z) = 1si z € X, 0 sinon)
® Tant que binl non vide faire
binl <« ng (binl)
grey( < greyO + binl
® Fin tant que
m grey(0 = fonction distance + 1

Morphologie mathématique — p.38/65



Fonction de distances : Exemples

formes distance érosion distance euclidienne

®m La distance par €rosion n’est qu’une approximation de la distance
euclidienne.
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Distance externe

® Distance a un ensemble obtenue par dilatation.

Ensemble référence X
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Extension a la distance de deux ensemble

d(X,Y) =infd(z,y)
(x,y)eXXY

W bing = 1mage binaire contenant X
m Extraction de la composante connexe X; qui est placée dans I’'image binq
W bing = bing/bin; (on place dans bing toutes les autres composantes connexes
dans bing)
®m Création d’une 1image binaire b3 vide
® d = 0 (initialisation de la valeur de la distance entre X; et ( X/X; )
® Tant que bing est vide
m faire
bz’nl <— 513(b’in1)
d=d+1
bing = biny N bing
® Fin de boucle
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Erosion et dilatation de fonctions
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Erosion et dilatation de fonctions @

®m Pb : L’érosion et la dilatation n’ont €t€ défini que dans le cadre ensembliste.
Que faire avec f : R — R?

m Idée :Considérer la fonction comme un ensemble
= Graphe de fonction :

® Ombre d’une fonction :

U(f(z)) ={(z,t) [t < flz)}

G((x))
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Nature de 1’élément structurant

m U(f(x)) est composé de couples (x,t) avec t = f(x).

® [’élément structurant est composé de couples (x, b(x)) avec x a support

borné.
B={(x,t)|x € Bett < b(z)}

M ) satisfait aux conditions suivantes :

JzeB = br) # *o
b(x){xéB’ = b(z) = —©

® On distingue les €léments structurant plats définis par :

) zeB = b= 0
b(x){ng, = b(r) = —o¢
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Exemples d’€éléments structurants @

G(f(x))

m Les éléments structurants non plats sont appelés des €léments structurants
volumiques.
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Erosion d’une fonction @

m Iérosion d’une fonction est définie comme 1’ érosion ensembliste de son
ombre.

Ep(U(f(x))) = {(z,1) | Bzpy CU(f(2))}

®m Question : A x fixé qu’elle est la valeur maximale de ¢ telle que

By CU(f(x))?
®m Réponse : Dans le cas d’un €élément structurant plat : La plus petite des valeur
de f sur le support B’ :

Ep(f)(z) = inf f(z—u)

ue B’
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Erosion avec élément structurant volu

® 1 faut que les hauteurs b(u) soient dans U(f(x))

Ep(f)(x) = inf f(z—u)—b(u)

ue B’

flz —u)
7\ = I\
flz —u) —b(u) inf f(z —u) — b(u)
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Exemple d’érosion (1)

Erodé (disque de taille 3)

@

[image érodée est
plus foncée, les pics
se rétrécissent ou bien
disparaissent
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Exemple d’érosion (2) @

®m Erosion avec un €lément structurant plat de support circulaire

£ 40 8

Or1 gmal 82 B(I 83 ([
85B 87B ggB hIg mathématique — p.49/65



Dilatation d’une fonction

m Se définie de maniere similaire a partir de I’ombre de la fonction :

0p(U(f(2))) ={(2,t) | By NU(f(x)) # 0}

®m Question : A x fixé qu’elle est la valeur maximale de ¢ telle que

By NU(f(z)) #07?
®m Réponse : Dans le cas d’un élément structurant plat : La plus grande des
valeur de f sur le support B’ :

0p(f)(x) = supu € B'f(z — u)
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Dilatation avec élément structurant volumaique

® De fagon symétrique a 1’érosion :

0p(f)(z) = sup f(z —u) + b(u)

ue B’

(x —u) + b(u - \{supf(x—u)—l—b(u)
! !

ﬁ\% S




Exemple de dilatation (1) @

[’image dilat€ée est
plus claire. Les vallées
étroites disparaissent
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Exemple de dilatation (2)

® Dilatation avec un €lément structurant plat, circulaire.

Original

BT

o58(1)

59B ( Lo)phologie mathématique — p.53/65



Erosion/Dilatation couleur dans 1’espaceg

m HLS correspond a un repere cyclindrique
L : Luminance (intensité)
S : Saturation (dominance de gris)

H : hue (couleur)

A
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Erosion/Dilatation couleur dans 1I"espacegd LS (

® w groupe un ensemble d’angles {h1, ..., h,} forme un w groupe ssi :
max h; — min h; <w<7T7
ie{l,...,n} ie{l,...,n}

® Dilatation en un point x par B.

max,,cp, h(z;) si{h(x;),i € By} forme un w groupe

0p(h)(z) = {

h(x) sinon
® Erosion en un point x par B.

ming cp. h(x;) si{h(x;),i € By} forme un w groupe

Ep(h)(z) = {

h(x) sinon
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Erosion/Dilatation HLS : Résultat

composante H

Qllﬁ'i I“, vr' i
*’“r

érosion H dilatation h érosion S dilatation S
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Résidus morphologiques

® En morphologie ensembliste un résidus correspond a la :
différence symétrique entre 1I’ensemble de départ X et son transformé
h(X).
différence symétrique entre deux transformations d’un 1 (X) et ¥o(X)
d’un ensemble.

® En morphologie fonctionnelle :
différence arithmétique entre f(x) et ¢(f(x)),
différence arithmétique entre ¢ (f(x)) et Yo f(x)).

m Lorsque les transtormations v; sont des €rosions ou des dilatations on parle

de gradients morphologiques.

mC
< 4 A
® o ® o O ©

X SB(X) = [, X =01+ XASB(X)
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Gradients Morphologiques

m Elément Structurant structurant volumique

m Erosions et dilatations ensemblistes Exemple de dilatation
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Dilatation d’une fonction Laplacien Morphologique
Dilatation avec élément Laplacien Morphologique :

Exemple
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Gradients morphologiques

® Trois type de gradients :
Le gradient morphologique symmeétrique (de Beucher) :

VB(X) =0p(X)AER(X) et Vp(f(z)) = dp(f(z)) — E(f(x))

Gradient morphologique interne ou gradient par €rosion :

Vp(X) = XA&p(X) et V(f(z)) = f(z) — EB(f(2))

Gradient morphologique externe ou gradient par dilatation :

Vp(X) = 0p(X)AX et V(f(2)) = dp(f(z)) — f(2)
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Gradients morphologiques ensemblistes(g

® Ensembles :
Ep(X) =0
X =0+
5B(X) = +5+l
®m Gradients :
VB(X)= +
Vi(X)=H
Vp(X)=
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Gradient morphologique externe fonctiganel




Gradient morphologique symétrique fongfonne

I oB(I) Ep(I)



Laplacien Morphologique

m Le Laplacien morphologique est le résifu des gradients morphologiques

externes et internes.

Le(f) =Vy(f) = Vi)
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Laplacien Morphologique : Exemple

Morphologie mathématique — p.65/65



	Plan (1/2)
	Plan (2/2)
	L'idée de la morphologie mathématique
	Élément structurant : Définition 
	Élément structurant : Exemples 
	Élément structurant transposé
	Érosions et dilatations ensemblistes
	Transformations en tout ou rien
	L'érosion
	Erosion : Exemple (1)
	Erosion : Exemple (2)
	Érosion avec des éléments de taille croissante
	Érosion et élements structurants
	Transformation bi colorée (Hit-and-Miss )
	Illustration
	Exemple d'applications
	Érosion et soustraction de Minkowski
	Dilatation morphologique pour les ensembles
	Dilatation : Exemple (1)
	Dilatation : Exemple (2)
	Dilatation avec des éléments de taille croissante
	Dilatation et addition de Minkowski
	Propriétés de l'érosion et la dilatation ensemblistes.
	Dualité
	Extensivité
	Croissance
	Composition
	Union, Intersection
	Composition
	Composition : Illustration 
	Continuité
	Continuité supérieure de l'érosion: Exemple
	Récapitulatif
	Calculs de Distances
	Distance d'un point d'un ensemble à sa frontière
	Distance et couronne
	Distance par érosion : Algorithme
	Fonction de distances : Exemples
	Distance externe
	Extension à la distance de deux ensembles
	Érosion et dilatation de fonctions
	Érosion et dilatation de fonctions
	Nature de l'élément structurant
	Exemples d'éléments structurants
	Érosion d'une fonction
	Érosion avec élément structurant volumique
	Exemple d'érosion (1)
	Exemple d'érosion (2)
	Dilatation d'une fonction
	Dilatation avec élément structurant volumique
	Exemple de dilatation (1)
	Exemple de dilatation (2)
	Erosion/Dilatation couleur dans l'espace HLS (1)
	Erosion/Dilatation couleur dans l'espace HLS (2)
	Erosion/Dilatation HLS : Résultat
	Résidus morphologiques
	Gradients Morphologiques
	Gradients morphologiques
	Gradients morphologiques ensemblistes
	Gradient morphologique interne fonctionnel
	Gradient morphologique externe fonctionnel
	Gradient morphologique symétrique fonctionnel
	Laplacien Morphologique
	Laplacien Morphologique : Exemple

